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PREFACIO 


El cálculo es uno de los mayores logros del intelecto humano. Inspirados por problemas de astronomía, 
Newton y Leibniz desarrollaron las ideas del cálculo hace aproximadamente 300 años y, desde entonces, 
cada siglo ha demostrado la fuerza del cálculo para contestar a preguntas en matemáticas, ciencias físi- 
cas, ingeniería y ciencias sociales y biológicas. 

El gran éxito del cálculo se debe a su extraordinaria capacidad para reducir problemas complica- 
dos a reglas y procedimientos sencillos. Pero precisamente aquí está el riesgo de enseñar cálculo: es 
posible exponer el tema solamente como un conjunto de reglas y procedimientos, con lo cual se pierde 
de vista su valor matemático y práctico. Con el generoso apoyo de la National Science Foundation 
(Fundación Nacional para las Ciencias), nuestro consorcio se ha dado a la tarea de crear un nuevo plan 
de estudios del cálculo para recuperar ese conocimiento. Este libro es la segunda etapa de ese esfuer- 
zo; la primera es nuestro texto sobre una sola variable. 


Principios 


Los dos principios que guiaron el desarrollo de nuestro texto sobre una sola variable continúan vigentes; 
el primero de ellos es nuestra fórmula para restituir al cálculo su contenido matemático: 


Regla de tres: Todo tema debe presentarse en forma geométrica, numérica y algebraica. 


Permanentemente alentamos a los alumnos a pensar y escribir acerca del significado geométrico y 
numérico de lo que hacen. No es nuestra intención soslayar el aspecto puramente algebraico del cálcu- 
lo, sino más bien reforzarlo dando significado a los símbolos. Con frecuencia, en los problemas de tarea 
relacionados con aplicaciones pedimos a los estudiantes que expliquen verbalmente qué significan sus 
respuestas en términos prácticos. 

El segundo principio, inspirado en Arquímedes, es nuestra fórmula para restituir el conocimiento 
práctico: 


El método de Arquímedes: Las definiciones y procedimientos formales surgen de la investi- 


gación de problemas prácticos. 


Arquímedes creía que se ganaba intuición en problemas matemáticos considerándolos primero 
desde un punto de vista mecánico o físico.! Por la misma razón, nuestro texto contiene tantos problemas 


!...Consideré conveniente escribir para usted y explicar con detalle... la peculiaridad de cierto método, con el cual será posi- 
ble que usted empiece a investigar algunos problemas en matemáticas, mediante la mecánica. Este procedimiento, estoy conven- 
cido, no es menos útil inclusive para la comprobación de los teoremas mismos; pues algunas dudas primero se aclararon para mí 
por un método mecánico, aunque tuvieron que demostrarse después por geometría porque su investigación por dicho método no 
proporcionó una demostración verdadera. Pero, por supuesto, cuando hemos adquirido por el método algún conocimiento de los 
problemas, es más fácil presentar la prueba que encontrarla sin ningún conocimiento previo. De The Method en The Works of 
Archimedes editado y traducido por Sir Thomas L. Heath (Dover, Nueva York). 


de práctica. Siempre que es posible empezamos con un problema práctico y del mismo obtenemos resul- 
tados generales. Por problemas prácticos queremos decir aplicaciones reales, aunque no siempre. Estos 
dos principios han llevado a un programa de estudio radicalmente nuevo, mucho más de lo que pudiera 
indicar una mirada superficial a la tabla de contenido del libro. 


Tecnología 


En el cálculo de varias variables, más que en el de una sola variable, aprovechamos las computadoras y 
calculadoras gráficas para ayudar al estudiante a aprender a pensar en forma matemática. Por ejemplo, 
observar gráficas de superficies y diagramas de contorno es sumamente útil para comprender las fun- 
ciones de muchas variables. Además, la capacidad para utilizar la tecnología de modo efectivo como he- 
rramienta es en sí de la mayor importancia. Esperamos que los estudiantes apliquen su propio juicio para 
determinar en qué casos es útil la tecnología. 

Sin embargo, el libro no requiere ningún programa o tecnología específicos, y nos hemos adapta- 
do a quienes no tienen acceso a tecnología suficientemente avanzada, incluyendo aquí copias de nega- 
tivos complementarios para proyectores, que muestran gráficas de superficies, diagramas de contorno, 
curvas parametrizadas y campos vectoriales. Idealmente, los estudiantes deben tener acceso a equipos 
con capacidad para graficar funciones, diagramas de contorno y campos vectoriales, y para calcular 
numéricamente integrales múltiples e integrales de línea. A falta de esto, la combinación de calculado- 
ras gráficas y transparencias es satisfactoria, y se ha empleado con éxito en programas piloto. 


¿Qué necesita saber el estudiante? 


Los estudiantes que utilicen este libro deben haber terminado con éxito un curso de cálculo de una 
variable. Para que aprendan de este libro, no es necesario que hayan estudiado el libro de cálculo de 
una variable editado por el mismo consorcio. 

El libro invita a estudiantes bien preparados a pensar, sin dejar de ser accesible a quienes tienen 
conocimientos menos sólidos. Con métodos numéricos, gráficos y algebraicos se facilitan al estudiante 
varias formas para dominar el material. Este método los alienta a perseverar, con lo que se reducen sus 
posibilidades de fracasar. 


Contenido 


El método para abordar el diseño de este material fue el mismo que el de nuestro libro de cálculo de una 
variable: partimos de cero e hicimos una lista de temas que consideramos fundamentales para la mate- 
ria, después de intercambiar opiniones con matemáticos, ingenieros, físicos, químicos, biólogos y econ- 
omistas. Para ajustarse a necesidades individuales o de los cursos, los temas se pueden quitar o añadir 
fácilmente o cambiarse el orden. 

Alo largo del texto, suponemos que las funciones de dos o más variables están definidas en regiones 
con fronteras lisas por partes. 


Capítulo 11: Funciones de varias variables 


Presentamos las funciones de varias variables desde distintos puntos de vista, mediante gráficas de 
superficies, diagramas de contorno y tablas. Este capítulo tiene la misma finalidad, para este curso, que 
la del capítulo 1 para el curso de cálculo de una variable; proporciona al estudiante la capacidad para leer 
gráficas y diagramas de contorno y pensar gráficamente, para leer tablas y pensar numéricamente, y para 
aplicar estos conocimientos junto con sus bases de álgebra para hacer modelos de situaciones reales. 
Ponemos especial atención en la idea de la sección transversal de una función, obtenida al hacer variar 
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una variable independientemente de las otras. Hemos observado que para el estudiante es útil estudiar 
esta noción antes de pasar a derivadas parciales y gradientes. Estudiamos funciones lineales en detalle, 
como preparativo para la noción de linealidad local. Terminamos con una sección sobre continuidad. 


Capítulo 12: Una herramienta fundamental: los vectores 


Definimos los vectores como objetos geométricos que tienen dirección y magnitud, apoyándonos en el 
modelo de los vectores de desplazamiento, y luego introducimos la representación de vectores en térmi- 
nos de coordenadas. Damos definiciones geométricas y algebraicas equivalentes del producto punto y 
producto cruz. 


Capítulo 13: Diferenciación de funciones de varias variables 


Presentamos las nociones básicas de derivada parcial, derivada direccional, gradiente y diferencial. De 
conformidad con el espíritu del texto de una sola variable, situamos estas nociones en el marco de la li- 
nealidad local. También utilizamos linealidad local para presentar la noción de diferenciabilidad, y para 
el análisis de la regla de la cadena en varias variables. Estudiamos derivadas parciales de orden supe- 
rior, su interpretación en las ecuaciones diferenciales parciales y su aplicación a aproximaciones 
cuadráticas de Taylor. Terminamos con una sección sobre diferenciabilidad. 


Capítulo 14: Optimización 


Aplicamos las ideas del capítulo anterior a problemas de optimización restringida y no restringida. 
Derivamos la prueba de la segunda derivada para extremos locales, considerando primero el caso de 
polinomios cuadráticos, y luego recurriendo a la aproximación cuadrática de Taylor. Estudiamos la exis- 
tencia de extremos globales para funciones continuas en regiones cerradas y acotadas. En la sección de 
optimización restringida, analizamos multiplicadores de Lagrange, restricciones de igualdad y desigual- 
dad, problemas con más de una restricción y el lagrangiano. 


Capítulo 15: Integración de funciones de varias variables 


Explicamos gráficamente la integral definida de varias variables considerando el problema de estimar la 
población total de un diagrama de contorno para la densidad de una población, usando cuadrículas cada 
vez más pequeñas. Continuamos con ejemplos numéricos que emplean tablas, y luego presentamos dos 
métodos para calcular integrales múltiples: analíticamente, mediante integrales iteradas, y numéri- 
camente, por el método de Montecarlo. Analizamos las integrales dobles y triples en coordenadas carte- 
sianas, polares, esféricas y cilíndricas. También estudiamos aplicaciones a la probabilidad con varias 
variables. 


Capítulo 16: Curvas y superficies paramétricas 


Iniciamos con el problema de representar curvas en forma paramétrica, luego usamos curvas parame- 
trizadas para representar movimiento. Definimos velocidad y aceleración geométricamente, luego damos 
las fórmulas en términos de componentes. Continuamos con una sección sobre superficies parame- 
trizadas y a continuación analizamos el vínculo entre representaciones implícitas, explícitas y paramétri 
cas de superficies empleando el teorema de la función implícita. La sección final analiza una de las apt: 
caciones originales del cálculo: la explicación de Newton de las leyes de Kepler sobre el movimiento de 
los planetas. 


Capítulo 17: Campos vectoriales 


En este breve capítulo presentamos funciones de varias variables con valor vectorial, o campos vecto- 
riales. Este capítulo establece las bases para el enfoque geométrico de los siguientes tres capítulos, de- 
dicados a integrales de línea, integrales de flujo, y a la divergencia y el rotacional. Iniciamos con ejem- 
plos físicos, tales como los campos vectoriales de velocidad y campos de fuerza, e incluimos muchos 
diagramas de campos vectoriales para ayudar a desarrollar la intuición geométrica. También estudiamos 
líneas de flujo de campos vectoriales y su relación con sistemas de ecuaciones diferenciales. 


Capítulo 18: Integrales de línea 


Presentamos el concepto de integración de un campo vectorial a lo largo de una trayectoria con una 
detinición sin coordenadas. Dedicamos algún tiempo a desarrollar la intuición mediante dibujos de 
campos vectoriales con trayectorias sobrepuestas, antes de introducir cl método de calcular integrales 
de línea mediante parametrizaciones. Luego estudiamos campos conservativos, campos de gradiente y 
el teorema fundamental del cálculo para integrales de línea. Continuamos con un análisis de campos 
vectoriales no conservativos y el teorema de Green, y damos la prueba del rotacional para un campo 
vectorial conservativo. Concluimos con una prueba del teorema de Green usando la fórmula del cam- 
bio de variables. 


Capítulo 19: Integrales de flujo 


Presentamos la integral de flujo de un campo vectorial a través de una superficie parametrizada, de la 
misma mancra que presentamos las integrales de línea. Primero damos una definición sin coordenadas, 
luego estudiamos ejemplos donde la integral de flujo (o al menos su signo) se pueden calcular geométri- 
camente. Á continuación mostramos cómo calcular integrales de flujo sobre gráficas de superficies, por- 
ciones de cilindros y porciones de esferas. Concluimos con una sección referente a integrales de flujo 
sobre superficies arbitrarias parametrizadas. 


Capítulo 20: Cálculo de campos vectoriales 


Exponemos la divergencia y el rotacional en una forma que no requiere de coordenadas, la divergencia 
en términos de densidad de flujo y el rotacional en términos de densidad de circulación. Damos luego 
las fórmulas en coordenadas cartesianas. En el texto de una sola variable derivamos el teorema funda- 
mental del cálculo señalando que la integral de la rapidez de cambio es el cambio total. De manera muy 
semejante, derivamos el teorema de la divergencia mostrando que la integral de la densidad de flujo 
sobre un volumen es el flujo total que sale del volumen, y derivamos el teorema de Stokes demostrando 
que la integral de la densidad de circulación sobre una superficie es la circulación total alrededor de su 
frontera. Analizamos los tres teoremas fundamentales del cálculo de varias variables, e indicamos cómo 
llevan a la condición tridimensional del rotacional para un campo vectorial conservativo. Concluimos 
con una sección que prucba el teorema de la divergencia y el teorema de Stokes usando la fórmula del 
cambio de variables, 


Cambios respecto a la edición preliminar 


Hemos incorporado sugerencias de lectores de la edición preliminar, quienes nos han auxiliado para 
hacer la exposición tan clara y concisa como es posible. La mayoría de las figuras se volvieron a dibu- 


jar, particularmente las figuras en tres dimensiones. 


+ Capítulo 1H. Hemos agregado una sección sobre límites y continuidad. 
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Capítulo 12. Las definiciones geométrica y algebraica de los productos punto y cruz ahora se expli- 
can una a continuación de la otra al principio de cada sección. Cada sección contiene un argumen- 
to que explica por qué las dos definiciones son equivalentes. 

Capítulo 13. El material referente a derivadas direccionales y gradientes se ha reorganizado de 
modo considerable. Presentamos las derivadas direccionales y los vectores gradiente en la sección 
13.4, pero sólo en el caso de dos dimensiones. Hemos sustituido la definición geométrica del gra- 
diente por la definición algebraica, motivada por la fórmula para calcular derivadas direccionales; 
las propiedades geométricas se derivan entonces a partir de esta fórmula. La sección 13.5 contiene 
nuevo material sobre la relación entre gradientes bidimensionales y tridimensionales, y acerca de 
situaciones donde el gradiente no tiene interpretación geométrica. En la sección que trata la regla 
de la cadena agregamos un ejemplo nuevo de fisicoquímica. Hemos agregado una nueva sección 
al final sobre diferenciabilidad desde un punto de vista gráfico e intuitivo, que analiza la relación 
entre diferenciabilidad, derivadas parciales y continuidad. 

Capítulo 14. El material que trata el tema de los extremos globales de la sección 14.1 anterior se 
ha cambiado a la 14.2, de modo que ahora la sección 14.1 se concentra exclusivamente en los pun- 
tos críticos y su clasificación. El material teórico sobre conjuntos cerrados y acotados se ha cambi- 
ado al final de la sección 14.2. Esto resulta en un mayor énfasis en las ideas principales. 

Capítulo 15. Los ejemplos introductorios se han hecho más breves para llegar a la definición de 
manera más rápida. 

Capítulo 16. Hemos reorganizado considerablemente el material de las secciones 16.1 a la 16,3. La 
nueva sección 16.1 se concentra en la idea geométrica de representar paramétricamente una curva. 
La nueva sección 16.2 expone la idea de una curva paramétrica que representa un movimiento, e 
introduce los vectores de aceleración y velocidad. El material de representaciones implícitas, explí- 
citas y paramétricas se ha cambiado a la nueva sección 16.4 sobre el teorema de la función implíci- 
ta. Hemos agregado la sección 16.5 sobre la explicación de Newton a las leyes de Kepler, 
Capítulo 18. Hemos agregado material sobre la condición tridimensional del rotacional, presagian- 
do el capítulo 20, así como una nueva sección que da una prueba del teorema de Green. 

Capítulo 19. Hemos reorganizado ceste capítulo en tres secciones, con algún material nuevo. La 
sección 19.1 contiene nuevo material referente al cálculo de integrales de flujo sin paramefriza- 
ciones, usando argumentos geométricos sencillos para reducir la integral a una doble integral. La 
sección 19.2 ticne nuevo material sobre cl cálculo de integrales de flujo sobre porciones de cilin- 
dros y esferas. 

Capítulo 20. Como reflejo de los cambios hechos en el capítulo 12 las definiciones geométricas y 
algebraicas de divergencia y rotacional ahora se presentan juntas, con un argumento intuitivo que 
explica por qué dan el mismo resultado. Hemos agregado algunos ejemplos con mayor grado de 
dificultad, y material acerca de campos vectoriales sin divergencia y sin rotacional. Una nueva sec- 
ción que incluye los tres teoremas fundamentales analiza la prueba tridimensional del rotacional y 
la prueba de la divergencia para campos rotacionales. Hemos sustituido la anterior sección final con 
una nueva que da pruebas del teorema de la divergencia y el teorema de Stokes, con base en la idea 
de parametrizar una región y emplear cambio de variables para reducir la prueba al caso de regiones 
rectangulares, acorde con la prueba estándar moderna que utiliza formas diferenciales. Ésta sección 
es un reto para estudiantes avanzados y sirve para cerrar con broche de oro este curso para los alum- 
nos sobresalientes. 


Opciones para un curso de un semestre 


Los instructores que utilicen este texto en un curso de un semestre tienen las siguientes dos opciones: 
pueden detenerse al terminar el capítulo 18, a fin de dar tiempo para un estudio completo de curvas y 
superficies parametrizadas, integrales de línea y teorema de Green, o pueden continuar al capítulo 20, 


cubriendo sólo las primeras secciones de los capítulos 16, 17, 18 y 19, que contienen un breve análisis A los es 
de integrales de línea y de flujo desde un punto de vista geométrico, y dan a los estudiantes suficiente 
capacidad para comprender el teorema de la divergencia y el teorema de Stokes. 


Nuestras experiencias 


Durante el desarrollo de las ideas integradas en este libro hemos estado conscientes de la necesidad de 
poner a prueba todos los materiales, en una amplia variedad de instituciones que reciben varios tipos de 
estudiantes. Los miembros del consorcio han utilizado versiones previas del libro en una amplio rango 
de instituciones. Durante el año académico 1995-1996 fuimos auxiliados por colegas de más de 100 
escuelas, quienes probaron el libro en clase y nos informaron de sus experiencias y las de los estudiantes. 
Este variado grupo de escuelas utilizó el libro en sistemas de semestres y trimestres, en laboratorios de 
cómputo, grupos pequeños, salones tradicionales, y con varias tecnologías diferentes. Agradecemos las 
valiosas sugerencias hechas, mismas que hemos tratado de incorporar en la primera edición del texto. 
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A los estudiantes: Cómo estudiar este libro 


Este libro puede ser diferente de otros textos de matemáticas que haya utilizado, de modo que 
puede ser útil conocer previamente algunas diferencias. En cada etapa, este libro destaca el sig- 
nificado (en términos prácticos, gráficos o numéricos) de los símbolos que se usan. Hay menos 
énfasis en procedimientos y uso de fórmulas, pero más en la interpretación de estas fórmulas de lo 
que pudiera esperarse. Se pedirá al estudiante explicar sus ideas o argumentar una respuesta me- 
diante gráficas. 


El libro contiene las principales ideas del cálculo en lenguaje sencillo; el éxito en el uso de este 
libro depende de que lea, pregunte y reflexione acerca de las ideas presentadas. Aun cuando el lec- 
tor pueda no haber hecho esto con otros libros, será útil leer el texto en detalle, no sólo los ejem- 
plos resueltos. 


Hay pocos ejemplos en el texto exactamente iguales a los problemas de tarea, de modo que estos 
últimos no se pueden hacer buscando ejemplos similares “ya hechos”. Un resultado satisfactorio 
con las tareas se alcanza esforzándose por entender las ideas del cálculo. 


Muchos de los problemas de este libro son de final abierto, lo que significa que hay más de un 
método correcto y más de una solución correcta, esto depende del análisis que haga el lector. A 
veces, resolver un problema depende de ideas de sentido común que no se indican explícitamente 
en el problema, pero que se tienen por experiencia. 


Este libro supone que el lector tiene acceso a una calculadora o computadora que pueda graficar 
funciones, de preferencia una que pueda dibujar gráficas de superficies, diagramas de contorno y 
campos vectoriales, y que además pueda calcular integrales de muchas variables e integrales de 
línea numéricamente. Hay muchas situaciones en donde no se puede encontrar solución exacta a 
un problema, pero puede usarse una calculadora para obtener una aproximación razonable; la 
respuesta así obtenida suele ser tan útil como una exacta. Sin embargo, el problema no siempre 
indica que se necesita una calculadora, así que usted decidirá. 


Este libro intenta dar igual valor a tres métodos para describir funciones: el gráfico (una figura), el 
numérico (una tabla de valores) y el algebraico (una fórmula). A veces será más fácil trasladar un 
problema dado de una forma a otra; por ejemplo, si el estudiante tiene que encontrar el máximo de 
una función, puede usar un diagrama de contorno para estimar su ubicación aproximada, usar su 
fórmula para encontrar ecuaciones que den su posición exacta, luego usar un método numérico 
para resolverlas. La mejor idea es ser flexible en el método: si una manera de ver un problema no 
funciona, intente otra. 


Los estudiantes que utilizan este libro han encontrado útil comentar en pequeños grupos estos 
problemas. Muchos de ellos que no son fáciles y quizá resulte provechoso abordarlos desde otras 
perspectivas que sus compañeros puedan brindar. Si no es factible el trabajo en grupo, los alum- 
nos deben procurar que el maestro programe una sesión para abordar problemas adicionales. 

Usted probablemente se pregunta qué obtendrá del libro. Si hace un esfuerzo, la respuesta es que 


acabará por entender uno de los logros más importantes del milenio: el cálculo y se hará una idea 
del poder de las matemáticas en la era de la tecnología. 
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CAPÍTULO ONCE 


FUNCIONES DE 
VARIAS VARIABLES 


Son muchas las cantidades que dependen de más de una variable. Por ejem- 
plo, el volumen de una cosecha depende de la cantidad de lluvia y de la canti- 
dad de fertilizante empleado; la velocidad de una reacción química depende 
de la temperatura y de la presión del medio en donde ocurre; la fuerza de la 
atracción gravitacional entre dos cuerpos depende de sus masas y de la distan- 
cia que los separa, y la cantidad de lluvia de cenizas de una erupción volcánica 
depende de la distancia desde el volcán y del tiempo transcurrido después de 
la erupción. En cada uno de estos casos interviene una función de dos o más 
variables. En este capítulo veremos muchas maneras diferentes de visualizar 
funciones de varias variables. 
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11.1 FUNCIONES DE DOS VARIABLES 
Ejemplo 1 


Notación de función Solución 


Supongamos que una persona piensa solicitar un préstamo a cinco años para comprar un automóvil y 
necesita calcular a cuánto ascenderán las mensualidades. Éstas dependen de la cantidad de dinero 
solicitado y de la tasa de interés. Estas cantidades pueden variar separadamente: el monto del préstamo 
puede cambiar, pero la tasa de interés permanecer constante; o bien, la tasa de interés puede cambiar, 
pero la cantidad prestada es la misma. Para calcular el pago mensual es necesario conocer ambas. Si el 
pago mensual es de $m, el monto del préstamo de $L£ y la tasa de interés de r%, entonces se expresa el 
hecho de que m es una función de L y r si escribimos: 


m=f(L, r) 


Esto es como la notación de función en cálculo de una variable. La variable m se llama variable depen- 
diente, y las variables L y r reciben el nombre de variables independientes. La letra f representa la 
función o regla que da el valor de m correspondiente a valores dados de L y r. 

Una función de dos variables se puede representar de manera gráfica, numérica —por una tabla de 
valores—, o algebraica -por una fórmula. En esta sección veremos ejemplos de cada una de estas tres 
maneras de visualizar una función. 


; Ejempl 
Ejemplo gráfico: un mapa meteorológico 


La figura 11.1 muestra un mapa meteorológico tomado de un periódico. ¿Cuál es la información que 
contiene? El mapa ilustra la temperatura máxima T pronosticada, en grados Fahrenheit (°F), en Estados 
Unidos en ese día. Las curvas del mapa, llamadas isotermas, dividen al país en zonas según si T está en 
60, 70, 80, 90 o 100 grados. (Isós quiere decir igual y therme calor). Observe que la isoterma que separa 
las zonas de 80 y 90 grados enlaza todos los puntos donde la temperatura es exactamente de 90°F. 


Figura 11.1 Mapa meteorológico que muestra las temperaturas 
máximas pronosticadas, T, en un día de verano. 
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Ejemplo 1 Calcular el valor pronosticado de T en Boise, Idaho; Topeka, Kansas, y Buffalo, Nueva York. 


Solución 


Boise y Buffalo están en la región de 70 grados, y Topeka en la de 80 grados. Por lo tanto, la tempera- 
tura pronosticada en Boise y Buffalo está entre 70 y 80; la temperatura en Topeka, entre 80 y 90, En 
realidad se puede decir más. Aun cuando Boise y Buffalo están en la región de 70 grados, Boise está 
muy cerca de la isoterma de T = 70, mientras que Buffalo está muy cerca de la isoterma de T = 80, así 
que consideramos que la temperatura será de casi 70 en Boise y de casi 80 en Buffalo. Topeka está hacia 
la mitad entre T = 80 y T = 90 y, por lo tanto, estimamos que la temperatura en Topeka rondará los 85. 
De hecho, las temperaturas máximas reales para ese día fueron de 71°F para Boise, 79°F para Buffalo y 
86°F para Topeka. 


La temperatura máxima pronosticada, T, que ilustra el mapa meteorológico, es una función de (es 
decir, depende de) dos variables, que con frecuencia son la longitud y la latitud, o millas hacia el este u 
oeste y millas hacia el norte o sur de un punto fijo, por ejemplo Topeka. El mapa meteorológico de la 
figura 11.1 se llama mapa de contorno o diagrama de contorno de esa función. En la sección 11.3 se 
muestra otra manera de visualizar funciones de dos variables utilizando superficies; en la sección 11.4 
se estudian mapas de contorno en detalle. 


Ejemplo numérico: consumo de carne 


Supongamos que un productor de carne quiere saber cuánta carne comprará la gente. Esto depende de 
cuánto dinero tienen las personas y del precio de la carne. El consumo de carne, C (en libras por familia 
por semana), es una función del ingreso familiar, Z (en miles de dólares por año), y del precio de la 
carne, p (en dólares por libra). En notación de función se escribe: 


C=f(I, p). 
La tabla 11.1 contiene valores de esta función. Los valores de p se muestran horizontalmente en la 
parte superior de la tabla, los valores de 7 verticalmente en el lado izquierdo, y los valores correspondientes 


de f(I, p) se indican en la tabla.! Por ejemplo, para encontrar el valor de £(40, 3.50), buscamos en el 
renglón correspondiente a 7 = 40 debajo de p = 3.50, donde encontramos el número 4.05. De este modo, 


f (40, 3.50) = 4.05. 
Esto significa que, en promedio, si el ingreso de una familia es de US $40 000 al año y el precio de 
la carne de US $3.50 libra, la familia comprará 4.05 libras de carne por semana. 


TABLA 11.1 Cantidad de carne comprada 
(libras/familia/semana) 


Precio de la carne, p ($/ 1b) 


Ingreso 
familiar 
poraño, | e0 | s11 | 500 
silo ss 529 

Go | sm [sm] 50 [55 ] 


| Adaptado de An Introduction to Positive Economics, 3a. ed., Richard G. Lipsey, Weidenfeld and Nicholson, Londres, 1971. 


4 CAPÍTULO ONCE / FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 


~ 

Observe que esto difiere de la tabla de valores de una función de una variable, en donde un 
renglón o una columna son suficientes para hacer una lista de los valores de la función. Aquí se nece- 
sitan muchos renglones y columnas, porque la función tiene un valor para cada par de valores de las 
variables independientes. 


Ejemplos algebraicos: fórmulas 


En los ejemplos del mapa meteorológico y en el de consumo de carne no existe una fórmula para la 
función subyacente. Éste suele ser el caso para funciones que representan datos de la vida real. Por otra 
parte, para muchos modelos idealizados de física, ingeniería o economía, existen fórmulas exactas. 


Ejemplo 2 Dar una fórmula para la función M = f(B, t), donde M es la cantidad de dinero de una cuenta bancaria t 


Solución 


Ejemplo 3 


Solución 


años después de una inversión inicial de B dólares, si el interés se acumula a razón de 5% al año compuesto 
a) anualmente b) continuamente. 


a) Compuesto continuamente significa que M aumenta en un factor de 1.05 cada año, así que 
M =f (B, t) = B(.05). 


b) Compuesto continuamente significa que M crece de acuerdo con la función exponencial el", con 
k= 0.05, y 
M =f (B. 1) = Be! 


Un cilindro con extremos cerrados tiene un radio r y una altura h. Si su volumen es V y el área de su 
superficie es Á, encontrar fórmulas para las funciones V = f(r, h) y A = g(r, h). 


Como el área de la base circular es #7, tenemos 
V = f(r, h) = área de la base - altura = zr?h. 


El área del lado es igual a la circunferencia del fondo, 27r, por la altura h, con lo cual se obtiene 272rh. Por 
lo tanto, 


A= g(r,h)=2- área de la base + área del lado = 277r?+ 27rh. 


Estrategia para investigar funciones de dos variables: varíese una variable a la vez 


Se puede aprender mucho de las funciones de dos o más variables si se deja variar una de las variables 
al tiempo que las otras se conservan fijas, con lo que se obtiene una función de una variable. 


La ola 


Supongamos que nos encontramos en un estadio y el público está haciendo “la ola”. Ésta consiste en 
que el púbtico se pone de pie y se sienta de manera tal que se forma una ola que se desplaza dando 
vuelta al estadio. Normalmente se observa sólo una ola en el estadio, pero puede formarse una secuen- 
cia continua de olas. ¿Qué clase de función describirá el movimiento del público? Para simplificar esto, 
consideramos sólo una fila de espectadores y la función que describe el movimiento de cada persona en 
la fila. Esta es una función de dos variables; x(el número de asiento) y £(el tiempo en segundos). Para 
cada valor de x y £, escribimos A(x, £) para la altura (en pies), sobre el nivel del piso, de la cabeza del es- 
pectador del asiento número x en el tiempo ¢ segundos. Supongamos que nos indican que 


h(x, t) = 5 + cos (0.5 x- ñ). 


Ejemplo 4 


Solución 
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Explicar el significado de } (x, 5) en términos de la ola. Encontrar el periodo de } (x, 5). ¿Qué 
representa el periodo? 

Explicar el significado de A(2, t) en términos de la ola. Encontrar el periodo de A (2, t). ¿Qué repre- 
senta este periodo? 


Fijar t = 5 significa que tomamos un momento determinado en el tiempo; hacer que x varíe 
significa que observamos toda la fila en ese instante. Por lo tanto, la función A(x, 5) = 5 + cos 
(0.5x — 5) dará las alturas a lo largo de la fila en el instante £ = 5. En la figura 11.2 se muestra la 
gráfica de h(x, 5), que es una instantánea de la fila en £= 5. Las alturas forman una onda de pe- 
riodo 471, o sea, más o menos 12.6 asientos. Este periodo nos indica que la longitud de la ola es 
de aproximadamente 13 asientos. 

Fijar x= 2 significa que ia atención la concentramos en el espectador del asiento número 2; hacer 
que 1 varíe significa que observamos el movimiento de ese espectador conforme transcurre el 
tiempo. Por lo tanto, la función A (2, t) describe el movimiento del espectador del asiento 2 como 
función del tiempo. En la figura 11.3 se muestra la gráfica de 4 (2, t) = 5 + cos (1 — t). Observe 
que el valor de h varía entre 4 y 6 pies cuando el espectador se sienta y se pone de pie. El periodo 
es 27, es decir, alrededor de 6.3 segundos. Este periodo representa el tiempo que tarda el espec- 
tador en ponerse de pie y sentarse una vez. 

h (pies) 


Figura 11.2 La función h(x, 5) muestra la forma de la 


$ 


nonwrv de asenmtos ) CN A. A Y <ë 


Figura 11.3 La función h(2, t) muestra el 


ola en el tiempo £= 5. movimiento del espectador del asiento 2. 


En general, la función de una variable h (a, t) indica el movimiento del espectador del asiento a. En la figura 
11.3 se muestra el movimiento de la persona del asiento 2. Si escogemos a alguien de otro asiento se obtiene una 
función similar, excepto que la gráfica se puede desplazar a la derecha o a la izquierda. 


Ejemplo 5 Demostrar que la gráfica de A(7, t) tiene la misma forma que la gráfica de h(2, t). 


Solución 


El movimiento de la persona del asiento 7 está descrito por 


h(1,t)=5 + cos(0.5(7) —t)=5 + cos(3.5 —1). 


Como h(Q, t) =5 + cos(1 — t ), se puede reescribir A(7, t) como 


h(7,1)=5 + cos(1 +2,.5-1t)=5+cos(1 —(1-2.5))=h(2, t-2.5). 


Vemos que h(7, t) es la misma función que h(2, t), excepto que la t ha sido sustituida por t- 2.5. 


Por lo tanto, la gráfica de A (7, t) es la de A (2, t) desplazada 2.5 segundos a la derecha, es decir, 2.5 
segundos más tarde. Lo anterior significa que el espectador del asiento 7 se pone de pie 2.5 segundos 
más tarde que la persona del asiento 2 (véase Fig. 11.4); a este retraso se debe que la ola viaje por el 
estadio. Si todos los espectadores se pusieran de pie y se sentaran al mismo tiempo, no habría ola. 
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Ola en el tiempo 6 


10 de -j 10 Is 


Figura 11.4 Comparación del movimiento de los Figura 11.5 Forma de la olaent=5 y t=6. 


Ejemplo 6 


Solución 


Ejemplo 7 


Solución 


espectadores de los asientos 2 y 7. 


Utilizar el resultado del ejemplo 5 para encontrar la rapidez de la ola. 


Como el espectador del asiento 7 hace lo mismo que el del asiento 2, pero 2.5 segundos después, la ola se 
ha movido cinco asientos en 2.5 segundos. En consecuencia, la rapidez es 5/2.5 = 2 asientos por segundo. 


Utilizar las funciones A (x, 5) y h (x, 6) a fin de demostrar que la rapidez de la ola es dos asientos por segundo. 


En la figura 11.5 se muestran gráficas de h (x, 5) = 5 + cos(0.5x — 5) y A(x, 6) = 5 + cos(0.5x — 6), esto 
es, instantáneas de la ola en t= 5 y t = 6. La forma de la ola en t= 6 es la misma que la de la ola en t = 5, 
sólo que desplazada a la derecha en casi dos asientos. Así, la ola se está desplazando a razón de alrede- 
dor de dos asientos por segundo. Para confirmar que la velocidad es exactamente dos asientos por 
segundo recurrimos al álgebra. Cuando 1 = 5, la ecuación de la ola es 
h(x,5)=5 + cos (0.5x — 5), 
que tiene un pico donde 
0.5x-5=0, 
o bien, en 
x=10, 
es decir, en el décimo asiento. Un segundo más tarde, en = 6, la ecuación de la ola es 


h= 5 + cos(0.5x — 6), 
que tiene un pico donde 
0.5x—-6=0, 
o sea, en 
x=12, 


esto es, en el doceavo asiento. Por lo tanto, la ola avanzó dos asientos en un segundo. 


La información sobre el consumo de carne 


Para una función dada por una tabla de valores, tal como la información del consumo de carne, se 
consigue que varíe una de las variables a la vez al ver un renglón o una columna. Por ejemplo, para fijar 
el ingreso en 40, vemos el renglón / = 40, que indica valores de la función f(40, p). Como 7 es fija, ahora 
tenemos una función de una variable que muestra cuánta carne compran a distintos precios quienes 
ganan US $40 000 al año. En la tabla 11.2 se observa que f(40, p) decrece conforme p se incrementa. 
Los otros renglones indican lo mismo: para cada ingreso, /, el consumo de carne disminuye a medida 
que el precio, p, aumenta. 
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TABLA 11.2 Consumo de carne por 
familia que gana US $40 000 


Mapa meteorológico 


¿Qué pasa en el mapa meteorológico de la figura 11.1, cuando se permite que varíe sólo una de las vari- 
ables a la vez? Supongamos que x representa millas al este-oeste de Topeka y y representa millas al 
norte-sur, y que nos desplazamos a lo largo de la línea este-oeste pasando por Topeka. Se mantiene y fija 
en 0 y se hace que x varíe. A lo largo de esta recta, la temperatura máxima T pasa de los 60 a lo largo de 
la costa oeste, a los 70 en Nevada y Utah, a los 80 en Topeka, a los 90 un poco antes de la costa este, 
luego regresa a los 80. En la figura 11.6 se muestra una posible gráfica. Otras gráficas son posibles 
porque no estamos seguros de cómo varía la temperatura entre contornos. 


Temperatura máxima pronosticada 


Figura 11.6 Temperatura máxima pronosticada en una línea oeste-este que pasa por Topeka. 


Problemas para la sección 11.1 


Los problemas 1, 2 y 3 se refieren al mapa meteorológico de la figura 11.1 de la página 2. 


1. Indique el intervalo de temperaturas máximas diarias para 


a) Pensilvania b) Dakota del Norte c) California 
2. Sobre una recta norte-sur que pase por Topeka, trace la gráfica de la temperatura máxima T pronos- 
ticada. 


3. Sobre una recta norte-sur y una este-oeste que pase por Boise, trace las gráficas de la tempera- 
tura máxima pronosticada. 


Para los problemas del 4 al 8, consulte la tabla 11.1 de la página 3, donde p es el precio de la carne e I 
el ingreso anual por familia. 


4. Haga una tabla que muestre la cantidad de dinero, M, que en promedio la familia gasta en carne (en 
dólares por familia por semana) como función del precio de la carne y del ingreso familiar. 


5. Formule tablas para consumo de carne como función de p, con I fija en I = 20 e 7 = 100. 


Formule tablas para consumo de carne como función de J, con p fija en p = 3.00 y p = 4.00. 
Comente sobre lo que observa en las tablas. 
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11. 


12. 


13. 


15. 


. ¿Cómo varía el consumo de carne en función del ingreso familiar, si el precio de la carne se 


mantiene constante? 


. Elabore una tabla de la proporción, P, del ingreso familiar gastado en carne por semana, en función 


del precio de la carne y del ingreso. (Observe que P es la fracción del ingreso gastado en carne.) 


. Exprese P, la proporción del ingreso familiar gastado en carne por semana, en términos de la 


función original f (Z, p) que expresa el consumo como función de p e 7. 


Trace la gráfica de la función f de la cuenta bancaria del ejemplo 2(a) de la página 4, si se conserva 
B fija en tres valores diferentes y se hace que sólo r varíe. Luego trace la gráfica de f, dejando t fija 
en tres valores diferentes de modo que sólo B varie. Explique lo que ve. 


Una persona planea un largo viaje y su principal costo será la gasolina. 
a) Haga una tabla que muestre cómo varía el costo diario del combustible, en función del precio 
de la gasolina (en dólares por galón) y el número de galones que se compran cada día. 

b) Si su auto recorre 30 millas por galón de gasolina, haga una tabla que muestre cómo varía el costo 
diario del combustible en función de la distancia de recorrido diario y el precio de la gasolina. 
Considere la aceleración debida a la gravedad, g, a una altura h sobre la superficie de un planeta de 

masa m. 
a) Sim se mantiene constante, ¿g es una función creciente o decreciente de h ? ¿Por qué? 
b) Si h se mantiene constante, ¿g es una función creciente o decreciente de m? ¿Por qué? 


La temperatura ajustada por el factor viento-frío indica cuánto frío se siente como función de la 
combinación de viento y temperatura. En la tabla 11.3 se muestra la tempe-ratura ajustada por el 
viento-frío como función de la velocidad del viento y la temperatura. 


TABLA 11.3 Temperatura ajustada por el factor viento-frío (°F) 


Velocidad del Temperatura (°F) 


a) Si la temperatura es 0°F y la velocidad del viento 15 mph, ¿cuánto frío se siente? 

b) Si la temperatura es 35°F, ¿qué velocidad del viento hace que se sienta como de 22°F? 
c) Si las temperatura es 25°F, ¿qué velocidad del viento hace que se sienta como de 20°F? 
d) Si el viento sopla a 15 mph, ¿qué temperatura se siente como de 0°F? 


Utilice la tabla 11.3 y haga tablas de la temperatura ajustadas por el factor viento-frío en función de 
la velocidad del viento para temperaturas de 20°F y 0°F. 


. Utilice la tabla 11.3 y haga tablas de la temperatura ajustada por el factor viento-frío en función de 


la temperatura para velocidades del viento de 5 mph y 20 mph. 


Suponga que la función para “la ola” del estadio de la página 4 está dada por A (x, t) = 5 + cos(x-—2f). 


¿Cómo se cempara esta ola con la ola original? ¿Cuál es la velocidad de esta ola (en asientos por 
segundo)? 
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16. Suponga que “la ola” del estadio (página 4) se desplaza en dirección opuesta, de derecha a izquierda 
en lugar de izquierda a derecha. Dé una posible fórmula para A. 

Los problemas del 17 al 20 se refieren a una cuerda de guitarra que vibra. Suponga que se pulsa una 

cuerda de guitarra y se observa su vibración. En la figura 11.7 se ilustran instantáneas de la cuerda de la 

guitarra con diferencia de milisegundos. 


y f(x, 0) 


Figura 11.7 Vibración de una cuerda de guitarra: 
f(x, f) = cos t sen x, para cuatro valores de t. 


Considere que la cuerda de guitarra se tensa a lo largo del eje x entre x = 0 y x = 71. Cada punto de la 
cuerda tiene un valor x, O < x < m. Mientras la cuerda vibra, cada punto de la cuerda se mueve a un 
lado y otro del eje x. Sea y = f (x , t) el desplazamiento en el tiempo ż del punto de la cuerda ubicado 
x unidades desde la izquierda. Por lo tanto, una posible fórmula para y = f(x, t) es 


y=fx,t)=costsenx, 0S<x<x, ten milisegundos. 


17. a) Trace gráficas de y versus x para valores de t fijos, t = 0, 7/4, 70 /2,31/4, T. 
b) Utilice sus gráficas para explicar por qué esta función podría representar la vibración de una 
cuerda de guitarra. 
18. Explique qué representan las funciones f(x , 0) y f(x, 1) en términos de la cuerda en vibración. 
19. Explique qué representan las funciones f (0, t ) y f (1, t ) en términos de la cuerda cn vibración. 


20. Describa el movimiento de las cuerdas de guitarra cuyos desplazamientos están dados por las 
siguientes fórmulas: 


a) y=2(x,t)=c0s 21 sen x b) y= h(x, t)= cos tsen 2x 


11.2 UN VIAJE AL ESPACIO TRIDIMENSIONAL 


Coordenadas cartesianas en el espacio 


Imaginemos que tres ejes coordenados se cruzan en el origen: un eje vertical y dos ejes horizontales a 
ángulos rectos entre sí (véase Fig. 11.8). Consideremos que el plano xy es horizontal, en tanto que el eje 
z se extiende verticalmente arriba y abajo del plano. Las letras x, y y z indican qué parte de cada cje es 
positivo; el otro lado es negativo. Por lo general se usan ejes positivamente orientados, en los que al ver 
hacia abajo del eje z positivo se tiene la vista usual del plano xy. Especificamos un punto en el espacio 
mediante sus coordenadas (x, y, z) con respecto a estos ejes. Consideremos las coordenadas como 
instrucciones para llegar al punto: se comienza en el origen, se avanza x unidades a lo largo del eje x, 
luego y unidades en dirección paralela al eje y y, finalmente, z unidades en dirección paralela al eje z. 
Las coordenadas pueden ser positivas, cero o negativas; una coordenada cero significa “no avanzar en 
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esa dirección”, y una coordenada negativa significa “avanzar en dirección negativa paralela a este eje”. 
Por ejemplo, el origen tiene coordenadas (0, 0, 0), puesto que se llega ahí desde el origen sin hacer algo 
en absoluto. 


Figura 11.8 Ejes coordenados Figura 11.9 El punto (1, 2, 3) Figura 11.10 El punto (0, 0, —1) 
en el espacio tridimensional. en el espacio tridimensional. en el espacio tridimensional. 


Ejemplo 1 Describir la posición de los puntos con coordenadas (1, 2, 3) y (0, 0, —1). 


Solución Se llega al punto (1, 2, 3) comenzando en el origen, se avanza una unidad a lo largo del eje x, dos 
unidades en dirección paralela al eje y y tres unidades hacia arriba en dirección paralela al eje z (véase 
Fig. 11.9). 
Para llegar a (0, 0, —1) no avanzamos en las direcciones x y y (véase Fig. 11.10). Solamente nos 
movemos 1 unidad sobre el eje z, en la dirección negativa. Se puede comprobar que la posición del 
punto es independiente del orden de los desplazamientos en x, y y z. 


Ejemplo 2 Se comienza en el origen, se avanza a lo largo del eje y una distancia de dos unidades en dirección posi- 
tiva, y luego se avanza verticalmente hacia arriba una distancia de una unidad. ¿Cuáles son las coorde- 
nadas de la posición final? 


Solución Se comienza en el punto (0, O, 0). Cuando se avanza a lo largo del eje y, la coordenada y aumenta a 2. Al 


avanzar verticalmente aumenta la coordenada z a 1; la coordenada x no cambió porque no nos 
desplazamos en la dirección x. Por lo tanto, las coordenadas finales son (0, 2, 1). (Véase Fig. 11.11). 


(0,2, 1) 


Figura 11.11 Sellega al punto (0, 2, 1) al 
avanzar 2 a lo largo del eje y y 1 hacia arriba. 
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Con frecuencia es útil visualizar un sistema coordenado de tres dimensiones en términos de un salón. El 
origen está en una esquina al nivel del piso donde se encuentran dos paredes con el piso. El eje z es la inter- 
sección vertical de las dos paredes; los ejes x y y son las intersecciones de cada pared con el piso. Los pun- 
tos con coordenadas negativas se encuentran detrás de una pared en la pieza siguiente o debajo del piso. 


Gráficas de ecuaciones en el espacio tridimensional 


En el espacio tridimensional se pueden graficar ecuaciones en las que intervienen las variables x, y y z. 


Ejemplo 3 ¿Qué aspecto tienen las gráficas de las ecuaciones z = 0, z = 3 y z = —1? 


Solución 


Graficar una ecuación quiere decir dibujar el conjunto de todos los puntos del espacio cuyas coordenadas 
satisfacen la ecuación. Por lo tanto, para graficar z = O necesitamos visualizar el conjunto de puntos cuya 
coordenada z es cero. Si la coordenada z es 0, entonces debemos estar al mismo nivel vertical que el origen, 
es decir, en el plano horizontal que contiene al origen. En consecuencia, la gráfica de z=0 es el plano de en 
medio de la figura 11,12. La gráfica de z = 3 es un plano paralelo a la gráfica de z = 0, pero tres unidades 
arriba de ella. La gráfica de z = —1 es un plano paralelo a la gráfica de z = O, pero una unidad debajo. 


Figura 11.12 Los planosz=-1,2=0y2=3. 


El plano z = O contiene los ejes coordenados x y y, y por ello se llama plano coordenado xy, O 
simplemente plano xy. Hay otros dos planos coordenados: El plano yz contiene los ejes y y z, y el plano 
xz los ejes x y z (véase Fig. 11.13). 


plano xz plano yz 


Figura 11.13 Los tres planos coordenados. 
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Ejemplo 4 ¿Cuál de los puntos A = (1, ~L, 0), B = (0, 3, 4), C=(2,2, 1) y D = (0, 4, 0) está más cerca del plano xz? 


Solución 


¿Cuál sobre eje y? 


La magnitud de la coordenada y indica la distancia al plano xz. El punto Á se encuentra más cerca de 
este plano, porque tiene la coordenada y más pequeña en magnitud. Para llegar a un punto del eje y, 
avanzamos a lo largo del eje y, pero no avanzamos en absoluto en las direcciones x o z. Por lo tanto, un 
punto del eje y tiene sus coordenadas x y z iguales a cero. El único punto de los cuatro que satisface esto 
es D (véase Fig. 11.14). 


En general, si un punto tiene una de sus coordenadas igual a cero, se encuentra en uno de los 


planos coordenados. Si un punto tiene dos de sus coordenadas iguales a cero, está sobre uno de los ejes 
coordenados. 


Aroi A » h 
D +í ' a 
e rad. CE r 
ga 
| rs ==? 
—_— | Hebzas 
Figura 11.14 ¿Cuál punto está más cerca Figura 11.15 — Larectar =0, 7 =-2. 


del plano xz? ¿Cuál está en el eje y? 


Ejemplo 5 Nos encontramos dos unidades abajo del plano xy y en el plano yz. ¿Cuáles son nuestras coordenadas? 


Solución 


Puesto que estamos dos unidades abajo del plano xy, la coordenada z es -2. Como estamos en el plano 
yz, nuestra coordenada x es 0; la coordenada y puede ser cualquier cosa. Por lo tanto, nos encontramos 
en el punto (0, y, -2). El conjunto de todos estos puntos forma una recta paralela al eje y, dos unidades 
abajo del plano xy, y en el plano yz (véase Fig. 11.15). 


Ejemplo 6 Una persona se encuentra de pie en el punto (4, 5, 2) y ve hacia el punto (0.5, O, 3), ¿Ve hacia aniba o 


Solución 


hacia abajo? 


En el punto en que la persona se encuentra de pie tiene una coordenada z de 2, en tanto que el punto al 
que mira tiene coordenada z de 3; en consecuencia, mira hacia arriba. 


Ejemplo 7 Imagínese que el plano yz de la figura 11.15 es una página de este libro. Describir la región detrás de la 


Solución 


página. 


La parte positiva del eje x sobresale de la página; avanzar en la dirección x positiva lo lleva al frente 
de la página. La región detrás de la página corresponde a valores negativos de x, y así es el conjunto de 
todos los puntos del espacio tridimensional que satisface la desigualdad x < 0. 


Distan 


Ejempk 


Coluró 
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Distancia 


ta del plano xz? 
En el espacio bidimensional, la fórmula para encontrar la distancia entre dos puntos (x, y) y (a. b ) está 


$ dada por 
ra más cerca de a a 
punto del eje y, Distancia = Ja ay +(y-by. 
Por lo tanto, un La distancia entre dos puntos (x, y, z) y (a, b, c) en el espacio tridimensional se representa por PG 
1e satisface esto en la figura 11.16. El lado PE es paralelo al eje x, EF al eje y, y FG al eje z. 
ten uno de los | 
uno de los ejes 

| >! 

E Figura 11.16 La diagonal PG da la distancia 
kan entre los puntos (x, y, 2) y (a, b, ©). 


Si se usa dos veces el teorema de Pitágoras, se obtiene 
0,2 =-2. (PG Y = (PF ¥ + (FG Y = (PE? + (EF Y +(FG ¥=(x-a¥}+0-bY+(z-cY7. 


Por lo tanto, una fórmula para encontrar la distancia entre los puntos (x, v, z) y (a, b, c) en el espa- 


cio es 2 
oordenadas? Distancia = Vx Te (y - Dro. 
os en el plano 
encontramos 
dos unidades Ejemplo 8 Encontrar la distancia entre (1, 2, 1) y (3, 1, 2). 


Solución La fórmula dará 


Distancia = es =Ty ld +(2-1)? = 18 = 4.24 


tacia arriba o 
1e el punto al Ejemplo 9 Encontrar una expresión para determinar la distancia desde el origen al punto (x, y, z). 


Solución El origen tiene coordenadas (0, 0, 0), por lo cual la distancia desde el origen a (x, v, z) está dada por 


Distancia =(x-0 +(y-0} +(z-0} =4x +y +z". 


1 detrás de la 


Ejemplo 10 Encontrar la ecuación para una esfera de radio 1 cuyo centro está en el origen. 
eva al frente 


conjunto de Solución La esfera está formada por todos los puntos (x, y, z) cuya distancia desde el origen es 1, es decir, que 
satisfacen la ecuación 
ES Vx? +y +z] 
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Ésta es una ecuación para la esfera. Si ambos lados se elevan al cuadrado se obtiene la ecuación en la forma 
X*+yY+r=1 


Observe que esta ecuación representa la superficie de la esfera. El espacio sólido encerrado por la esfera 
se representa por la desigualdad x? + y? +22 < 1. 


Problemas para la sección 11.2 


1. De los puntos A = (1.3, -2.7, 0), B = (0.9, 0, 3.2) y C = (2.5, 0.1, -0.3), ¿cuál está más cerca del 
plano yz?, ¿cuál en el plano xz? y ¿cuál más lejos del plano xy? 

2. De los puntos A = (23, 92, 48), B = (—60, 0, 0) y C=(60, L, -92), ¿cuál está más cerca del plano vz?, 
¿cuál en el plano xz? y ¿cuál más lejos del plano xy? 

3. Una persona está en el punto (-1, -3, —3), de pie y de frente al plano yz; camina dos unidades hacia 
adelante, da vuelta hacia la izquierda y camina otras dos unidades. ¿Cuál es su posición final? 
Desde el punto de vista de un observador que mira al sistema coordenado de la figura 11.8 de la 
página 9, ¿la persona está enfrente o atrás del plano yz? ¿Se encuentra a la izquierda o a la derecha 
del plano xz? ¿Está arriba o abajo del plano xy? 

4. Una persona está en el punto (3, 1, 1) de frente al plano yz y se encuentra de pie; camina dos 
unidades hacia adelante, da vuelta a la izquierda y camina otras dos unidades. ¿Cuál es su posición 
final? Desde el punto de vista de un observador que mira al sistema coordenado de la figura 11.8 de 
la página 9, ¿dicha persona está enfrente o atrás del plano yz? ¿Se encuentra a la izquierda o a la 
derecha del plano xz? ¿Está arriba o abajo del plano xy? 

Trace las gráficas de las ecuaciones de los problemas 5, 6 y 7 en el espacio. 


5. x=-3 6. y=1 T. z=2lyy=4 


. Encuentre una fórmula para hallar la distancia más corta entre un punto (a, b, c) y el eje y. 

. Describa el conjunto de puntos cuya distancia desde el eje x es 2. 

. Describa el conjunto de puntos cuya distancia desde el eje x es igual a la distancia desde el plano yz. 
De los puntos P = (1,2, 1) y Q = (2, 0, 0), ¿cuál está más cerca del origen? 

- De los puntos P, = (1, 2, 3), P, = (3, 2, 1) y P} = (1, 1, 0), ¿cuáles son los dos que están más cerca 
entre sí? 

. Un cubo está ubicado de tal manera que sus cuatro vértices superiores tienen las coordenadas (—1, 
2, 2), 1, 3, 2), (4, -2, 2) y (4, 3, 2). Obtenga las coordenadas del centro del cubo. 

. Un sólido rectangular se encuentra con su longitud paralela al eje y, y sus caras superior e inferior 
paralelas al plano z = 0. Si el centro del objeto está en (1, 1, —2) y tiene una longitud de 13, una 
altura de 5 y un ancho de 6, obtenga las coordenadas de los ocho vértices y dibuje la figura; marque 
los ocho vértices. 

. De los puntos P, =(-3, 2, 15), P, = (0, —10, 0), P, = (4, 5, 3) y P, = (4, 2, 7), ¿cuál está más cerca 
de P = (6, 0, 4)? 

. En un conjunto de ejes x, y y z orientados como en la figura 11.8 de la página 9, dibuje una recta 
que pase por el origen, que se encuentre en el plano xz y tal que si usted avanza a lo largo de la recta 
de modo que crezca su coordenada x, su coordenada z decrezca. 

. En un conjunto de ejes x, y y z orientados como se indica en la figura 11.8 de la página 9, dibuje una 
recta que pase por el origen, que se encuentre en el plano yz y tal que si usted avanza a lo largo de 
la recta de modo que su coordenada y crezca, su coordenada z decrezca. 
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18. Encuentre la ecuación de la esfera de radio 5 centrada en el origen. 
19. Encuentre la ecuación de la esfera de radio 5 centrada en (1, 2, 3). 
20. Dada la esfera 

(x - D2+ (+3 +(z-2¥=4, 


a) Encuentre las ecuaciones de los círculos (si los hay) donde la esfera corte cada uno de los 
planos coordenados. 
b) Encuentre los puntos (si los hay) donde la esfera corta a cada uno de los ejes coordenados. 


11.3. GRÁFICAS DE FUNCIONES DE DOS VARIABLES 


¿Cómo se visualiza una función de dos variables? 


El mapa meteorológico de la página 2 es una manera de visualizar una función de dos variables. En esta 
sección se indica cómo visualizar una función de dos variables de otra manera, mediante una superficie 
en el espacio tridimensional. 


Gráfica de una función y cómo trazarla 


Para una función de una variable, y = f (x), la gráfica de f es el conjunto de todos los puntos (x, y) en 
el espacio bidimensional, tales que y = f (x). En general, estos puntos se encuentran en una curva en el 
plano. Cuando una graficadora o computadora grafica f, aproxima la gráfica trazando puntos en el plano 
xy y luego uniendo puntos consecutivos mediante segmentos de recta, Cuantos más puntos haya, 
mejor será la aproximación. 

Ahora considere una función de dos variables. 


La gráfica de una función de dos variables, f es el conjunto de todos los puntos (x, y, z), tales 


que z = f (x, y). En general, la gráfica de una función de dos variables es una superficie en el 
espacio tridimensional. 


Trazado de la gráfica de la función f (x, y) = x? + y? 


Para trazar la gráfica de f unimos puntos como se hace para una función de una variable. Primero se 
hace una tabla de valores de f, tal como la tabla 11.4. 


TABLA 11.4 Tabla de valores de f (x, y) = x° + y- 
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Ahora trazamos los puntos. Por ejemplo, trazamos (1, 2, 5) porque f (1, 2) = 5 y trazamos (0, 2, 4) 
porque f (0, 2) = 4. Luego unimos los puntos correspondientes a los renglones y columnas de la tabla. 
El resultado se llama imagen de malla de alambre de la gráfica. Si se hace un relleno entre los alambres 
se obtiene una superficie. Así es como una computadora dibuja las gráficas de la figura 11.17 y 11.18. 
Cuantos más puntos se grafique, la imagen tendrá más semejanza con la superficie de la figura 11.19. 

Compruebe que las figuras tienen sentido. Observe que la gráfica pasa por el origen porque (x, y, 
z) = (0, 0, 0) satisface z = x? + y?, también que si x se mantiene fija y se deja variar y, la gráfica 
desciende y luego regresa, al igual que las cantidades de los renglones de la tabla 11.4. Del mismo 
modo, si y se mantiene fija y se deja variar x, la gráfica desciende y luego regresa, al igual que las 
columnas de la tabla 11.4. 


Y 


Figura 11.17 Imagen de Figura 11.18 Imagen de Figura 11.19 Gráfica de 


malla de alambre de f(x, y)= malla de alambre de g(x, y) = k(x, y) =2 + y? 
Y + y? para 3 <x 53, 3 + x? + y? con más puntos para -3<x<3, 
3sys3. localizados. -3 sy <3. 


Gráficas nuevas a partir de otras antiguas 


Se puede usar la gráfica de una función para visualizar las gráficas de funciones relacionadas con ella. 


Ejemplo 1 


Solución 


Sea f (x, y) = x? + y?. Describir oralmente las gráficas de las siguientes funciones: 


a) gix, y =x+y +3, b) hy =5-x2-y, c) Kkxy=x*+(-12 


Sabemos, por la figura 11.19, que la gráfica de f es un tazón con su vértice en el origen. A apartir de 
esto, podemos calcular la figura que tendrán las gráficas g, h y k. 


a) La función g(x, y) = x° + y? + 3 = f(x, y) + 3, de modo que la gráfica de g es la gráfica de f, pero 
elevada en tres unidades. Véase figura 11.20. 

b) Como ~x? — y? es el negativo de 1* + y?, la gráfica de -x? — y? es un tazón invertido. Por lo tanto, la 
gráfica de A(x, y) =5-—x?- y? = 5 — f(x, y) parece un tazón invertido con vértice en (0, 0, 5), como 
en la figura 11.21. 

c) La gráfica de k(x, y) = x" + (y — 1} = f(x, y —1) es un tazón con vértice en x=0, y = 1 porque es ahí 
donde k (x, y) = 0, como en la figura 11.22. 


Ejemplo 2 


Solución 


Seccio!l 


5 y trazamos (0, 2, 4) 
columnas de la tabla. 
10 entre los alambres 
figura 11.17 y 11.18, 
de la figura 11.19, 
origen porque (x, y, 
variar y, la gráfica 
la 11.4. Del mismo 
"sa, al igual que las 


Y 


Gráfica de 
+ y" 


a? 


y 


on ella. 


X+ (y= 1? 
en. Á apartir de 


áfica de f, pero 


Por lo tanto, la 
(0, 0, 5), como 


1 porque es ahí 
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(0 LO) ai 


Figura 11.20 Gráfica de Figura 11.21 Gráfica Figura 11,22 Gráfica 
glx, y) =x + y? +3. de h(x, y) =5-x2- y. de k(x, y) =x? + (y - 1}. 
Ejemplo 2 Describir la gráfica de G(x, y) =e"'****. ¿Qué simetría tiene? 
Solución 


Como la función exponencial es siempre positiva, la gráfica se encuentra totalmente por encima del 
plano xy. De la gráfica de x? + y? vemos que x? + y? es cero en el origen y aumenta conforme nos 
alejamos del origen en cualquier dirección, De esta manera, e es 1 en el origen, y se hace más 
pequeña a medida que nos alejamos del origen en cualquier dirección. No puede pasar abajo del plano 


xy; en lugar de ello se aplana y se acerca cada vez más al plano. Se dice que la superficie es asintótica al 
plano xy (véase Fig. 11.23). 


Figura 11.23 Gráfica de G(x, y) = e*™ *9. 
Ahora considere un punto (x, y) en el círculo x? + y? = r?°. Como 
Gx y)= eit 


el valor de la función G es el mismo en todos los puntos de este círculo. Por lo tanto, se dice que la 
gráfica de G tiene simetría circular. 


Secciones transversales y la gráfica de una función 


Ya se vio que una manera adecuada de analizar una función de dos variables es hacer que una cualquiera 
de ellas varíe, mientras que la otra se conserva fija. 


Para una función f (x, y), la función que se obtiene al mantener x fija y hacer variar y se Ilama 
sección transversal de f con x fija. La gráfica del corte de f (x, y) con x= c es la curva, o sección 


transversal, que se obtiene al cortar la gráfica de f con el plano x = c. Análogamente se define una 
sección trasversal de f con y fija. 
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Por ejemplo, la sección transversal de f(x, y) = x? + y" con x = 2 es f (2, y) = 4 + y?. La gráfica de 
esta sección trasversal es la curva que se obtiene al cortar la gráfica de f con el plano perpendicular al 
eje x en x= 2 (véase Fig. 11.24). 

Superficie Curva ps 
Fx y) “fía y) Superficie Curva 
f(x, y) f(x b) 


La superficie 
es la gráfica de —- 
far) =x2 4 y? 


La curva 
es la gráfica de 
fQ y) =4+ y? 
Planox=2 — + e. 3 
% ' E ' r A 
Figura 11.24 Sección transversal Figura 11.25 Las curvas Figura 11.26 Las curvas 
de la superficie z = f (x, y) por el z = f (a, y) con a constante: z= f (x b) con b constante: 
plano x = 2. secciones transversales secciones transversales 
con x fija. con y fija. 


En ła figura 11.25 se muestran las gráficas de otras secciones transversales de f con x fija; en la 
figura 11.26 se muestran las gráficas de las secciones transversales con y fija. 


Ejemplo 3 Describir las secciones transversales de la función g (x, y) = xX? — y? con y fija y luego con x fija. Utiliza 
estas secciones transversales para describir la forma de la gráfica de g. 
Solución Las secciones transversales con y fija en y =b están dadas por 
z=2(% b)=xX -b 
Así, cada corte con y fija da una parábola que abre hacia arriba, con un mínimo en z = —b?. Las secciones 
transversales con x fija son de la forma 
z=g(a, y) =4?- y 


que son parábolas que abren hacia abajo con un máximo en z = a” (véanse Figs 11.27 y 11.28). La 
gráfica de g se muestra en la figura 11.29. Observe las parábolas que abren hacia arriba en la dirección x 
y las que abren hacia abajo en la dirección y. Se dice que la superficie tiene forma de silla de montar. 


y=0 4 
¿3 1=12 
f | O |z 
y=itl 
2=x-1 
B) T | v=+1 ' 
- =| 
y=+2 z 
z=x -4 1=0 
Figura 11.27 Secciones Figura 11.28 Secciones Figura 11.29 Gráfica de 
transversales de transversales de g(x, y) = x?— y? mostrando 
8(%, y) =x? — y? con y fija. 8, y)=2— y? con x fija. secciones transversales. 


Funciones 
E 


vi 
ul 


Ejemplo4 D 


Solución E 


Cuando f: 


y. La gráfica de 
ı perpendicular al 


` 
i 


'6 Las curvas 
:on b constante: 
transversales 
1y fija. 


con x fija; en la 


on x fija. Utiliza 


r Las secciones 


27 y 11.28). La 
an la dirección x 
'la de montar. 


9 Gráfica de 
- y? mostrando 
transversales. 
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Funciones lineales 


En cálculo de una variable son muy importantes las funciones lineales y también lo son en cálculo de 
varias variables. Quizá usted adivine la forma de la gráfica de una función lineal de dos variables (es 
un plano). Veamos un ejemplo. 


Ejemplo 4 Describir la gráfica de f (x, y)=1+x- y. 


Solución El plano x= a es vertical y paralelo al eje yz. Por lo tanto, la sección transversal con x = a es la recta z = 
1 + a— y con pendiente hacia abajo en la dirección y. De la misma manera, el plano y = b es paralelo al 
plano xz. Por lo tanto, la sección transversal con y = b es la recta z = 1 + x— b con pendiente hacia arriba 
en la dirección x. Como todas las secciones transversales son rectas, cabe esperar que la gráfica sea un 
plano, con pendiente hacia abajo en la dirección y y hacia arriba en la dirección x. Éste es justamente el 
caso (véase Fig. 11.30). 


Figura 11.30 Gráfica de planoz=1+x- y 
mostrando secciones transversales con x= a. 


Cuando falta una variable: cilindros 


Supongamos que se grafica una ecuación como z = 1% a la que falta una variable. ¿Qué aspecto tiene la 
superficie? Como falta y de la ecuación, las secciones transversales con y fija son todas la misma 
parábola, z = x?. Si se hace que y varíe hacia arriba y abajo del eje y, el barrido de esta parábola forma la 
superficie que se muestra en la figura 11.31. Las secciones transversales con x fija son rectas horizon- 
tales, obtenidas al cortar la superficie por un plano perpendicular al eje x. 


Figura 11.31 Cilindro Figura 11.32 Cilindro 
parabólico z = x?. circular xè + y` = 1. 
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Ejemplo 5 


Solución 


Problemas para la sección 11.3 


Esta superficie se denomina cilindro parabólico, porque está formada a partir de una parábola en 
la misma manera que un cilindro común y corriente se forma partiendo de un círculo; tiene una sección 
transversal parabólica en lugar de circular. 


Graficar la ecuación x? + y? = 1 en el espacio. 


Aun cuando la ecuación x` + W? = 1 no es una función, la superficie que la representa puede graficarse 
por el método utilizado para z = x?. La gráfica de x° + y% = 1 en el plano xy es un círculo, Como z no 
aparece en la ecuación, la intersección de la superficie con cualquier plano será el mismo círculo x? + y- 
= 1. Por lo tanto, la superficie es el cilindro que aparece en la figura 11.32, 


t La superficie de la figura 11.33 es la gráfica de la función z = f (x, y) para x y y positivas. 
a) Suponga que y es fija y positiva. ¿Aumenta o disminuye z conforme x aumenta? Trace una 
gráfica de z contra x. 
b) Suponga que x es fija y positiva. ¿Aumenta o disminuye z conforme y aumenta? Trace una 
gráfica de z contra y. 


Figura 11.33 


2. Relacione las siguientes descripciones del éxito de una compañía con las gráficas de la figura 11.34. 

a) Simple y llanamente nuestro éxito se mide en dólares. Trabajar más duro no hace daño, pero 
tampoco sirve de mucho. 

b) No importa cuánto dinero se invirtió en la compañía, o qué tanto se trabajó, no se logró sacarla 
adelante. 

c) Aun cuando no siempre se obtiene un éxito total, parece que la cantidad de dinero invertido no 
importa. Mientras se trabaje fuerte en la compañía el éxito aumentará. 

d) El éxito de la compañía está basado tanto en el trabajo intenso como en la inversión. 


(D éxito (dll) Éxito 


trabajo trabajo 


dinero dinero 


Figura 11.34 
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na parábola en MI) exito (UV) éxito 
ne una sección 
trabajo 


trabajo 


ede graficarse 
lo. Como z no 
círculo x? + y- . 

dinero dinero 


Figura 11.34 (Cont.). 


e e 3. Para cada una de las siguientes funciones, decida si podría ser un tazón, una placa o ninguno de los 
dos. Considere que una placa es cualquier superficie más bien plana y un tazón es cualquier reci- 
piente que pueda contener agua, si se supone el eje z positivo hacia arriba. 


Ivas. 
; Sa =1 5562 a pe 

ta? Trace una a) Zz=x +y : b) z=l1-x -y c) x+y+z=1 
d) z=- v5- x7 -y EN z=3 

ta? Trace una 4. Para cada función del problema 3, trace secciones transversales: 


1) Conxfijaenx=0yx=1. 
ii) Conyfijaeny=0yy=1. 
5. Relacione las siguientes funciones con sus gráficas en la figura 11.35. 


l 
a) 2= == b) z2=-e"* c) z2=x+2y+3 
AAN 


d) z=-y e) 2=x -sen y. 


(D Š (1D (H) 


figura 11.34. 
ce daño, pero 


logró sacarla 


) invertido no 


n. 


av) (V) 


Figura 11.35 


AAA A PET 
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6. A usted le gusta la pizza y el refresco de cola. ¿Cuál de las gráficas de la figura 11.36 representa su 
satisfacción como función de cuántas pizzas y cuánto refresco de cola toma si 
a) nunca habrá demasiadas pizzas ni demasiado refresco de cola? 
b) puede haber demasiadas pizzas o demasiado refresco de cola? 
c) podrá haber demasiado refresco de cola, pero no demasiadas pizzas? 


(D satisfacción (ID satisfacción r P 
refresco de 


cola 


refresco de 
cola 


pizza 
pizza 


¿sf Pr a of, xg 
(D satisfacción V> satisfacción 
f d refresco de 

— refresco de cola 


cola 


izza 
pizza P 


Figura 11.36 


7. Para cada una de las gráficas del problema 6, dibuje: 
a) Dos secciones transversales con pizza fija. 
b) Dos secciones transversales con refresco de cola fijo. 

8. La figura 11.37 contiene gráficas de las parábolas z = f (x, b) para b=-2,-—1, 0, 1, 2. ¿Cuál de las 
gráficas de z = f (x, y) de la figura 11.38 se ajusta mejor a esta información? 


Figura 11.37 


10 


11 


3 representa su 


refresco de 
cola 


_Tefresco de 
cola 


y 


. ¿Cuál de las 
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(D aD 


a) dav) 


Figura 11.38 


9. Imagine una ola solitaria que avanza por un canal. Suponga que x es la distancia a lo largo del canal 
desde su mitad, t es el tiempo y z es la altura del agua por encima del nivel de equilibrio. La gráfica 
de z como función de x y t se muestra en la figura 11.39. 
a) Dibuje el perfil de la ola para t = —1, O, 1, 2. (Ilustre el eje x a la derecha y el eje z verticalmente.) 
b) ¿Avanza la ola en la dirección de x creciente o decreciente? 
c) Trace una superficie que represente una ola que avanza en la dirección contraria, 


Figura 11.39 


10. Describa verbalmente las secciones transversales con £ fija y las secciones transversales con x fija 
de la función de la cuerda de guitarra en vibración 


fx, t=costsenx, O<t<2<x 
de la página 8. Explique la relación de estas secciones transversales con la gráfica de f. 


11. Dibuje con computadora o calculadora la gráfica de la función de la cuerda de guitarra en vibración 
siguiente: 


g (x, f)=cos tsen2x, O<x<x, 0<t<27x 
Relacione la forma de la gráfica con las secciones transversales con 1 fija y aquellas con x fija. 
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12. Dibuje con computadora o calculadora una gráfica de la función de la ola que avanza: 
h(x,1=3+c0s (x - 0.5, 0<x<21, 0O<t<2r. 
Relacione la forma de la gráfica con las secciones transversales con £ fija y aquéllas con x fija. 
13. Considere la función f dada por f(x, y) = y? + xy. Dibuje gráficas de secciones transversales con: 
a) xfijaenx=-1,x=0yx=1. 
b) y fijaeny=-l,y=0yy=1. 
14. Un péndulo oscilante consta de una masa atada al extremo de una cuerda. En determinado instante, 


la cuerda forma un ángulo x con la vertical y la masa tiene velocidad y. En ese instante, la energía 
del péndulo, E, está dada por la expresión? 


y 
E=1-cosx+ 7. 


a) Considere la superficie que representa la energía. Dibuje una sección transversal de la superficie: 
1) Perpendicular al eje x en x = c. 
ii) Perpendicular al eje y en y = c. 
b) Para cada una de las gráficas de las figuras 11.40 y 11.41, aproveche su respuesta a la pregunta 
del inciso a, a fin de decidir cuál es el eje x y cuál el y, y colocar unidades razonables en cada 
uno de ellos. 


Figura 11.40 Figura 11.41 


11.4 DIAGRAMAS DE CONTORNO 


Con frecuencia, la superficie que representa una función de dos variables da una idea clara del compor- 
tamiento general de la función, por ejemplo si es creciente o decreciente conforme una de las variables 
crece. Sin embargo, es difícil leer valores numéricos de una superficie y puede ser complicado enten- 
der el comportamiento global de la función viendo sólo una superficie. En consecuencia, las funciones 
de dos variables se representan muchas veces mediante diagramas de contorno como el mapa meteo- 
rológico de la página 2. Los diagramas de contorno tienen la ventaja adicional de que se pueden exten- 
der a funciones de tres variables. 


Mapas topográficos 


Uno de los ejemplos más comunes de un diagrama de contorno es un mapa topográfico como el que se 
ilustra en la figura 11.42. Este mapa indica la elevación de la región y es una buena mangra de tener una 
vista general del terreno: dónde están las montañas, dónde los terrenos planos. A veces, estos mapas 
topográficos se colorean de verde en las elevaciones menores y de café, rojo o blanco para las más altas. 


? Adaptado de Calculus in Context, por James Callahan y Kenneth Hoffman, W. H. Freeman, Nueva York, 1995. 
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Figura 11.42 Mapa topográfico que muestra la región alrededor 
de South Hamilton, Nueva York. 


Las curvas de un mapa topográfico, que separan elevaciones menores de las más altas, se denomi- 
nan líneas de contorno porque describen el contorno o forma del terreno.* Debido a que cada punto si- 
tuado a lo largo de un mismo contorno tiene la misma elevación, las líneas de contorno también se de- 
nominan curvas de nivel o conjuntos de nivel. Cuanto más próximas sean las líneas de contorno, el 
terreno es más abrupto y, por el contrario, cuanto más separadas, el terreno es más plano. (Esto ocurre, 
claro, siempre que la elevación entre contornos varíe en una cantidad constante.) Ciertos accidentes del 
terreno tienen características distintivas, Usualmente, la cima de una montaña está rodeada por líneas de 
contorno como las de la figura 11.43. Un puerto de una cadena de montañas puede tener contornos 
semejantes a la figura 11.44. Un valle elongado presenta líneas paralelas de contorno que indican las 
crecientes elevaciones a ambos lados del valle (véase Fig. 11.45); una sierra larga tiene el mismo tipo de 
líneas de contorno, sólo que las elevaciones disminuyen a ambos lados de la sierra. Observe que los 
números de las elevaciones de las líneas de contorno son tan importantes como las curvas mismas. 


Figura 11.43 Figura 11.44 Puerto Figura 11.45 Figura 11.46 Líneas 
Cima de montaña. entre dos montañas. Valle alargado. de contorno imposibles. 


Hay algunas cosas que las líneas de contorno no pueden hacer. Dos contornos correspondientes a 
diferentes elevaciones no pueden cruzarse (véase Fig. 11.46); si lo hicieran, el punto de intersección de 
las dos curvas tendría dos elevaciones diferentes, lo cual es imposible (suponiendo que el terreno no 
tiene salientes). Con frecuencia seguiremos aquí la costumbre de dibujar contornos para valores de z 
separados por cantidades iguales. 


* De hecho, suelen no ser líneas rectas sino curvas. También pueden ser discontinuas. 
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Ejemplo 1 


Solución 


Ejemplo 2 


Solución 


Producción de maíz 


Los mapas de contorno también pueden ser útiles para presentar información acerca de una función 
de dos variables sin hacer referencia a una superficie. Considere la manera de representar el efecto 
que diferentes condiciones atmosféricas tienen en la producción de maíz en Estados Unidos. ¿Qué 
ocurriría si la temperatura promedio aumentara (debido al calentamiento del planeta, por ejemplo)? 
¿Qué ocurriría si la cantidad de lluvia disminuyera (debido a una sequía)? Una manera de calcular el 
efecto de estos cambios climáticos consiste en utilizar la figura 11.47. Éste es un diagrama de 
contorno que indica la producción de maíz f (R, T) en Estados Unidos como función de la cantidad 
total de lluvia, R, en pulgadas, y de la temperatura promedio, T, en grados Fahrenheit, durante la 
temporada de cultivo.* Supongamos que actualmente R = 15 pulgadas y T = 76°F. La producción se 
mide como porcentaje de la producción actual; por lo tanto, el contorno que pasa por R = 15 yT'=76 
tiene valor de 100, es decir, f (15, 76) = 100. 


Utilizar la figura 11.47 para calcular f (18, 78) y f (12, 76), y explicar la respuesta en términos de 
producción de maíz. 


78 Le Av, a 


>| Pl ¡ 310 

T (Temperatura °F) % f ] e + ) 
= | | i @ |! d 

IE j 
| í | A i f. 
72 E 
A A 2 aA 

R (lluvia en pulgadas) 


Figura 11.47 Producción de maíz como función de cantidad de lluvia y temperatura. 


El punto con coordenada R de 18 y coordenada T de 78 está en el contorno C = 100, así que f (18, 78) = 
100. Esto significa que si la cantidad anual de lluvia fuera de 18 pulgadas y la temperatura de 78°F, el 
país produciría aproximadamente la misma cantidad de maíz que hoy día, aun cuando hubiera más 
humedad y la temperatura fuera más alta de lo que es ahora. 

El punto con coordenada R de 12 y coordenada T de 76 está más o menos en medio de los contornos 
C = 80 y C = 90, así que f (12, 76) = 85. Lo anterior indica que si la cantidad de lluvia disminuye a 12 
pulgadas y la temperatura se queda en 76°, entonces la producción de maíz disminuiría hasta alrededor 
de un 85% de lo que es ahora. 


Describir de manera verbal las secciones transversales con T y R constantes pasando por el punto que 
representa las condiciones actuales. Explicar la respuesta. 


Para ver lo que le ocurre a la producción de maíz si la temperatura permanece fija en 76%F, pero cambia la 
cantidad de lluvia, observe a lo largo de la línea horizontal T = 76. Al comenzar desde las condiciones 
actuales y avanzar a la izquierda a lo largo de la línea T = 76, los valores de los contornos disminuyen; en 
otras palabras, si hay una sequía, la producción de maíz disminuye. Por el contrario, si aumenta la cantidad 
de Huvia, es decir, si avanzamos hacia la derecha a lo largo de la línea T= 76, la producción de maíz aumenta 
y llega al máximo de más de 110% cuando R=21, y luego disminuye (demasiada lluvia inunda los campos). 


* Adaptado de The Future of American Agriculture, S. Beaty y R. Healy, Scientific American, vol. 248, No. 2, febrero de 1983. 
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Si en lugar de esto la cantidad de lluvia permanece en su valor actual y aumenta la temperatura, 
avanzamos hacia arriba sobre la línea vertical R = 15. En estas circunstancias, la producción de maíz 
disminuye; un aumento de 2° causa 10% de baja en la producción, lo que es congruente puesto que las 
temperaturas más altas ocasionan mayor evaporación y, por lo tanto, condiciones más secas incluso con 
una cantidad constante de lluvia de 15 pulgadas. De igual manera, una disminución en la temperatura 
también ocasiona un ligero aumento en la producción, llegando a un máximo de alrededor de 102% 
cuando T = 74, seguida por un descenso (el maíz no crecerá si hay demasiado frío). 


Diagramas de contorno y gráficas 


Los diagramas de contorno y las gráficas son dos maneras de representar una función de dos variables. 
¿Cómo se pasa de una a otra? En el caso del mapa topográfico, el diagrama de contorno se creó al unir 
todos los puntos a la misma altura sobre la superficie y al bajar la curva al plano xy. 

¿Cómo regresar a la otra representación? Supongamos que se desea trazar la superficie que repre- 
senta la función de producción de maíz C = f (R, T) dada por el diagrama de contorno de la figura 11.47. 
A lo largo de cada contorno, la función tiene un valor constante; si tomamos cada contorno y lo levanta- 
mos sobre el plano a una altura igual a su valor, obtenemos la superficie de la figura 11.48. 


contorno 100 
elevado 100 unidad» 


contorno 110 


5, elevado 110 unidades 


Figura 11.48 Obtención de la gráfica de la función producción de maíz a 
partir del diagrama de contorno. 


Observe que los contornos alzados son las curvas que se obtienen si la superficie se corta horizon- 
talmente. En general, se tiene el siguiente resultado: 


Las líneas de contorno, o curvas de nivel, de una superficie se obtienen cortándola con planos 


horizontales. 


Cómo encontrar contornos algebraicamente 


Es fácil encontrar las ecuaciones algebraicas para los contornos de una función f si tenemos una fórmula 
para f (x, y). Supongamos que la superficie tiene ecuación 


z=f (x, y). 
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Se obtiene un contorno al cortar la superficie con un plano horizontal con ecuación z = c. Por lo 
tanto, la ecuación para el contorno a la altura c está dado por: 


fAy=c 


Ejemplo 3 Encontrar ecuaciones para los contornos de f (x, y) = x? + y? y dibujar un diagrama de contorno para f. 
Relacionar el diagrama de contorno con la gráfica de f. 


Solución El contorno a la altura c está dado por 


fay=8+?=c 


Éste es un contorno sólo para c > 0; para c > 0, es un círculo de radio le ; para c = 0, un solo punto (el Figu 
origen). Por lo tanto, los contornos a una elevación de c = 1,2,3,4,...son todos círculos con centro en 

el origen y radio 1, Y/2,413,2,...El diagrama de contorno se muestra en la figura 11.49; la gráfica en 

forma de tazón de f, en la figura 11.50. Observe que la gráfica de f se inclina más conforme nos 

alejamos del origen. Esto se refleja en el hecho de que los contornos se pegan más unos a otros conforme 

nos alejamos del origen; por ejemplo, los contornos para c=6 y c= 8 están más juntos que los contornos 

parac=2yc=4. 


tien 
tien 


Ejemplo 5 Dib 


Solución  Elc 
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ene 
la fi 
= -2 -I l Za 
Figura 11.49 Diagrama de Figura 11.50 La gráfica de f(x, y)=" + y”. 


contorno para f(x, y) = + y- 
(sólo valores pares de c). 


Ejemplo 4 Dibujar un diagrama de contorno para f(x, y)= yx? + y y relacionarlo con la gráfica de f. 


Solución El contorno en el nivel c está dado por 
Jayr +y =c 


Para c > 0 esto es un círculo, igual que en el ejemplo previo, pero aquí el radio es c en lugar de yc. Para 
c = 0, es el origen. Por lo tanto, si el nivel c aumenta en 1, el radio del contorno aumenta en 1. Esto 
significa que los contornos son círculos concéntricos igualmente espaciados (véase Fig 11.51) que no se 
pegan más a medida que nos alejamos del origen. En consecuencia, la gráfica de f tiene la misma pen- 
diente constante (véase Fig. 11.5”); es un cono más que un tazón. 
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11.4 DIAGRAMAS DE CONTORNO 29 


Figura 11.51 Un diagrama de contorno para Figura 11.52 La gráfica de 


fa =a + y fx y= +y 


En los dos ejemplos anteriores, las curvas de nivel son círculos concéntricos porque las superficies 
tienen simetría circular. Cualquier función de dos variables que depende sólo de la cantidad (x? + v^) 
tiene tal simetría: por ejemplo, G (x,y )= e *™ +o H (x, y) = sin (Vx? + y- ). 


Dibujar un diagrama de contorno para f (x, y) = 2x + 3y + 1. 


El contorno en el nivel c tiene ecuación 2x + 3y + 1 = c. Si lo reescribimos como y = -(2/3)x + (c —1)/3, 
veremos que los contornos son rectas paralelas con pendiente —2/3. La intersección y para el contorno 
en el nivel c es (c — 1)/3; cada vez que c aumenta en 3, la intersección y se desplaza hacia arriba en 1. En 
la figura 11.53 se ilustra el diagrama de contorno. 


Figura 11.53 Diagrama de contorno para 
fGy)=2x+3y+1. 
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Diagramas de contorno y tablas Uso de los 
A veces se puede tener una idea del aspecto que tendrá cl diagrama de contorno de una función, Sul 
examinando su tabla. pel 

tar 
qui 


Ejemplo 6 Relacionar los valores de f (x, y) = x7 — y- de la tabla 11.5 con su diagrama de contorno. (Fig. 11.54.) 


TABLA 11.5 Tabla de valores de f (x, y) = X} — y? y SN == FAF co 


P y i 

a AA SAA = 

A f. Fifa pe de 

A O AN 
e ar e > 

Figura 11.54 Mapa de Ejemplo 7 E; 

contorno de f (x, Y) == y5. 7 
Solución Una característica notable de los valores de la tabla 11.5 son los ceros a lo largo de las diagonales, lo 
cual ocurre porque x- — y-=0 a lo largo de las líneas y = x y y = ~x. Por lo tanto, el contorno z = 0 está 
formado por estas dos líneas. En la región triangular de la tabla que se encuentra a la derecha de ambas 
diagonales, las cantidades son positivas: a la izquierda de ambas diagonales, las cantidades también 
son positivas. Así, en el diagrama de contorno, los contornos positivos estarán en las regiones triangu- 
lares a la derecha e izquierda de las líneas y = x y y =-x. Además, la tabla muestra que los números de 
la izquierda son los mismos que los de la derecha; en consecuencia, cada contorno tendrá dos partes, 
una a la izquierda y otra a la derecha (véase Fig. 11.54). Conforme nos alejemos del origen a lo largo 
del eje x cruzamos contornos correspondientes a valores más grandes. En la gráfica en forma de silla 
de montar de f(x, y) = x"— y- que se muestra en la figura 11.55, esto corresponde a subir por la silla de 
montar a lo largo de una de las crestas. De igual manera, los contornos negativos se presentan en pares 
en las regiones triangulares superior e inferior; los valores se hacen cada vez más negativos conforme 
avanzamos a lo largo del eje y. Lo anterior corresponde a descender de la silla de montar a lo largo de 
los valles que están sumergidos bajo el plano xy en la figura 11.55. Observe que también se podría 

obtener el diagrama de contorno al graficar la familia de hipérbolas x- — y- = 0, + 2,+4,.... Solución © 

å 

€ 
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1 

} 

A 
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Figura 11.55 Gráfica de f (x, y)=1* - y? 
que muestra el plano z = 0. 
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Uso de los diagramas de contorno: la función de producción de Cobb-Douglas 


Supongamos que el propietario de una pequeña imprenta decide ampliar su negocio porque tiene más 
pedidos de los que puede surtir. ¿Cómo debe ampliarse? ¿Debe establecer un turno de noche y contra- 
tar más personal? ¿Debe comprar computadoras más costosas, pero más rápidas, con lo que evitará 
que el personal actual no se retrase con el trabajo? ¿O debe buscar una combinación de los dos? 

Obviamente, la manera en que se tome tal decisión en la práctica implica muchas otras considera- 
ciones, como son saber si se podría contar en un turno de noche con personal capacitado, o si existen 
computadoras más rápidas. Ello no obstante, se puede hacer un modelo de la cantidad, P, de trabajo 
producido por el negocio como función de dos variables: el número total, N, de trabajadores, y el valor 
total, V, del equipo. 

¿Cómo debería comportarse esta función de producción? En general, con más equipo y más traba- 
Jadores es posible producir más. Aumentar el equipo sin aumentar personal aumentará un poco la 
producción, pero sólo hasta cierto punto. (Si el equipo está ya ocioso, adquirir más no ayudará.) Del 
mismo modo, aumentar el personal sin aumentar el equipo aumentará la producción, pero no más allá 


del punto en que el equipo se utilice en toda su capacidad, porque el nuevo personal no contaría con 
equipo. 


Ejemplo 7 Explicar por qué el diagrama de contorno de la figura 11.56 no sirve como modelo para el compor- 


Solución 


tamiento esperado de la función de producción, en tanto que el diagrama de contorno de la figura 
11.57 sí sirve. 


v V 


N 


Figura 11.56 Contornos incorrectos 
para producción de impresos. 


Figura 11.57 Contornos correctos 
para producción de impresos. 


Observe el diagrama de contorno de la figura 11.56. Fijar V en un valor en particular y hacer que N 
aumente significa desplazarse a la derecha en el diagrama de contorno. Al hacerlo, se cruzan contornos 
con valores P cada vez más y más grandes, lo cual indica que la producción aumenta indefinidamente. 
Por otro lado, en la figura 11.57, conforme avanzamos en la misma dirección nos encontramos avan- 
zando casi en forma paralela a los contornos, cruzándolos cada vez con menos frecuencia. Por lo tanto, la 
producción aumenta cada vez menos a medida que N aumenta y V permanece fija. Del mismo modo, si 
N se mantiene fija y se deja aumentar V, el diagrama de contorno de la figura 11.56 muestra que la 
producción crece a una tasa constante, en tanto que la figura 11.57 muestra aumento en la producción, 


pero a una tasa decreciente. En consecuencia, la figura 11.57 se adapta mejor al comportamiento espe- 
rado de la función de producción. 
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Fórmula para una función de producción 


Con frecuencia, las funciones de producción con el comportamiento cualitativo que deseamos se calcu- 
lan mediante fórmulas de la forma 


P= f (N, V) = cN” VB 


donde P es la cantidad total producida y c, œ y $ son constantes positivas con 0< æ< ly 0<ß<1. 


Ejemplo 8 Demostrar que los contornos de la función P = cN% V" tienen aproximadamente la forma de los 
contornos de la figura 11.58. 
Solución Los contornos son las curvas donde P es igual a un valor constante, por ejemplo P,, es decir, donde 


cN% VP =P. 


Al despejar V se obtiene 


Así, V es una potencia de N con exponente negativo y, por lo tanto, su gráfica tiene la forma que 
se ilustra en la figura 11.57. 


El modelo de producción de Cobb-Douglas 


En 1928, Cobb y Douglas utilizaron una función similar para modelar la producción de toda la 
economía de Estados Unidos en el primer cuarto de este siglo. Usando estimaciones gubernamentales 
de P, la producción total anual entre 1899 y 1922, K, la inversión total de capital en el mismo periodo, y 
L, el total de la fuerza laboral, encontraron que con la función de producción Cobb-Douglas se obtenía 
una buena aproximación a P. 


P = 1.0110% KO 


Resultó que esta función modeló la economía de Estados Unidos sorprendentemente bien, tanto para el 
periodo en el que estuvo basada como durante algunos años más. 


Problemas para la sección 11.4 


Para las funciones de los problemas del 1 al 9, trace un diagrama de contorno con por lo menos cuatro 
contornos marcados, Describa verbalmente los contornos y cómo están espaciados. 


L fœy)=x+y 2. fx y) =w 3. fœ yry 

4. fx, y)=3x+3y 5. fœ, y)=-xŻ-y +! 6. fa y =x4+2y 

7. f(x y)= Vx + 2y- 8. fay=y-* 9. f(x, y) = cos Vx? + y* 
10. La figura 11.58 es un diagrama de contorno del pago mensual de un préstamo a 5 años para comprar 


un auto, en función de la tasa de interés y de la cantidad solicitada. Supongamos que la tasa de 
interés es de 13% y el préstamo de US $6000. 
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a) ¿Cuál es el pago mensual? 

b) Sila tasa de interés baja a 11%, ¿cuánto dinero más se puede pedir sin aumentar el pago mensual? 

c) Haga una tabla de cuánto más se puede pedir, sin aumentar el pago mensual, en función de la 
tasa de interés. 


préstamo ($) 
8000 - 
7000 


6000 


5000 


4000 


3000 


2000 
l2 5S 7 9 11 13 15 


Figura 11.58 Figura 11.59 


11. La figura 11.59 muestra un mapa de contorno de una colina con dos veredas, A y B. 
a) ¿En cuál vereda, A o B, uno tendría que caminar con más pendiente? 
b) ¿En cuál vereda, A o B, se tendrá mejor vista de los alrededores? (suponiendo que no haya 
árboles que obstruyan la vista). 
c) ¿Alo largo de cuál vereda es más probable que haya un arroyo? 


12. Cada uno de los diagramas de contorno de la figura 11.60 muestra la densidad de población de 
cierta región. Escoja el diagrama de contorno que mejor corresponda a cada una de las siguientes 
situaciones; son posibles muchas correspondencias. Justifique su elección. 

a) El centro del diagrama es una ciudad. 
b) El centro del diagrama es un lago. 
c) El centro del diagrama es una planta de electricidad. 


di mb 


Figura 11.60 


Para cada una de las superficies de los problemas 13, 14 y 15, trace un posible diagrama de contorno, 
marcado con valores z razonables. (Nota: hay muchas respuestas posibles.) 
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14 15. 


Figura 11.61 Figura 11.62 Figura 11.63 


16. La figura 11.64 muestra la densidad de población P de zorras (en zorras por kilómetro cuadrado) en 


el sur de Inglaterra. Dibuje dos secciones transversales diferentes en dirección norte-sur y dos en 
dirección este—oeste de la densidad de población P. 


Kilómetros al Norte 


Kilómetros al Este 


Figura 11.64 Densidad de población de zorras en el sudoeste de Inglaterra. 


. Trace con computadora o calculadora un diagrama de contorno para la función de cuerda en 


vibración siguiente 


f (x, f) = cos t sen 2x, OSXSTOSISTO. 


Utilice c = —2/3, -1/3, 0, 1/3, 2/3. (No puede hacerse algebraicamente.) 


. En la página 4 se presentó la función de onda viajera 


h (x, t) = 5 + cos (0.5 x-— t). 


Dibuje un diagrama de contorno con c = 4, 4.5, 5, 5.5, 6 para esta función. Explique cómo se rela- 
ciona su contorno con las secciones transversales de h estudiadas en la página 4. ¿En dónde están 
más juntos los contornos?, ¿y más separados? 


- Dibuje diagramas de contorno para cada una de las gráficas de pizza-refresco de cola-satisfacción 


dadas en el problema 6 de la página 21. 


. Un fabricante vende dos artículos; uno cuesta US $3000 por unidad y el otro US $12 000 por 


unidad. Suponga que se vende una cantidad q, del primer artículo y q, del segundo con un costo 
total de US $4000 para el fabricante. 


21. 
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a) Exprese la utilidad del fabricante, m, como función de q, y q» 
b) Dibuje curvas de utilidad constante en el plano q, g, para z= 10000, æ= 20 000 y æ= 30 000 y 
la curva sin utilidad 7 = 0. 


La córnea es la superficie exterior de los ojos. Los especialistas en córneas utilizan un sistema de 
modelo topográfico (TMS, por sus siglas en inglés) para trazar un “mapa” de la curvatura de la 
superficie del ojo. Una computadora analiza la luz reflejada por el ojo y dibuja curvas de nivel que 
enlazan puntos de curvatura constante. Las regiones entre estas curvas se colorcan con colores 
diferentes. 

Las primeras dos imágenes de la figura 11.65 son secciones transversales de ojos con curvatura 
constante, la más pequeña es de más o menos 38 unidades y la más grande de 50 unidades. El tercer 
ojo, para efectos de comparación, tiene curvatura variable. 

a) Describa verbalmente cómo se ve el mapa de TMS de un ojo de curvatura constante. 

b) Dibuje el mapa de TMS de un ojo con el corte de la figura 11.66. Suponga que el ojo es circu- 
lar cuando se mira desde el frente, y el corte es igual en todas direcciones. Asigne números 
razonables a las curvas de nivel. 


4 N 8 
/ ` a 
r A ` RA 
( Ad aia Curvatura Í _ Curvatura pequeña “e 
na pequeña ` (o Cero) ( d 
~ / a Y . Y 
aZ k Curvatura Y 
4 7 grande Y 
E: 
Figura 11.65 Imágenes de ojos con curvatura diferente. Figura 11.66. 
22. Relacione las tablas de la 11.6 a la 11.9 con los diagramas de contorno del (I) al (1V) de la figura 
11.67. 
TABLA 11.6 TABLA 11.7 TABLA 11.8 TABLA 11.9 


1 de cuerda en 


> cómo se rela- 
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amy dy) ' 
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Figura 11.67 
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23. Relacione las superficies de la (a) a la (e) de la figura 11.68 con los diagramas de contorno del (D al 
(V) de la figura 11.69. 


(a) : (b) 


Figura 11.68 


0 (UD) ' å 


(IV) 


Figura 11.69 


24. El mapa de la figura 11.70 se tomó de la tesis de graduación del profesor Robert Cook, Director del 
Arnold Arboretum de Harvard. Este mapa muestra curvas de nivel de la función que indica la densi- 
dad de especies de aves en reproducción en cada punto de Estados Unidos, Canadá y México. 


A e 


; de contorno del (I) al 


Zook, Director del 
ue indica la densi- 
la y México. 
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Figura 11.70 


Con base en el mapa de la figura 11.70, diga si los siguientes enunciados son ciertos o falsos. 

Explique sus respuestas. 

a) Al desplazarse de sur a norte en Canadá, la densidad de especies aumenta. 

b) La densidad de especies alrededor de Miami es de más de 100. 

c) En general, las penínsulas (por ejemplo Florida, Baja California, Yucatán) tienen menor densi- 
dad de especies que las regiones alrededor de las mismas. 

d) La tasa de cambio más alta en densidad de especies en función de la distancia ocurre en México. 
Si cree que esto es cierto, marque el punto y dirección que indican la máxima tasa de cambio y 
explique por qué seleccionó ese punto y dirección. 

25. La temperatura T (en °C) en cualquier punto en la región —10 < x < 10, -10< y < 10 está dada por la 
función 
T(x, y) = 1000 —y* 

a) Dibuje curvas isotérmicas (curvas de temperatura constante) para T = 100 °C, T = 75°C, T = 
WCT =F Cy T=0"C. 

b) Suponga que a un insecto que busca el calor se le coloca en cualquier punto del plano xv. ¿En 


qué dirección debe desplazarse para aumentar su temperatura con más rapidez? ¿Cómo está 
relacionada esa dirección con la curva de nivel que pasa por ese punto? 


r- 


O n= TA 
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26. La figura 11.71 muestra las curvas de nivel de la temperatura H de un salón cerca de una ventana 


(D 


28. 


29. 


30. 


recientemente abierta. Marque las tres curvas de nivel con valores razonables de HH si la casa se 
ubica en los siguientes lugares: 


E Da 
/ q ES eS 


SN 


Figura 11.71 


a) Minnesota en invierno (donde los inviernos son severos) 

b) San Francisco en invierno (donde los inviernos son benignos) 
c) Houston en verano (donde los veranos son calurosos) 

d) Oregon en verano (donde los veranos son templados). 


, Relacione cada función de producción Cobb-Douglas con la gráfica correcta de la figura 11.72 y 


con los enunciados correctos. 


a FL O= D) Triplicar cada insumo triplica la producción. 

b) F(Li=L"K E) Cuadruplicar cada insumo duplica la producción. 

c) FL, Ky = LOKE G) Duplicar cada insumo casi triplica la producción. 
X iD) K dD K 


pa aN 
A Misa Ay A 


Figura 11.72 


Considere la función de producción Cobb-Douglas P=f(L, K)= 1.01 L"%K"* ¿Cuál es el efecto 
en la producción si se duplica la mano de obra y el capital? 


Una función de producción Cobb-Douglas general tiene la forma 
P=cL*k? 


Una pregunta importante de tipo económico es ¿qué pasa con la producción si la mano de obra y el 
capital aumentan? Por ejemplo, ¿se duplica la producción si se duplican la mano de obra y el capi- 
tal? Los economistas hablan de 

e rendimientos a escala creciente si duplicar L y K duplica P sobradamente, 

* rendimientos a escala constante si duplicar L y K exactamente duplica P, 

> rendimientos a escala decreciente si duplicar L y K no alcanza a duplicar P. 
¿Qué condiciones sobre «Y y B llevan a rendimientos crecientes, constantes o decrecientes a escala? 
La figura 11.73 muestra los contornos de la temperatura de una pared de un cuarto con calefacción, a 
lo largo de un día de invierno. La hora se indica como en un reloj de 24 horas. El cuarto tiene un 
calentador colocado en el rincón de la extrema izquierda de la pared y una ventana en ésta. El calen- 
tador está controlado por un termostato situado aproximadamente a dos pies de la ventana. 
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a) ¿En dónde está la ventana? 

b) ¿Cuándo está abierta la ventana? 

c) ¿Cuándo está encendida la calefacción? 

d) Trace gráficas de la temperatura a lo largo de la pared del cuarto a las 6 am, a las 11 am, a las 3 
pm (15 b) y a las 5 pm (17 h). 

e) Trace una gráfica de la temperatura como función del tiempo en el calentador, en la ventana y a 
una distancia intermedia entre ellos. 

f) La temperatura en la ventana a las 5 pm (17 h) es menor que a las 11 am. ¿Cómo se explica 
esto? 

g) ¿A qué temperatura cree que está puesto el termostato? ¿Cómo lo sabe” 

h) ¿En dónde está el termostato? 


Horas 


$ 10 IS 20 Pd wW 


Figura 11.73 


11.5 FUNCIONES LINEALES 


¿Qué es una función lineal de dos variables? 


Las funciones lineales tuvieron una función importante en el cálculo de una variable porque muchas 
funciones de una variable son localmente lineales; esto es, sus gráficas semejan una recta al ampliarlas. 
En el cálculo de dos variables, funciones lineales son aquéllas cuya gráfica es una plano. En el capítulo 
13 veremos que la mayoría de las funciones de dos variables con las que trabajamos tienen gráficas que 
parecen planos cuando se amplían. 


¿Qué hace que un plano sea plano? 


¿Qué tiene una función f (x, y) que hace que su gráfica z = f (x, y) sea un plano? La gráfica de las 
funciones lineales de una variable es una línea recta porque tienen pendiente constante. No importa 


A 
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dónde estemos en la gráfica, la pendiente es la misma: un aumento dado en la coordenada x siempre 
dará el mismo aumento en la coordenada y. En otras palabras, la proporción Ay / Ax es constante. En 
un plano, la situación es un poco más complicada. Si caminamos alrededor de un plano inclinado, la 
pendiente no es siempre la misma: depende de la dirección en que caminemos. Sin embargo, es cierto 
que en todo punto del plano la pendiente es la misma mientras escojamos la misma dirección. Si cami- 
namos en dirección paralela al eje x, siempre nos encontramos caminando hacia arriba o hacia abajo 
con la misma pendiente; lo mismo es cierto si caminamos en dirección paralela al eje y. En otras 
palabras, las proporciones de pendiente Az / Ax (con y fija) y Az / Ay (con x fija) son ambas constantes. 


Ejemplo 1 Considere un plano que corta el eje z en z = 5, tiene pendiente 2 en la dirección x y pendiente —1 en la 


Solución 


dirección y. ¿Cuál es la ecuación del plano? 


Encontrar la ecuación del plano significa escribir una fórmula para encontrar la coordenada z del punto 
del plano directamente encima del punto (x, y) del plano xy. Para llegar a ese punto comencemos desde el 
punto encima del origen, donde z = 5; luego caminamos x unidades en la dirección x, y como la pendien- 
te en la dirección x es 2, nuestra altura aumenta en 2x. Luego caminamos y unidades en la dirección y; 
como la pendiente en la dirección y es —1, nuestra altura disminuye y unidades. Como nuestra altura ha 
cambiado 2x — y unidades, nuestra coordenada z es 5 + 2x — y. Por lo tanto, la ecuación para el plano es 


z2=5+2x-y. 


Para cualquier función lineal, si conocemos su valor en un punto (xy, yy), Su pendiente en la direc- 
ción x, y su pendiente en la dirección y, entonces podemos escribir la ecuación de la función. Esta es 
como la ecuación de una recta en el caso de una variable, excepto que hay dos pendientes en vez de una. 


Si un plano tiene pendiente m en la dirección x, pendiente n en la dirección y, y pasa por el punto 
(Xo: Yo Zo), entonces su ecuación es 
Z= zo +M (X= Xo) + MY — Yo). 


Este plano es la gráfica de la función lineal 


f(x, y)= Z+ m (x— Xo) + 20): 


Si escribimos c = Zg — Mx, — ny, entonces podemos escribir f (x, y) en la forma equivalente 


f(x, y) =c+mx+ny. 


Así como en un espacio de dos dimensiones una recta está determinada por dos puntos, en un 
espacio de tres dimensiones un plano está determinado por tres puntos, a condición de que no pertenez- 
can a una misma recta. 


Ejemplo 2 Encontrar la ecuación del plano que pasa por los puntos (1, 0, 1), (1,1, 3) y (3, 0, -1). 


Solución 


Los primeros dos puntos tienen la misma coordenada x, así que los usamos para encontrar la pendiente 
del plano en la dirección y. Cuando la coordenada y cambia de O a —1, la coordenada z cambia de ] a 3, 
así que la pendiente en la dirección y es n = Az / Ay = (3-1) / (1-0) = 2. Los puntos primero y tercero 
tienen la misma coordenada y, por lo cual los usamos para encontrar la pendiente en la dirección x; es 
m=Az/Ax= (1-1) / (3-1) = —1. Debido a que el plano pasa por (1, O, 1), su ecuación es 
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z=1-(x-1)-2(y-0) o 2=2-x-2y. 


Compruebe que también los puntos (1, —1, 3) y (3, O, —1) satisfacen esta ecuación. 


El ejemplo anterior se facilitó debido a que dos de los puntos tienen la misma coordenada x y dos la 
misma coordenada y. Un método opcional, que funciona para tres puntos cualesquiera, consiste en susti- 
tuir los valores de x, y y z de cada uno de los tres puntos en la ecuación z = c + mx + ny. Las tres ecua- 
ciones resultantes en c, m, n se pueden resolver simultáneamente. Véase el problema 2 de la página 41. 


Funciones lineales desde un punto de vista numérico 


Para evitar vuelos con demasiados asientos vacíos, las líneas aéreas venden algunos boletos a su precio 
normal y otros con descuento. La tabla 11.10 muestra los ingresos de una línea aérea en dólares por 
boletos vendidos en una ruta determinada, como función del número de boletos vendidos a precio 
normal, f, y el número de boletos vendidos con descuento, d. 


TABLA 11.10 Ingreso por venta de boletos (en dólares) 


Boletos a precio normal (f) 


EC 


Boletos con 
descuento (d) 


Al leer hacia abajo cualquiera de las columnas, vemos que el ingreso aumenta US $15 800 por 
cada 200 boletos adicionales vendidos con descuento. Por lo tanto, cada columna es una función lincal 
del número de boletos vendidos con descuento. Además, cada columna tiene la misma pendiente, que 
es 15 800/200 = 79 dólares/boleto. Éste es el precio de un boleto con descuento. De i gual manera, cada 
renglón es una función lineal y todos los renglones tienen la misma pendiente, 239, que es el precio 
normal de un boleto. En consecuencia, R es una función lineal de f y d, dada por: 


R=239f+ 79d. 


Tenemos el siguiente resultado general: 


Una función lineal puede reconocerse a partir de su tabla por las siguientes características: 
e Cada renglón y cada columna es lineal. 
» Todos los renglones tienen la misma pendiente. 


e Todas las columnas tienen la misma pendiente (aun cuando la pendiente de los renglones y 
la pendiente de las columnas son, en general, diferentes). 
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Ejemplo 3 La tabla siguiente contiene algunos valores de una función lineal. Llenar el espacio y dar una fórmula 


para la función 


Solución En la primera columna la función decrece en 1 (de 0.5 a 0.5) conforme x pasa de 2 a 3. Como la función 
es lineal, debe decrecer en la misma cantidad en la segunda columna. Por lo tanto, la cantidad faltante 
será 1.5—1=0,5. La pendiente de la función en la dirección x es -1. La pendiente en la dirección y es 2, 
porque en cada renglón la función aumenta en 1 cuando y aumenta en 0.5. De la tabla se obtiene f (2, 


1.5) = 0.5. Así, la fórmula es 


FE y)=0.5-(x-52)+2(y-1.5)=-0.5-x + 2y. 


¿Qué aspecto tiene el diagrama de contorno de una función lineal? 


Considere la función para los ingresos de una línea aérea dada en la tabla 11.10. Su fórmula es 


R=239 f+ 79d, 


donde f es el número de boletos vendidos a precio normal y d el de boletos vendidos con descuento. La 


figura 11.74 indica el diagrama de contorno para esta función. 


Observe que los contornos son líneas rectas paralelas. ¿Cuál es el significado práctico de la 
pendiente? Considere el contorno R = 100 000; eso indica que buscamos combinaciones de ventas de 
boletos que den US $100 000 en ingresos, Si nos desplazamos hacia abajo y a la derecha del contorno, la 
coordenada f aumenta y la d disminuye, así que se venden más boletos a precio normal y menos a precio 
con descuento. Esto tiene sentido porque para recibir un ingreso fijo de US $100 000 deben venderse más 
boletos a precio normal si se venden menos a precio con descuento. La combinación exacta depende de 
la pendiente del contorno; el diagrama muestra que cada contorno tiene una pendiente de aproximada- 
mente —3. Esto significa que para un ingreso fijo, deben venderse tres boletos con descuento para sustituir 
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un boleto a precio normal, lo que también se puede comprobar si se comparan los precios. Cada boleto a 
precio normal representa un ingreso de US $239; para ganar la misma cantidad con boletos vendidos con 
descuento se necesita vender 239 / 79 = 3.03 = 3 boletos. Como la relación de precios es independiente de 
cuántos de cada tipo se venden, esta pendiente permanece constante en todo el mapa de contorno; por lo 
tanto, los contornos son todos líneas rectas paralelas. 

También debe observarse que los contornos están uniformemente espaciados, lo que significa que 
no importa en cuál contorno estemos, un aumento fijo de una de las variables ocasiona el mismo 
aumento en el valor de la función. En términos de ingresos, esto nos indica que cualquiera que sea la 
cantidad de boletos vendidos, otro boleto vendido a precio normal o con descuento generará el mismo 
ingreso que antes. 


Encontrar la ecuación de la función lineal cuyo diagrama de contorno está en la figura 11.75. 


Comencemos en el origen, en el centorno z = 0. Avanzar dos unidades en dirección y nos lleva al 
contorno z = 6; por lo tanto, la pendiente en dirección y es Az/Ay=6/2= 3. De igual manera, un 
avance de 2 en la dirección x desde el origen nos lleva al contorno z = 2, así que la pendiente en la direc- 
ción xesAz/Ay=2/2=1. Como f (0, 0) =0, tenemos que f (x, y) = x + 3y. 


1. Supongamos que z es una función lineal de x y y con pendiente 2 en la dirección x y pendiente 3 en 
la dirección y. 
a) Un cambio de 0.5 en x y -0.2 en y ¿qué cambio produce en z? 
b) Siz=2 cuando x= 5 y y =7, ¿cuál es el valor de z cuando x = 4.9 y y = 7.2? 


2. Encuentre la ecuación de la función lineal z = c + mx + ny cuya gráfica contiene los puntos (0, 0, 0), 
(0, 2, -1) y (3, 0, 4). 


3. Encuentre la función lineal cuya gráfica es el plano que pasa por los puntos (4, 0, 0), (0, 9, 0) y (0, 0, 2). 


4. Encuentre una ecuación para el plano que contiene la recta en el plano xy donde y = 1, y la recta en 
el plano xz donde z = 2. 


5. Encuentre la ecuación de la función lineal z = ¢ + mx + ny cuya gráfica corta al plano xz en la recta 
z= 3x + 4 y al plano yz en la recta z = y + 4. 


6. Encuentre la función lineal z = c + mx + ny cuya gráfica corta al plano xy en la recta y = 3x + 4 y 
contiene el punto (0, 0, 5). 


7. ¿Es lineal la función representada en la tabla 11.11? Explique las razones de su respuesta. 


TABLA 11.11 


AIM 
32 [[ 1106 [1200 13077 
3.4 || 11.75 | 12.82 | 13.89 | 
3.6 || 12.44 | 13.57 
3s 0 [1433 1552. 

¡EE 


50 100 150 200 
Figura 11.76 
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8. Una tienda de descuento vende discos compactos a un precio y casetes a otro precio. La figura 11.76 
muestra los ingresos (en dólares) de la tienda en función del número, t, de casetes y el número, c, de 
discos compactos que vende. ¿Cuál es el precio de las casetes? y ¿cuál el de los discos compactos? 


Para los problemas 9 y 10, encuentre ecuaciones para las funciones lineales con las tablas proporcionadas. 
9. 
st a] ol y) 


2 
0 
2 
4 
6 


Los problemas 11 y 12 contienen, cada uno, una tabla parcial de valores para una función lineal. Llene 
los espacios en blanco. 


IL xiy ool 10 ARET LO 
STO T 
20 || 30| 50 30o) | 30] so 


Para los problemas 13 y 14, encuentre ecuaciones para las funciones lineales con los diagramas de 
contorno dados. 


13. 14. 


Figura 11.77 Figura 11.78 


Es difícil dibujar a mano un plano que sea la gráfica de una función lineal. Un método que funciona si 
las intersecciones x, y y z de la gráfica son positivas consiste en trazar las intersecciones y unirlas medi- 
ante un triángulo, como se observa en la figura 11.79; esto muestra la parte de la gráfica del octante 
donde v 20,y >0,z 20. Si las intersecciones no son todas positivas, el mismo método funciona sí los 
ejes x, y y z se dibujan desde una perspectiva diferente. Utilice este método para trazar las gráficas de las 
funciones lineales de los problemas 15, 16 y 17. 


t y 


Figura 11.79 Gráfica de una función lineal con intersecciones x, y y z positivas. 
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15. z2=6-2x-3y 16. 2=4+x-2y 17. 2=2-2x+y 


18. Un fabricante elabora dos productos con dos materias primas. Sean q, y q, las cantidades vendidas 
de los dos productos, p, y p, Sus precios, y m, y m, las cantidades compradas de las dos materias 
primas. De las siguientes funciones, ¿cuáles se espera que sean lineales y por qué? En cada caso, 
suponga que todas las variables, excepto las señaladas, se mantienen fijas. 

a) Gasto en materias primas como una función de mm, y m. 
b) Ingreso como una función de q, y 9, 
c) Ingreso como una función de p, y q». 


19. La oficina de inscripciones de una universidad utiliza la siguiente ecuación lineal para pronosticar cl 
promedio de calificaciones de un estudiante de nuevo ingreso: 


z = 0.003x + 0.8y — 4, 


donde z es el promedio de calificación pronosticado (GPA, por sus siglas en inglés) en una escala de 

0 a 4.3, x la suma de las pruebas de aptitud escolar (SAT, por sus siglas en inglés) en matemáticas y 

expresión verbal, en una escala de 400 a 1600, y y el GPA de preparatoria del estudiante, en una 

escala de O a 4.3. La universidad admite estudiantes cuyo GPA pronosticado sea por lo menos de 2.3. 

a) ¿Será admitido un estudiante con SAT de 1050 y GPA de 3.0? 

b) ¿Será admitido todo estudiante con SAT de 1600? 

c) ¿Será admitido todo estudiante con GPA de 4.3? 

d) Dibuje un diagrama de contorno para la z del GPA pronosticado con 400 < x < 1600 y0<1< 
4.3. Sombree los puntos correspondientes a estudiantes que serán admitidos. 

e) ¿Qué es más importante, otros 100 puntos en el SAT u otro 0.5 en el GPA de preparatoria? 


20. Sea f la función lineal f (x, y) = c + mx + ny, donde c, m y n son constantes y n 40. 
a) Demuestre que todos los contornos de f son rectas de pendiente —1/5. 
b) Demuestre que, para toda x y y 


fU+n y—m=f(0 y) 


c) Explique la relación entre los incisos a y b. 
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En cálculo pueden aparecer funciones de cualquier número de variables. La densidad de la materia del 
universo es una función de tres variables, puesto que se necesitan tres números para especificar un 
punto en el espacio. Si deseamos estudiar la evolución de esta densidad con el tiempo, necesitamos 
agregar la cuarta variable, el tiempo. Se debe tener capacidad para aplicar el cálculo a funciones de un 
número arbitrario de variables. 

El principal problema con las funciones de más de dos variables es la dificultad para visualizarlas. La 
gráfica de una función de una variable es una curva en el espacio bidimensional, la gráfica de una función 
de dos variables es una superficie en el espacio tridimensional, de manera que la gráfica de una función de 
tres variables sería un sólido en el espacio cuatridimensional. No se puede visualizar fácilmente el espacio 
cuatridimensional, o cualquier otro espacio de dimensión más alta y, por lo tanto, no utilizaremos las gráfi- 
cas de funciones de tres o más variables. 

Por otra parte, la idea de hacer secciones transversales de una función al conservar fija una variable 
nos permite representar una función de tres variables. También es posible obtener diagramas de 
contorno para estas funciones, sólo que ahora los contornos son superficies en el espacio tridimensional. 
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22 oz i : P 
Representación de una función de tres variables usando diagramas de contorno >. 


tanio en 
Una manera de analizar una función de tres variables, f (x, y, z), es examinar secciones transversales presión 
con una variable fija. Supongamos que se conserva z fija y veamos f como una función de las dos vari- de chorr 
ables restantes, x y y. Para cada valor fijo, z = c, representamos la función de dos variables f (x, y, €) por entes alt 
un diagrama de contorno. Conforme c varía, se obtiene todo un conjunto de diagramas de contorno. de densa 


Ejemplo 1 Un estanque mide 30 metros de profundidad, 200 metros de diámetro y está infestado de algas. Suponer Repre 
que la densidad de las algas en el punto z metros bajo la superficie, x metros al este y y metros al norte 
del centro de la superficie del estanque se calcula mediante la fórmula 


DE (50 + VE sy) 60-2), 


donde la densidad se mide en gm/m?. Dibujar diagramas de contorno para f en la superficie del estanque Ejemplo . 
y a una profundidad de 10 m. Describir verbalmente cómo varía la densidad de las algas con la profun- 
didad y la distancia desde el centro del estanque. 


Solución En la superficie del estanque, z = 0, por lo que la fórmula para el corte z=0 es 


FG y, 0) =- (50 + V+) (30-0)=150+3 VEFE. 


Observe que ahora tenemos una función de dos variables. Los contornos de esta función son círculos, 
porque f (x, y, 0) es constante cuando Vx% + y? es constante. El diagrama de contorno se muestra en la 
figura 11.80. 

En la profundidad de z = 10, se tiene 


fa y, 10) =- (50+ Ves y) (30- 10)=100+2 Vx +) 


El diagrama de contorno para la sección transversal z = 10 se muestra en la figura 11.81. Si se comparan 

los dos diagramas de contorno vemos que hay más algas cerca de la superficie que en agua más 

profunda del estanque, y que hay más algas cerca de la orilla que en el centro en el estanque. Solución 
x y 


yi = 24) 


f=210 


fa lù * 


Represe 


Figura 11.80 Densidad de algas en el estanque Figura 11.81 Densidad de algas en el estanque 10 metros 
en la superficie: diagrama de contorno para z = 0. bajo la superficie: diagrama de contorno para z = 10. 
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Para pronosticar las condiciones atmosféricas es importante conocer la presión barométrica y la temperatura, 
tanto en la superficie de la tierra como en la atmósfera. En la televisión podemos oír hablar de un sistema de baja 
presión “superficial” o de un sistema de baja presión de “alto nivel” (los mínimos de alto nivel afectan la corriente 
de chorro). Los mapas de superficie y de alto nivel estudiados por meteorólogos son diagramas de contorno de difer- 


entes altitudes de la función de presión o de temperatura. Estos mapas son semejantes a los diagramas de contorno 
de densidad de las algas del ejemplo anterior. 


Representación de una función de tres variables usando tablas 


En el ejemplo previo vimos secciones transversales de una función de tres variables f (x, y, z) como 
diagramas de contorno de una función de dos variables. También podemos ver las secciones transver- 
sales como tablas de valores. 


| Ejemplo 2 En la sección 11.1, el consumo de carne de res como función del precio, p, de esta carne y el ingreso 
familiar, Z, se indicó en una tabla de valores. De hecho, el consumo de carne de las familias depende 
también de muchos otros aspectos, por ejemplo los precios de productos competidores. Veamos cl 
consumo, C, de carne de res como función del precio, q, de una carne competidora, por ejemplo la de 
pollo, así como del precio de la carne de res y del ingreso familiar. Esto es, C = f (I, p, q). Esta función 
puede representarse mediante un conjunto de tablas, una para cada valor diferente del precio q de la 
carne de pollo. Las tablas 11.12 y 11.13 muestran dos secciones transversales diferentes de la función 
consumo f con q fija. Explicar cómo están relacionadas las dos tablas. 


TABLA 11.12 Consumo de carne de 


TABLA 11.13 Consumo de carne de res 
res cuando el precio del pollo es q = 1.50 


cuando el precio del pollo es q = 2.00 


P 


La comparación de tablas muestra que para familias con altos ingresos (por ejemplo /= 100), los 
cambios en el precio de la carne de pollo tienen poca repercusión en la cantidad de carne de res consum- 
ida (porque el precio no es un factor en su compra), pero para ingresos bajos (por ejemplo Z = 20), un 
aumento en el precio del pollo (de q = 1.50 a q = 2.00) hace que las familias gasten más en carne de res. 


Solución 


Representación de una función de tres variables mediante una familia 
de superficies de nivel 


Una función de dos variables, f (x, y), puede representarse mediante una familia de curvas de nivel de la 
forma f (x, y) = c pare varios valores de la constante, c. 


Una función de tres variables, f (x, y, z), puede representarse mediante una familia de superficies 
de la forma f (x, y, z) = c, cada una de las cuales se llama superficie de nivel. 


- 
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Ejemplo 3 Suponer que la temperatura, en °C, en un punto (x, y, z) está dada por T = f (x, y z) = x7 + y? + 2? ¿Qué 


Solución 


Ejemplo 4 


Solución 


aspecto tienen las superficies de nivel de la función f? y ¿qué significan en términos de temperatura? 


La superficie de nivel correspondiente a T = 100 es el conjunto de todos los puntos donde la temperatura 
es 100°C, es decir, donde f (x, y, 2) = 100, así que 


xX+y +z = 100. 


Esta es la ecuación de una estera de radio 10, con centro en el origen. De igual manera, la superficie de 
nivel correspondiente a T = 200 es la esfera con radio /200. Las superficies de nivel son pues esferas 
concéntricas. La temperatura es constante en cada una. Se puede ver la distribución de temperatura 
como un conjunto de esferas anidadas, como capas concéntricas de una cebolla, cada una marcada con 
una temperatura diferente, comenzando desde bajas temperaturas en el centro y haciéndose más 
calientes conforme nos alejamos (véase Fig. 11.82). Las superficies de nivel se acercan más a medida 
que aumenta la distancia del origen, porque la temperatura crece en forma más rápida cuanto más lejos 
nos encontremos del origen. 


T = 300°C 


T = 200°C 


q” 


T = 100°C 


Figura 11.82 Superficies de nivel de 
T=f(x, y, z)= +y? + z?, cada una a 
temperatura constante. 


En general, las superficies de nivel de una función se superponen de algún modo, por lo cual con 
frecuencia es difícil dibujarlas. Suelen emplearse cortes para mostrar las superficies interiores, como se 
ve en la figura 11.82. 


¿Qué aspecto tienen las superficies de nivel de f (x, y, z) =x? +Y y 2(x,y,2)=2- y) 
La superficie de nivel de f correspondiente a la constante c es la superficie formada por todos los puntos 
que satisfacen la ecuación 

S+ri=a 


Como no hay coordenada z en la ecuación, z puede tomar cualquier valor. Para c > 0, se trata un cilin- 
dro circular de radio yc alrededor del eje z. Las superficies de nivel son cilindros concéntricos; los 
angostos, cercanos al eje z, son aquéllos donde f tiene valores pequeños, y los anchos donde alcanza 
valores grandes (véase Fig. 11.83). La superficie de nivel de g correspondiente a la constante c es 


Z-y=cC. 


Ejemplo 5 ¿Ç 


Solución 


De 
gri 
hig 
cui 
cuz 
del 


=x2+1+22 ¿Qué 
; de temperatura? 


onde la temperatura 


era, la superficie de 
'el son pues esferas 
ión de temperatura 
la una marcada con 
y haciéndose más 
rcan más a medida 
la cuanto más lejos 
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Esta vez no hay variable x, por lo cual esta superficie es la que se obtiene al tomar cada punto de la 
línea recta z — y = c del plano yz y hacer que x avance en un sentido y otro. Se obtiene un plano que corta 
diagonalmente el plano yz; el eje x es paralelo a este plano (véase Fig. 11.84). 


Figura 11.83 Superficies de nivel de 
fœ yzy. 


Figura 11.84 Superficies de nivel de 
gy 2)=2-y. 


lo, por lo cual con 
nteriores, como se 


ar todos los puntos 


), se trata un cilin- 

concéntricos; los 
10s donde alcanza 
constante c es 


Solución 


Ejemplo 5 ¿Qué aspecto tienen las superficies de nivel de f (x, y, 2) =x +y- 27? 


De la sección 11.4 recordemos que la función cuadrática de dos variables g(x, y) = x? — y? tiene una 
gráfica en forma de silla de montar y tres tipos de contorno. La ecuación de contorno x? — y-=c da una 
hipérbola que abre de derecha a izquierda cuando c > 0, una hipérbola que abre de arriba hacia abajo 
cuando c < 0, y un par de rectas que se cortan entre sí cuando c = 0. Del mismo modo, la función 
cuadrática de tres variables f (x, y, z) =x? + y? — z? tiene tres tipos de superficies de nivel, lo cual depende 
del valor de c en la ecuación 1* + y — z? = c. Suponga que c > 0, por ejemplo c = 1. Reescriba la ecuación 
como x? + y?=2* + 1 y piense lo que pasa al cortar la superficie perpendicular al eje x al mantener z fija. 
El resultado es un círculo, x? + y? = constante, de radio por lo menos de 1 (porque la constante 22 + 1 > 
1). Los círculos se vuelven más grandes a medida que z crece. Si en lugar de ello tomamos el corte de x 
= 0, obtendríamos la hipérbola y? - z? = 1. El resultado se muestra en la figura 11.88, cona=b=c=1. 

En lugar de esto supongamos que c < 0, por ejemplo c = —1. Entonces las secciones transversales 
horizontales de x? + y? = z? —1 son otra vez círculos excepto que los radios se contraen a O en z = +1 y 
entre z=-—1 y z = 1 no hay secciones transversales en absoluto. El resultado se muestra en la figura 
1189cona=b=c=1. 

Cuando c = 0 se obtiene la ecuación x? + 1” = 22. De nueva cuenta, las secciones transversales hori- 
zontales son círculos, esta vez el radio se reduce a exactamente 0 cuando z = 0. La superficie resultante, 
ilustrada en la figura 11.90 con a = b = ¢ = 1, es el cono z = — vx? + y” estudiada en la sección 11.4, jun- 
to con el cono inferior z = — Vx? + y . 
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Catálogo de superficies 


Para referencia posterior, he aquí un catálogo de superficies. 


Figura 11.85  Paraboloide elíptico Figura 11.86  Paraboloide hiperbólico Figura 11.87  Elipsoide 
¿=p 2=- e + AA E = | 
y b a D a b (3 


z 
Z 


Figura 11.88  Hiperboloide de una hoja Figura 11.89 Hiperboloide de dos hojas Figura 11.90 Cono 


+4- c=l L+- i=] Sr 30 
: d i 


a D` £ a? 1) 


Figura 11.91 Plano Figura 11.92 Superficie cilíndrica Figura 11.93 Cilindro 
ax + by+cz=d. 2+y=a, parabólico y = ax?. 


(Estas figuras se consideran como ecuaciones de tres variables x, y y z.) 


Cómo es que las superficies pueden representar funciones de dos variables y 
funciones de tres variables 


Quizá usted ya observó que se han empleado superficies para representar funciones en dos maneras 
distintas. Primero, empleamos una sola superficie para representar una función de dos variables z = f 
œ y). En segundo lugar, empleamos una familia de superficies de nivel para representar una función de 
tres variables w = F(x, y, z). Estas superficies de nivel tienen ecuación F(x, y, Z2) = c. 


Po 


lar 


Problemas p 


11.87  Elipsoide 


Pre d e 3 | 


ira 11.90 Cono 


Pos 0 
D Cc? 


eS 


Cilindro 
y= ax, 


lables y 


n dos maneras 
variables z = f 
Ina función de 


Problemas para la sección 11.6 
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¿Cuál es la relación entre estos dos usos de superficies? Por ejemplo, considere la ecuación 
z= + +3. 


Defina 
G(x, y, z) =*+y +32 


Los puntos que satisfacen z = x? + y- + 3 también satisfacen x- + y- + 3 — 2 = 0. Por lo tanto, la superficie 
z=? + y* + 3 es la misma que la superficie de nivel 


Ga, yz) =2+y?+3-2=0. 


Por lo tanto, se tiene el siguiente resultado: 


Una sola superficie, que representa una función de dos variables z = f (x, y), siempre puede 


considerarse como miembro de la familia de superficies de nivel que representan una función de 
tres variables G(x, y, z) = f (x, y) —2. La gráfica de z = f (x, y) es la superficie de nivel G = 0. 


Por el contrario, un solo miembro de una familia de superficies de nivel puede considerarse como 
la gráfica de una función de la forma z = f (x, y) si es posible despejar z. Por ejemplo, si F(x, y, z) =° + 
y? + 2? entonces un miembro de la familia de superficies de nivel es la esfera 


CHP. 


Esta ecuación define z implícitamente como función de x y y. Al resolverla se obtienen las funciones 


D 


EZ E 
2=Ylox y” y 2=-yl=x -y 


La gráfica de la primera función es la mitad superior de la estera y la gráfica de la segunda función 
la mitad inferior. 


1. Por una esquina de una piscina rectangular entra agua caliente a nivel de la superficie de ia misma. 
Trace posibles diagramas de contorno para encontrar la temperatura de la piscina en la superficie y 
la temperatura un metro bajo la superficie. 


2. La figura 11.94 muestra diagramas de contorno de temperatura en grados Celsius en un cuarto a tres 
horas diferentes. Describa la circulación de calor en el cuarto. ¿Cuál podría ser la causa de esto? 


Figura 11.94 


3. Relacione las siguientes funciones con las superficies de nivel de la figura 11.95. 
a) fœ yz) =y+z2 b hiiy=2+2 
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. 12 
(D (11) . 
Un] 
i ' 13 
lô 
19 
20. 
' 
4. Describa verbalmente las superficies de nivel de f (x, y, 2) = sen (x + y +2). 11.7 LÍMIT 
5. Dibuje diagramas de contorno para tres secciones transversales diferentes con £ fija, de la función 
f(x, y. t)=cos teos VE +y, 0< Vi +y <70/2. 
6. La altura (en metros) del agua sobre el fondo de un estanque en el tiempo ż está dada por la función Lap 


h (x, y, t) =20 + seníx + y — t), donde x y y se miden horizontalmente con el eje positivo y al norte srl 
z EF " x mas 
y el eje positivo x al este, y donde f está en segundos. Con ayuda de los diagramas de contorno para 


E ñ RaT ae TA hast 
diferentes valores de ż describa el movimiento de la superficie del agua en el estanque. 

7. Describa verbalmente las superficies de nivel de g (x, y z) =e $t 0 long 
En los problemas 8 y 9 obtenga la ecuación de la función lineal f (x, y, 2) = ax + by + cz + d que tiene los Half 
valores dados para las secciones transversales con z = 1 y z = 4. dek 

nsa 

Sección transversal con Sección transversal con Sección transversal con Sección transversal con puec 
2=1 z=4 largi 
gene 

cerc 

i 1 

tune 

. las y 

10. En los problemas 8 y 9, suponga que las dos tablas tuvieran sólo tres valores anotados. ¿Podría deter- vari 
minarse f ? Suponga que las dos tablas tuvieran cinco valores. ¿Podría siempre determinarse f? CEN 
11. Encuentre la función lineal f(x, y, z) = ax + by + cz + d que tiene los diagramas de contorno para las tadas 
secciones transversales con z = 3 y z = 4 mostradas en las figuras 11.96 y 11.97. inter 


Figura 11.96 — Comeconz= A Figura 11.97 Corte conz=4 


AAA TU 


ja, de la función 


da por la función 
JSItIVO y al norte 
Je contorno para 
Jue. 


+ d que tiene los 


transversal con 


¿Podría deter- 
únarse f? 


torno para las 
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12. ¿Que aspecto tienen las superficies de nivel de f (x, y 2) =a- W + 2? (Sugerencia: Utilice 
secciones transversales con y constante en vez de secciones transversales con z constante.] 


Utilice el catálogo de superficies para identificar las superficies de los problemas del 13 al 19. 


13 Boyz] 14. “+yv-23=0 I5. EFI SOS 


l6 +r2=1 17. xvis+vi14d+rz=1 18. x+v=1 


19. lx-14*+v4+:=1 


20. Describa la superficie xè + y =2 + sen zY. En general, si f (z) >0 para toda z. describa la superfi- 
cieca? + (DY 


11.7 LÍMITES Y CONTINUIDAD 


La pared vertical del monte Half Dome, en el Parque Nacional de Yosemite en California, fue tallada 
por un glaciar durante la era Glacial (véase Fig. 11.98). La altura del terreno se eleva abruptamente 
más de 1000 pies si se escala el peñón desde el oeste, en tanto que es posible hacer un ascenso gradual 
hasta la cima desde el este. 

Si consideramos que la función 4 da la altura del terreno sobre el nivel del mar en términos de la 
longitud y latitud, entonces A tiene una discontinuidad a lo largo de la trayectoria en la base del risco 
Half Dome. Si se observa el mapa de contorno de la región de la figura | 1.99, vemos que en la mayoría 
de los lugares un pequeño cambio de posición resulta en un pequeño cambio en altura, excepto cerca del 
risco. Ahí, no importa qué tan pequeño sea el paso que demos, se obtiene un gran cambio en altura. (Se 
puede ver lo compactados que son los contornos cerca del risco; algunos terminan abruptamente a lo 
largo de la discontinuidad.) 

Esta característica geológica ilustra las ideas de continuidad y discontinuidad. En términos 
generales, se dice que una función es continua en un punto si sus valores en lugares cerca del punto son 
cercanos al valor en ese punto. Si éste no es el caso, se dice que la función cs discontinua. 

La propiedad de continuidad es aquella que, hablando prácticamente, solemos suponer de las 
funciones que estudiamos. De manera informal, esperamos (excepto en circunstancias especiales) que 
los valores de una función no cambien de manera drástica cuando se realicen pequeños cambios a las 
variables de entrada. Siempre que se haga un modelo de una función de una variable mediante una 
curva ininterrumpida, estamos haciendo esta suposición. Aun cuando las funciones nos sean presen- 
tadas como tablas de datos, por lo general se supone que los valores faltantes de la función en los puntos 
intermedios son cercanos a los medidos. 


Figura 11.98 El monte Half Dome Figura 11.99 Mapa de 
en el Parque Nacional de Yosemite. contorno del Half Dome. 
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En esta sección estudiaremos límites y continuidad de manera un poco más formal en el contexto 
de funciones de varias variables. Por simplicidad, estudiaremos estos conceptos para funciones de dos 
variables, pero nuestro análisis se puede adaptar a funciones de tres o más variables. 

Se puede demostrar que las sumas, productos y composiciones de funciones continuas son contin- 
uas, en tanto que el cociente de dos funciones continuas es continuo siempre que la función del denom- 
inador sea diferente de cero. Por lo tanto, cada una de las funciones 


cos(?y), 1nQ5 + y), 


In(sen(a? + y) ) 


es continua en todos los puntos (x, y) donde esté definida. 
Al igual que para funciones de una variable, la gráfica de una función continua sobre un dominio 
no interrumpido tampoco se interrumpe, es decir, la superficie no tiene huecos o rasgaduras. 


Ejemplo 1 De las figuras 11.100 a la 11.103, ¿cuál de las siguientes funciones parece ser continua en (0, 0)? 


E a 
(a) fay= fairy 
O, (x,y) = (0,0). 


(x,y) # (0,0), 


Figura 11.100 Gráfica de z = xX? y / (1? + y?). 


Figura 11.102 Gráfica de 
2=2/(02+y). 


DE, ) = (0,0 
(b) e(a= (r+ (xy) = (0,0), 
0, (x.y) = (0,0). 


q 
Figura 11.101 Diagrama de contorno de 
2=x y / (ac + y?). 


SW: 


"p 


Sl 


Figura 11.103 Diagrama de contorno de 
z =x2 / (0 + y). 


Solución a) La 
cu 
es 


de 
b) La 
co 
el 
ca 
an 


El 
función 
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Una f 
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lim, sso 
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continua 


Ejemplo2 Sean f y 
como sigi 


Utilizar la 
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i formal en el contexto Solución a) La gráfica y diagrama de contorno de f de las figuras 11.100 y 11.101 sugieren que f es cercana a 0 
para funciones de dos cuando (x, y) es cercano a (0, 0). Esto es, las figuras sugieren que f es continua en el punto (0, 0); 
les es evidente que la gráfica no tiene huecos o rasgaduras ahí. 

; continuas son contin- Sin embargo, las figuras no pueden señalarnos con seguridad si f es continua. Para cercioramos, 
la función del denom- debemos investigar analíticamente el límite, como se hizo en el ejemplo 2(a) de la página 56. 


b) La gráfica de g y Su contorno cerca de (0, 0) de la figura 11.102 y 11.103 sugieren que g se 
comporta de manera diferente de f: los contornos de g parecen “chocar” en el origen y la gráfica se 
eleva rápidamente de O a 1 cerca de (0, 0). Ligeros cambios en (x, y) cerca de (0, 0) pueden producir 
cambios grandes en g, por lo cual esperamos que g no sea continua en el punto (0, 0). De nuevo, un 
análisis más preciso aparece en el ejemplo 2(b) de la página 56. 


ma sobre un dominio 


sgaduras. El ejemplo previo sugiere que la continuidad en un punto depende del comportamiento de una 


función cerca del punto. Para estudiar de modo más formal el comportamiento cerca de un punto nece- 
inua en (0, 0)? sitamos definir el límite de una función de dos variables. Supongamos que f (x, y) es una función 
definida en un conjunto en el espacio bidimensional que no necesariamente contiene el punto (a, b), 


00) pero sí puntos (x, y) arbitrariamente cerca de (a, b); supongamos que L es un número. 
1%(0,0), 


= (0,0). La función f tiene un límite Ł en el punto (a, b), escrito 


lím f(x, y)=L, 
(x, y) > (a, b) 


si la diferencia | f (x, y) — L | es tan pequeña como se quiera siempre que la distancia desde el 
punto (x, y) al punto (a, b) sea suficientemente pequeña, pero no cero. 


Definimos la continuidad para funciones de dos variables de la misma manera que para funciones 
de una variable: 


Una función f es continua en el punto (a, b) si 
lím f(x. y)= f(a, b), 
ma de contorno de ia Ua 
+ y). Una función es continua si es continua en cada punto de su dominio. 


Por lo tanto, si f es continua en el punto (a, b), entonces f debe estar definida en (a, b) y el límite, 
lím, >a p f 0% y), debe existir y ser igual al valor f (a, b). Si una función está definida en un punto (a, 
b) pero no es continua ahí, entonces decimos que f es discontinua en (a, b). 

Ahora aplicamos la definición de continuidad a las funciones del ejemplo 1, demostrando que f es 
continua en (0, 0) y que g es discontinua en (0, 0). 


Ejemplo 2 Sean f y g las funciones definidas en todas partes en el espacio bidimensional, excepto en el origen, 


o como sigue 
» P 3 
«0 E OS, + 
ANS d Jans O rt 
de contorno de Utilizar la definición de límite para demostrar que lím f(x, y)=0 lím g, y) no existe. 


2?) œ y) > (0,0) (x, y) > (0,0) 


Oooo 
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Solución a) La gráfica y el diagrama de contorno de f sugieren ambas que lím f(x y)=0. Para usar la de- 
(nr) +10 
definición de límite, debemos calcular | f(x, y) — L | con L = Q: pai 


E 
wyi 


Y |+ 
` ana id 


[fæ y =L| 


d<iM< ve + y 


Ahora Vaf + y? es la distancia de (x, y) a (0, 0). Por lo tanto, para hacer If (x, y) — O < 0.001, por 
ejemplo, sólo necesitamos pedir que (x, y) esté a menos de 0.001 de (0, 0). Más generalmente, para 
cualquier número positivo u, no importa lo pequeño que sea, estamos seguros que | f (x, y) —0O|< u 
siempre que (x, y) no esté más lejos que u de (O, 0). Esto es lo que queremos decir al afirmar que la 
diferencia | f (x, y) — O| se puede hacer tan pequeña como se desee escogiendo una distancia sufi- 
cientemente pequeña. Por lo tanto, se puede concluir que 


f y 
lím —=0, 
(y) > (a b) + y! 


Observe que la función f tiene un límite en el punto (0, 0) aun cuando f no estaba definida en (0, 0). 
Para hacer f continua en (0, 0) debemos definir que su valor ahí sea 0, como hicimos en el ejemplo 1. 

b) Aun cuando la fórmula que define la función g parece similar a la de f, vimos en el ejemplo 1 que el 
comportamiento de g cerca del origen es muy diferente. Si consideramos los puntos (x, 0) a lo largo 
del eje x, cerca de (0, 0), entonces los valores g (x, 0) son iguales a 1, mientras que si consideramos 
los puntos (0, y) a lo largo del eje y cerca de (0, 0), entonces los valores g (0, y) son iguales a 0. Por lo 
tanto, dentro de cualquier disco (no importa lo pequeño que sea) con centro en el origen, hay puntos 
donde g = 0 y puntos donde g = 1. Por lo tanto, el límite m aE (x, y) no existe. 


Mientras que las nociones de límite y continuidad parecen formalmente lo mismo para funciones de 
una y dos variables, son un poco más sutiles en el caso de varias variables. La razón de esto es que en la 
recta (espacio unidimensional) podemos aproximarnos a un punto desde dos direcciones solamente 
(izquierda o derecha), pero en el espacio bidimensional hay un número infinito de formas de aproximarse 
a un punto dado. 


Problemas para la sección 11.7 


1. Demuestre que la función f no tiene un límite en (0, 0) examinando los límites de f conforme (x, y) 
> (0, 0) a lo largo de la curva y = kx? para valores diferentes de k. La función está dada por 


Ey: Hs, x2+y20. 
x4y 
2. Demuestre que la función f no tiene un límite en (0, 0) examinando los límites de f conforme (x, y) 


* (0, 0) a lo largo de la recta y = x y a lo largo de la parábola y = x? . La función está dada por 


> 


fuy= (x, y)% (0, 0). 
3. Considere la siguiente función: 
MA ; 
say- SE e00, 
0, (x, y)= (0, 0). 


0. Para usar la de- 


- 01 < 0.001, por 
neralmente, para 
f(x y) 0|<u 


al afirmar que la 
la distancia sufi- 


efinida en (0, 0). 
¡en el ejemplo 1. 
ejemplo 1 que el 
; (x, 0) a lo largo 
si consideramos 
ruales a O. Por lo 
igen, hay puntos 


ara funciones de 
sto es que en la 
ones solamente 
de aproximarse 


conforme (x, y) 


ada por 


conforme (x, y) 
i dada por 
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a) Dibuje con computadora la gráfica y el diagrama de contorno de f. 
b) ¿Sugieren sus respuestas al inciso a) que f es continua en (0, 0)? Explique su respuesta. 
4. Considere la función f, cuya gráfica y diagrama de contorno están en las figuras 11.104 y 11.105, y 
que está dada por 
sæy-l ary ENFO0, 
0, (x, y)= (0, 0). 
a) Demuestre que f (0, y) y f (x, 0) son cada una funciones continuas de una variable. 


b) Demuestre que los rayos que emanan del origen están contenidos en contornos de f. 
c) ¿f es continua en (0, 0)? 


L$ 
-i 45 
y 7 a 


L e ia 
5 


Figura 11.104 Gráfica de z = xy / (xœ? + y?). Figura 11.105 Diagrama de 
contorno de z = xy / (4- + y”). 


Para los problemas del 5 al 9 calcule los límites de las funciones f (x, y) a medida que (x, v) * (0, 0). 
Puede suponerse que las funciones polinomiales, exponenciales, logarítmicas y trigonométricas son 
continuas. 


5. f(1y)=x + y" 6 f(1y)=e" 
e FG, y =E 8. FO yo ae. 
x +l (sen y) + 2 
sen (x7 + y) f r 
9. f(x y)= TEA [Sugerencia: puede suponerse lím (sent)/t=1.) 
r 4 rea 


Para las funciones de los problemas del 10 al 12, demuestre que lím f f(x. y) no existe. 
x y) (0, 
10. fæ y= EA, xy ll. fuay=t 
x-y x- +y- 


Xy 
12. fk y =—, vel y yæl 
bol 


13. Demuestre que los contornos de la función g definida en el ejemplo 1(b) de la página 54 son rayos 
que emanan del origen. Encuentre la pendiente del contorno g (x, v) = c. 
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14. Explique por qué la siguiente función no es continua a lo largo de la recta y = 0. 


—x, y<0, 
FG, y) = 
—2, y<0, 


En los problemas 15 y 16, determine si hay un valor para c que haga que la función sea continua en 
todas partes. Si es así, encuéntrelo; si no, explique por qué. 


15. 


> U Nc 


c+y, S3, 
fx y)= 16. f(x, y)= 
S-y, x>23, 


c+), DI, 


S-x, x>3, 


PROBLEMAS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO ONCE 


. Describa el conjunto de puntos cuya coordenada x es 2 y cuya coordenada y es 1. 
. Encuentre el centro y radio de la esfera con ecuación x? + 4x + y? — 6y +z? + 122=0. 
. Encuentre la ecuación del plano que pasa por los puntos (0, 0, 2), (0, 3, 0), (5, 0, 0). 


. Encuentre una función lineal cuya gráfica sea el plano que corta al plano xy a lo largo de la recta 


y = 2x + 2 y contiene el punto (1, 2, 2). 


. Considere la función f (r h) = 71rr?h que da el volumen de un cilindro de radio r y altura A. Trace las 


secciones transversales de f, primero conserve h fija y luego conserve r fija. 


. Considere la función z = cos Vx? + y?. 


a) Trace las curvas de nivel de esta función. 

b) Trace una sección transversal de la superficie z = cos Vx? + y? en el plano que contiene los ejes 
x y z. Ponga unidades en sus ejes. 

c) Trace la sección transversal de la superficie z = cos Vx? + y? del plano que contiene el eje z y la 
recta y = x del plano xy. 


Para los problemas del 7 al 10, trace con computadora o calculadora la gráfica de una función con las 
formas dadas. En su trazo incluya los ejes y la ecuación empleados para generarla. 


7. 
8. 
9; 
10. 


Un cono de sección transversal circular que abre hacia abajo y con su vértice en el origen. 
Un tazón que abre hacia arriba y tiene su vértice en 5 en el eje z. 
Un plano que tiene sus intersecciones x, y y z todas positivas. 


Un cilindro parabólico que abre hacia arriba a lo largo de la recta y = x del plano xy. 


Diga si los enunciados de los problemas del 11 al 15 son necesariamente ciertos, podrían ser ciertos o no 
pueden ser ciertos. La función z = f (x, y) está definida en todas partes. 


IL 


12. 


13, 
14, 
15. 


Las curvas de nivel correspondientes a z = 1 y z = —1 se cruzan en el origen. 

La curva de nivel z = 1 consta del círculo x? + y? = 2 y el círculo x? + y? = 3, pero no otros puntos. 
La curva de nivel z = 1 consta de dos rectas que se cortan en el origen. 

Siz =" **), hay una curva de nivel para todo valor de z. 


S1z=4*" **), hay una curva de nivel que pasa por todo punto (x, y). 


21.1 


A 
u 


Encu 


1 


Figur 


sea continua en 


ICE 


rgo de la recta 


ra h. Trace las 


tiene los ejes 


e el eje z y la 


ación con las 


den. 


“ciertos o no 


"os puntos. 
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Para cada una-de las funciones de los problemas del 16 al 19, haga una gráfica de contorno en la región 

2 < x< 2y -2 < y < 2. En cada caso, ¿cuál es la ecuación y la forma de las líneas de contorno? 

16. z=sen y 17. 2=3x-Sy+1 18. 2=2x+y 19. 28 

20. Suponga que se encuentra en un cuarto de 30 pies de largo y hay un calentador en un extremo. Por 
la mañana, el cuarto tiene una temperatura de 65°F. Enciende el calentador, que rápidamente 
calienta el cuarto a 85°F. Sea H (x, t) la temperatura a x pies del calentador, t minutos después que 
el calentador se enciende. La figura 11.106 muestra el diagrama de contorno para H. ¿Cuál es la 


temperatura a 10 pies del calentador 5 minutos después de encenderlo? y ¿10 minutos después de 
encenderlo? 


t minutos 


Figura 11.106 Figura 11.107 


21. Utilice el diagrama de contorno de la figura 11.106 para trazar las gráficas de las funciones de una 
variable H (x, 5) y H (x, 20). Interprete las dos gráficas en términos prácticos, y explique la diferen- 
cia entre ellas. 


22. La figura 11.107 muestra el diagrama de contorno para la función de cuerda en vibración de la 
página 8: 
f(x, t=costsenx, O<x< a. 

Mediante el diagrama, describa verbalmente las secciones transversales de f con t fija y las secciones 
transversales de f con x fija. Explique lo que se ve en términos del comportamiento de la cuerda. 
Encuentre ecuaciones para las funciones lineales con los diagramas de contorno de los problemas 23 y 24. 

23, : 24. 


E ES al E: ERES 


lu 
uy 


Figura 11.108 Mapa de contorno de g (x, y). Figura 11.109 Mapa de contorno de h (x, y). 
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25. La figura 11.110 muestra los contornos de intensidad luminosa como función de la posición y el 
tiempo en una guía de onda microscópica. 


thempo (nanosegundos 


NN 
NU 


WA 
NV 


J FUNI 


TUN 


10 5 $ 10 de la guía de onda (micrones) 


Figura 1.110 


a) Dibuje gráficas que muestren la intensidad tomo función de la posición en los tiempos 0, 2, 4, 
6, 8 y 10 nanosegundos. 

b) Si pudiera crear una animación que muestre cómo varía la gráfica de intensidad en función de 
la posición conforme pasa el tiempo, ¿qué aspecto tendría? 

c) Dibuje una gráfica de la intensidad en función del tiempo en las posiciones —5, O y 5 micrones 
desde el centro de la guía de onda. 

d) Describa lo que hacen los rayos de luz en esta guía de onda. 


la posición y el 


ro 

ticrones) 
tiempos O, 2, 4, 
len función de 


0 y 5 micrones 


CAPÍTULO DOCE 


UNA HERRAMIENTA 
FUNDAMENTAL: LOS VECTORES 


En el cálculo de una variable se representan cantidades como la velocidad 
mediante números, pero, para especificar la velocidad de un móvil en el 
espacio, es necesario precisar con qué rapidez avanza y en qué dirección. En 
este capítulo se utilizan vectores para representar cantidades que tienen 
dirección y magnitud. 
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12.1 VECTORES DE DESPLAZAMIENTO Suma y re: 


Su 

A 50 

Suponga que un piloto planea un vuelo de Dallas a Pittsburgh. Hay dos datos que debe saber: la distancia des 
por recorrer (para tener combustible suficiente) y en qué dirección volar (para llegar a Pittsburgh). Estas 


dos cantidades representan el desplazamiento, o vector de desplazamiento, entre las dos ciudades. 


El vector de desplazamiento de un punto a otro es una flecha con su cola o extremo posterior en 
el primer punto y su punta en el segundo. La magnitud (o longitud) del vector de desplazamiento 


es la distancia entre los puntos, y está representada por la longitud de la flecha. La dirección del 
vector de desplazamiento es la dirección de la flecha. 


La figura 12.1 muestra los vectores de desplazamiento de Dallas a Pittsburgh, de Albuquerque a 
Oshkosh, y de Los Ángeles a Buffalo, SD. Estos vectores de desplazamiento tienen la misma longitud y 
la misma dirección. Se dice que los vectores de desplazamiento entre las ciudades correspondientes son 
iguales, aun cuando no coincidan. En otras palabras 


Los vectores de desplazamiento que apuntan en la misma dirección y tienen la misma magnitud se Fi 
consideran iguales, aun cuando no coincidan. 


de : 
dei 
Pittsburgh quc 


Buftalo SD | Oshkosh 


A Fá 
Los Angeles Z 
Albuquerque 
S 


Dallas 


Figura 12.1 Vectores de desplazamiento entre ciudades 


Notación y terminología 


El vector de desplazamiento es el primer ejemplo de un vector. Los vectores tienen magnitud y direc- 
ción; en comparación con ellos, una cantidad especificada sólo por un número, pero sin dirección, se 
llama escalar.! Por ejemplo, el tiempo empleado en volar de Dallas a Pittsburgh es una cantidad escalar. 
El desplazamiento es vector porque se necesita distancia y dirección para especificarlo. 
En este libro, los vectores se escriben con una flecha encima, v para distinguirlos de los escalares. 
Otros libros utilizan una y negrita para denotar un vector. Aquí usamos la notación PO para 


denotar el vector de desplazamiento del punto P al punto Q. La magnitud, o longitud, de un vector v 
se escribe lly {l. 


vect 


"Así Hamada por W. R. Hamilton porque son simplemente números en la escala de =o a eo 


aber: la distancia 
'tsburgh). Estas 
ciudades. 


o posterior en 
:splazamiento 
dirección del 


e Albuquerque a 
nisma longitud y 
espondientes son 


a magnitud se 


nagnitud y direc- 
sin dirección, se 
ı cantidad escalar. 


le los escalares. 
otación PQ para 
d, de un vector v 
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Suma y resta de vectores de desplazamiento 


Supongamos que la NASA ordena que un robot en Marte se desplace 75 metros en una dirección y luego 
50 metros en otra dirección (véase Fig. 12.2). ¿En dónde termina el robot? Supongamos también que los 
desplazamientos están representados por los vectores v y w, respectivamente. Entonces la suma v + w 


indica la posición final. 


La suma v + w de dos vectores v y w es el desplazamiento combinado que resulta de aplicar 
primero v y luego w (véase Fig. 12.3). La suma w + v da el mismo desplazamiento. 


Meta 


Desplazamiento 


5 
combinado Um 


Salida Salida 


Figura 12.2 Suma de desplazamientos de Figura 12.3  Lasuma y +w=w+v. 


robots en Marte, 


Supongamos que dos robots empiezan a desplazarse desde el mismo lugar. Uno avanza a lo largo 
de un vector de desplazamiento v y el otro a lo largo del vector de desplazamiento w. ¿Cuál es el vector 
de desplazamiento, x, desde el primer robot al segundo? (véase Fig. 12.4). Como v +x = w, definimos 
que x es la diferencia v = w — v. En otras palabras w — v nos lleva de v a w. 


La diferencia, w — v, es el vector de desplazamiento que cuando se suma a v, produce w; esto es, 
w =v + (w — y) (véase Fig. 12.4). 


Segundo robot 


Primer robot 
Salida 


Figura 12.4 La diferencia w — v. 


Si el robot termina donde empezó, entonces el vector de desplazamiento total es el vector cero, 0. El 


vector cero no tiene dirección. 


El vector cero, 0, es un vector de desplazamiento con longitud cero, 


Multiplicación de vectores de desplazamiento por un escalar 


Si v representa un vector de desplazamiento, el vector 2v representa un desplazamiento dos veces mayor, 
en la misma dirección que v. De igual manera, -2v representa un desplazamiento del doble de magnitud 
en dirección contraria (véase Fig. 12.5). 


Figura 12.5 Múltiplos 
escalares del vector v. 


Si A es un escalar y v es un vector de desplazamiento, el múltiplo escalar de v por A, escrito A v, 
es el vector de desplazamiento con las siguientes propiedades: 
e El vector de desplazamiento À y es paralelo a v, apuntando en la misma dirección si A >Q, y 


en la dirección opuesta si à < 0, 
e La magnitud de A v es |À] veces la magnitud de v, esto es, IJÀ v|} = JÀ] lvi]. 


Observe que [A] representa el valor absoluto del escalar À en tanto que ||A vij, la magnitud del vector 
Àv. 


Ejemplo 1 Explicar por qué w =- v = w +(-1)v. 


Solución El vector (-1)v tiene la misma magnitud de v, pero apunta en dirección opuesta. La figura 12.6 muestra 
que el desplazamiento combinado w + (—1)v es el mismo que el desplazamiento w — v. 


Salida 


Figura 12.6 Explicación de 
por qué w -v = w + (-1)v. 


Horee ae a e e e 


Vectores paralelos 


Dos vectores v y w son paralelos si uno es un múltiplo escalar del otro, es decir, si w = Av. 
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Componentes de vectores de desplazamiento: los vectores i,j yk 


Suponga que usted vive en una ciudad con calles equidistantes, que corren de este a oeste y de norte a 
sur, y que desea indicarle a alguien cómo llegar de un lugar a otro. Probablemente le diría cuántas 
manzanas recorrer de este a oeste y cuántas de norte a sur. Por ejemplo, para ir de Pa Q en la figura 12.7, 
caminamos cuatro manzanas al este y una al sur. Si i yj son como se muestra en la figura 12.7, entonces 


el vector de desplazamiento de P a Q es 4i —j. 


Figura 12.7 El vector de 
desplazamiento de P a Q es 41 — j. 


La misma idea la extendemos a tres dimensiones. Primero elegimos un sistema cartesiano de ejes 
coordenados. Los tres vectores de longitud 1 que se muestran en la rigura 12.8 son el vector :, que apunta 
en dirección del eje positivo de las x, el vector j, en dirección del eje positivo de las y, y el vector k, en 
dirección del eje positivo de las z. 


> (3, 2) 


r y ' ` 


Figura 12.9 Se descompone v en 


Figura 12.8 Los vectores i, j 
componentes al escribirlo como v = 31 + 2j. 


y k en el espacio. 


Notación de los vectores de desplazamiento usando i, j yk 


Cualquier desplazamiento, en tres dimensiones o en el plano, se puede expresar como una combinación 
de desplazamientos en las direcciones de los ejes de coordenadas. Por ejemplo, la figura 12.9 muestra 
que el vector de desplazamiento y desde el origen al punto (3, 2) puede escribirse como una suma de 
vectores de desplazamiento a lo largo de los ejes x y y: 


v=3i +2 


Esta operación recibe el nombre de descomponer v en sus componentes. En general: 


Descomponemos y en sus componentes al escribir y en la forma 


VW +r j + VA. 


Llamamos a v,i , v,] y v,k, las componentes de y. 
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Otra notación para vectores 


Muchas personas escriben un vector en tres dimensiones como una fila de tres números, es decir, como 


V = (v, Va v3) en lugar de Y = (v,f, vaj , Vak). 


Como la primera notación puede confundirse con un punto y la segunda no, por lo general usamos esta 
última. 


Ejemplo 2 Descomponer el vector de desplazamiento, v, desde el punto P, = (2, 4, 10) al punto P, = (3, 7 6) en sus 
componentes. 


Solución Para llegar de P, a P,, avanzamos una unidad en la dirección positiva de x, tres en dirección positiva y y 
cuatro en dirección negativa de z. Por lo tanto, v =i + 3j ~ 4k. 


Ejemplo 3 Decir si el vector v = 2 i +3j -5k es paralelo a cada uno de los siguientes vectores: 
w=4i +6; +10k, a=-i-15)-2.5k, b=4i +6j+9k 


Solución Como w = 2v y a=-0.5v, los vectores v, w y a son paralelos, pero Ẹ no es múltiplo de v (porque, por 
ejemplo 4 / 2 + 9 / 5), así que v y b no son paralelos. 


En general, la figura 12.10 muestra cómo expresar en sus componentes un vector de desplazamiento 
entre dos puntos: 


Componentes de los vectores de desplazamiento 


El vector de desplazamiento del punto P, = (x,, y,» 7,) al punto P, = (x,, y,, Z2) está dado en compo- 


nentes por 
P,P, = Go T Xi Ji + O, Y) + (2, -j zpk . 


Vectores de posición: Desplazamiento de un punto desde el origen 


Un vector de desplazamiento cuya cola está en el origen se llama vector de posición. Así, cualquier 
punto (Xo Yo» Zo) En el espacio tiene asociado consigo al vector de posición rg = xy! + Yoj + Zok. (Véase 
Fig. 12.11). En general, un vector de posición indica el desplazamiento de un punto desde el origen. 


UL 


PP > A p, = a, Ya 22) A | 


S Nar = pi 
r | 
y DE J 
P 
4 XK 
Figura 12.10 El vector de desplazamiento Figura 12,11 El vector de posición 


PP, = (69) +03) + e-z). h=x 8 + Yo] +24. 
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Supo 


Figura 12.1 
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Las componentes del vector cero 


El vector de desplazamiento cero tiene magnitud igual a cero y se escribe 0. Así, O0 = 01 + Oj + Ok. 


La magnitud de un vector en componentes 


Para encontrar la magnitud ||| 
Fig. 12.12). 


, de un vector, v = v,i + y, , se emplea el teorema de Pitágoras (véase 


Mi= longitud = / 4 


13) ` 


Figura 12.12 


En tres dimensiones, para un vector v = v;i +v, j + vk, se tiene 


Magnitud de v = ||v || = longitud de la flecha V+j + v3 + v3 


Por ejemplo, si v = 3i — 4j + 5k, entonces ||v || = V 32 + (4)2 + 52 = V50 . 


Suma y multiplicación por un escalar de vectores en componentes 


Supongamos que los vectores v y w están dados en componentes: 


V=v 1 + vj tvk y TS 
Entonces 


v+w=(v, +w) i+ (v, +w) J + (v, + w) k, 


Av = Avy + Àv j + Av,k 


Las figuras 12.13 y 12.14 ilustran estas propiedades en dos dimensiones. Finalmente, v — w = v + (-D)w, 
así que se puede escribir v — w = (v, —w,)i +(v,—Ww,)J + (v; —wyK. 


Figura 12.13 La suma v + wen Figura 12.14 Múltiplos escalares de vectores v, 2v, y —3v. 


componentes. 
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———_ __—— 


Forma de descomponer un vector en sus componentes 


Ejemplo 6 Encc 
Uno puede preguntarse cómo encontrar las componentes de un vector de dos dimensiones, dada sul 


tud y dirección. Supongamos que el vector v tiene longitud v y forma un ángulo 8 con el eje x, m Solución El vi 
en sentido contrario al de las manecillas de un reloj, como en Ja figura 12.15. Si y = v,i + 1,7, laf 
12.15 muestra que 
Por 
vyy=vcosg y  v,=vsen6, 
Por lo tanto, descomponemos el vector v en sus componentes al escribir 
así 
v=(ycos O) + (vsen 0)}j. 
Los vectores en tres dimensiones se descomponen usando cosenos directores; véase el problema 29 dei 
página 95. 
y 
DA 
| Problemas pi 
` sen # 
> 8 | 
Z Y 
E — 1 
v cos O 
Figura 12.15 Descomposición de un 
vector: y = (v cos 0) + (y sen Oj. 
Ejemplo 4 Descomponer el vector y en sus componentes sı v=2 y O= 7/6. 
Solución Tenemos v =2 cos (70/6)í +2 sen(m/6)j =2(V 3/2) +20 1D] = V3 i +j. 
| 
. . | 
Vectores unitarios | 
Un vector unitario es aquél cuya magnitud es 1. Los vectores i,j y k son vectores unitarios en la 
direcciones de los ejes coordenados. A veces resulta útil encontrar un vector unitario con la mism 
dirección que un vector v dado. Supongamos que I|v]| = 10; un vector unitario de la misma dirección 
que v es vy / 10. En generel, un vector unitario en la dirección de cualquier vector v diferente de ceros 
, P: 
u =— 
iil 
Ejemplo § Encontrar un vector unitario, u, en la dirección del vector v = 7 +37. 
{j 
AS si í : ET o ; : PAE , 
Solución Siv =i + 3j, entonces ||v|| = yı +3? =/10. Por lo tanto, un vector unitario en la misma dirección esti ; 
dado por , 
E Es La, 3j) = Eee o roon 95; 
v10 vio vio VIO 
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E Ejemplo 6 Encontrar un vector unitario en el punto (x, y, z) que apunta radialmente hacia afuera desde el origen. 


longi- 
redido Solución El vector desde el origen hasta (x, y, z) es el vector de posición 
figura . 
r=xi + yj +2k. 
Por lo tanto, si ponemos su cola en (x, y, z) apuntará alejándose desde el origen. Su magnitud es 
lell = 42 + y? +2, 
así que un vector unitario que apunte en la misma dirección es 
r xi+yj+zk x 
9 de la a AFA ER A o aaa 
Mio vader yz Vx tyl +z Vaite Vatt 
Problemas para la sección 12.1 
1. Los vectores w y u son los de la figura 12.16. Relacione los vectores p, q, Y, s, f con cinco de los 
siguientes Vectores: u +w, Y —W, W—4,2w —u, u —2w,2w,-—2w, 24, -24,w,-u. 
A 
y 4 
PE SE N 
Ñ———__ N 
A / 
A 
Figura 12.16 Figura 12.17 


anos en las 
on la misma 
na dirección 
te de cero es 


2. Dados los vectores de desplazamiento v y w en la figura 12.17, dibuje los siguientes vectores: 
a) v+w b) v-w C) 2v d) 2v+w e) v—2w. 


Para los problemas del 3 al 8, efectúe las operaciones indicadas en los siguientes vectores: 
d=2j +k, b=-3 +5 +4k, ¿=i+6j, x=2 +9, y=4 1, 2=i-3-k. 


3. Ill 4. a+z 5. 5b 

6. 2c +X 7. lvl 8. 2a+7b -5z 
irección está Para los problemas del 9 al 12, efectúe el cálculo indicado. 

9. (4i +2/)-(BÍ -j) 10. ((+2)+(E)Q+J) 


I. 443-050) 12. 2(0.45í -0.97 — 0.014) -0.5 (1.21 — 0.1K) 
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Encuentre la longitud de los vectores de los problemas del 13 al 16. 
13. v=i -j +3k 14. v=i -j +2k 
15. v=1.2i -3.6) +4.1k 16. v=72í -1.5j +2.1£ 


Un gato está en el suelo en el punto (1, 4, 0) observando una ardilla que se encuentra en lo 4 
árbol. El árbol mide una unidad de alto y su base está en el punto (2, 4, 0). Encuentre los ves 
desplazamiento de los problemas del 17 al 20. 


17. Del origen al gato. 18. De la base del árbol a la ardilla. 
19. De la base del árbol al gato. 20. Del gato a la ardilla. 
21. En la gráfica de la figura 12.18, dibuje el vector v = 4i +j dos veces, una vez con suco 
origen y otra con su cola en el punto (3, 2). 

y 


5 


I 
| ! 
12345678910 12345678910 3 
Figura 12.18 Figura 12.19 Escala: largo 
de 1 cuadro = 0.25 pulgadas. 3 
Descomponga los vectores de los problemas del 22 al 26 en sus componentes. - 
22. El vector mostrado en la figura 12.19. mw 
23. Un vector que se inicia en el punto P = (1, 2) y termina en el punto Q = (4, 6). 3 
24. Un vector que se inicia en el punto Q = (4, 6) y termina en el punto P = (1, 2). 


25. z 26. 


27. Encuentre la longitud de los vectores u y v del problema 26. or 
28. Encuentre un vector que apunte en la misma dirección que ¿ — j + 2k , pero de longitud 2, 


29. a) Encuentre un vector unitario del punto P = (1, 2) y hacia el punto Q = (4, 6). 
b) Encuentre un vector de longitud 10 que apunte en la misma dirección. 


30. De los siguientes vectores, ¿cuáles son paralelos? 


u=2 +4 -2k, vV=i-j+3k, w=-i -2j +k, 
p=i+j+k, q=4i -4j +12k, r=i-j+k. 
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31. La figura 12.20 muestra una molécula con cuatro átomos en O, A, B y C. Verifique que cada uno de 
los átomos de la molécula se encuentre a dos unidades de otro átomo cualquiera. 


< 


C(U1,1/43,2 7/3) 


je un 
es de 


en el BUON, 0) 


Figura 12.20 


Para los problemas 32 y 33, considere el mapa de la figura 11.1 de la página 2. 


32. Si alguien sale de Topeka a lo largo de los siguientes vectores, ¿aumenta o disminuye la tempe- 
ratura? 
a) u=3 +2 b) v=- -j ©) w=-5i-5j. 

33. Trace un vector que apunte en la dirección en que la temperatura aumenta con más rapidez, comen- 
zando en Buffalo. Después, comenzando en Boise, trace un vector que apunte en la dirección en que 
la temperatura disminuya con más rapidez. 


34. Un camión se dirige al norte a 30 km/h y se aproxima a un crucero. En un camino perpendicular, una 
patrulla viaja al oeste hacia la intersección a 40 km/h. Supongamos que ambos vehículos llegarán al 
crucero exactamente en una hora. Encuentre el vector que representa el desplazamiento del camión 
con respecto a la patrulla. 


35. Demuestre que las medianas de un triángulo se cortan en un punto situado a 1/3 de la distancia a lo 
largo de cada mediana, medida desde el lado que corta. 


36. Demuestre que las rectas que unen el centroide (el punto de intersección de las medianas) de una cara 
del tetraedro y el vértice opuesto se encuentran en un punto situado a + de la distancia de cada 
centroide a su vértice opuesto. 
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Además del desplazamiento, hay muchas cantidades que tienen magnitud y dirección y se suman y 
multiplican por escalares al igual que los desplazamientos. Cualquiera de tales cantidades recibe el 
nombre de vector y está representada por una flecha de la misma manera que se representan los desplaza- 
mientos. La longitud de una flecha es la magnitud del vector, y la dirección de la flecha es la dirección 
del vector. 


Velocidad vectorial contra rapidez escalar 


La rapidez de un móvil indica qué tan rápido se desplaza, por ejemplo a 80 km/h. La rapidez es sólo un 
número y, por lo tanto, es escalar. La velocidad, por otra parte, nos indica con qué rapidez se desplaza y 
cuál es la dirección del movimiento; es un vector. Por ejemplo, si un automóvil se dirige al noreste a 80 
km/h, entonces su velocidad es un vector de longitud 80 que apunta hacia el noreste. 


or 
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El vector de velocidad de un móvil es un vector cuya magnitud es la rapidez del objeto y cuya 


dirección es la dirección de su movimiento. 


Ejemplo 1 Un vehículo se dirige al norte a una rapidez de 100 km/h, en tanto que un avión vuela horizontalmente al Ejemplo 3 


suroeste a una rapidez de 500 km/h. Dibujar los vectores de velocidad del vehículo y del avión. 
LG ; : a ta i Solución 
Solución La figura 12.21 muestra los vectores de velocidad. El vector de velocidad del avión es cinco veces más 

largo que el del vehículo, porque su rapidez es cinco veces mayor. 


Vector de velocidad ——*s- 
del auto 


Ejemplo 4 


. 


Vector de velocidad ———-m- 
del avión 


None 


Solución 


Figura 12.21 El vector de velocidad del auto es 
100 km/h al norte y el del avión 500 km/h al suroeste. 


El siguiente ejemplo ilustra que los vectores de velocidad para dos movimientos se suman para dar 5 
el vector de velocidad para el movimiento combinado, al igual que los desplazamientos. $ 


Ejemplo 2 Una lancha se desplaza por un río con velocidad v y una rapidez de 8 km/h en relación con el agua. 
i Además, el río tiene una corriente c y una rapidez de 1 km/h (véase Fig. 12.22). ¿Cuál es el significado 
| físico del vector v +c? P 


la 
c = Velocidad de la corriente PO 
lell = 1 km/hr A TT . 


v = Velocidad respecto del agua 
Ilvll=8 km/hr 


Figura 12.22 La velocidad de la lancha en relación con 
el lecho del río es la suma v +c. 


Solución El vector v indica cómo avanza la lancha en relación con el agua, en tanto que c indica cómo fluye el 
agua en relación con el lecho del río. Durante una hora, imagine que la lancha se desplaza 8 km en 
relación con el agua, que permanece inmóvil; este desplazamiento se representa por v. Luego imagine 
que el agua avanza 1 km mientras el bote continúa estacionario en relación con el agua; este desplaza: 

| miento se representa por c, El desplazamiento combinado se representa por v + c. Por lo tanto, el vector 

l v +c es la velocidad del bote en relación con el lecho del río. E Ace 

| Observe que la rapidez efectiva del bote no es necesariamente 9 km/h, a menos que el bote se 

desplace en la dirección de la corriente. Aun cuando sumamos los vectores de velocidad, no necesaria 
mente sumamos sus longitudes. 


Otrc 
espe 
9.81 
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El vector de velocidad de un móvil es un vector cuya magnitud es la rapidez del objeto y cuya 


dirección es la dirección de su movimiento. 


Ejemplo 1 Un vehículo se dirige al norte a una rapidez de 100 km/h, en tanto que un avión vuela horizontalmente al 
suroeste a una rapidez de 500 km/h. Dibujar los vectores de velocidad del vehículo y del avión. 


Solución La figura 12.21 muestra los vectores de velocidad. El vector de velocidad del avión es cinco veces más 
largo que el del vehículo, porque su rapidez es cinco veces mayor. 


Vector de velocidad ——=- 
del auto 


Vector de velocidad ———a= 
del avión 


Norte 


Figura 12.21 El vector de velocidad del auto es 
100 km/h al norte y el del avión 500 km/h al suroeste. 


El siguiente ejemplo ilustra que los vectores de velocidad para dos movimientos se suman para dar 
el vector de velocidad para el movimiento combinado, al igual que los desplazamientos. 


Ejemplo 2 Una lancha se desplaza por un río con velocidad v y una rapidez de 8 km/h en relación con el agua. 
Además, el río tiene una corriente c y una rapidez de 1 km/h (véase Fig. 12.22). ¿Cuál es el significado 
físico del vector v + c? 


c = Velocidad de la corriente -PW 
äl =1 km/hr A pr r 


v = Velocidad respecto del agua 
llvil = 8 km/hr 


Figura 12.22 La velocidad de la lancha en relación con 
el lecho del río es la suma v +c. 


Solución El vector v indica cómo avanza la lancha en relación con el agua, en tanto que c indica cómo fluye el 
agua en relación con el lecho del río. Durante una hora, imagine que la lancha se desplaza 8 km en 
relación con el agua, que permanece inmóvil; este desplazamiento se representa por v. Luego imagine 
que el agua avanza 1 km mientras el bote continúa estacionario en relación con el agua; este desplaza 
miento se representa por c. El desplazamiento combinado se representa por v + c. Por lo tanto, el vector 
v +c es la velocidad del bote en relación con el lecho del río. > 

Observe que la rapidez efectiva del bote no es necesariamente 9 km/h, a menos que el bote se 
desplace en la dirección de la corriente. Aun cuando sumamos los vectores de velocidad, no necesaria 
mente sumamos sus longitudes. 


ante al 


s más 
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La multiplicación por un escalar también tiene sentido para vectores de velocidad. Por ejemplo, si 


ves un vector de velocidad, ento.1ces -2v representa una velocidad del doble de la magnitud en dirección 
opuesta. 


Ejemplo 3 Una pelota se desplaza con velocidad v cuando choca contra una pared y rebota directamente hacia atrás, 
con su velocidad reducida en 20%. Expresar su nueva velocidad en términos de la anterior. 

Solución La nueva velocidad es —0.8 v, donde el signo negativo expresa el hecho de que la nueva velocidad tiene 

una dirección opuesta a la anterior. 


Podemos descomponer vectores de velocidad en sus componentes como que se hizo en la página 65. 


Ejemplo 4 Representar, mediante componentes, los vectores de velocidad del automóvil y el avión del ejemplo 1. 


Tomar el norte como el eje positivo de las y, el este como el eje positivo de las x y hacia ariiba como el 
eje positivo de las z. 


Solución El automóvil se dirige al norte a 100 km/h, de modo que la componente y de su velocidad es 1007 y la 
componente x es O: . Como viaja horizontalmente, la componente z es Ok . Por lo tanto, se tiene 
Velocidad del automóvil = 07 + 1007 +0k = 1007 . 
El vector de velocidad del avión también tiene componente k igual a cero. Como se dirige al sudoeste, 
sus componentes ¡ y j tienen coeficientes negativos (el norte y el este son positivos). Como el avión 
vuela a 500 km/h, en una hora se ha desplazado 500/ V2 = 354 km al oeste y 354 km al sur (véase Fig. 
12.23). Por lo tanto, 
Velocidad del avión = (500 cos 45%) — (500 sen 45°} =-3541 — 3547 
Por supuesto, si el automóvil subiera por una montaña o si el avión descendiera para aterrizar, entonces 
la componente k no sería cero. 
1 
Distancia recorrida por el auto——» | 100 | 
en una hora 7) 
Distancia recorrida por el avión ——. l 7 
en una hora i 
: 500/ 42:354 
As o A d 
Pe -S00/ Y) Y 
FIGURA 12.23 Distancias recorridas por el 
avión y el auto en una hora. 
Aceleración 


Otro ejemplo de una cantidad vectorial es la aceleración. Al igual que la velocidad, la aceleración se 


especifica mediante una magnitud y una dirección; por ejemplo, la aceleración debida a la gravedad es 
9.81 m/s” verticalmente hacia abajo. 
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Fuerza 


La fuerza es otro ejemplo de una cantidad vectorial. Supongamos que alguien empuja una puerta 

abierta; el resultado depende de la fuerza con que se empuje y en qué dirección. Por lo tanto, para 

| especificar una fuerza debemos dar su magnitud (o fuerza) y la dirección en la que se aplica. Por ejem- 

| plo, la fuerza gravitacional ejercida sobre un objeto por la Tierra es un vector que apunta desde el objeto 

i hacia el centro de la Tierra; su magnitud es la intensidad de la fuerza gravitacional. 


Ejemplo 5 La Tierra gira alrededor del Sol en una elipse. La fuerza gravitacional sobre la Tierra y la velocidad de 
ésta están controladas por las siguientes leyes: 
Ley de Newton de la gravitación: La magnitud de la atracción gravitacional, F, entre dos masas m, y m, 
separadas una distancia z; está dada por F = Gm,m./r?, donde G es una constante. El vector de fuerza 
yace a lo largo de la recta entre las masas. 

i Segunda ley de Kepler: La recta que une un planeta al Sol barre áreas iguales en tiempos iguales. 
a) Trazar vectores que representen la fuerza gravitacional del Sol sobre la Tierra en dos posiciones 
diferentes en la órbita de la Tierra. 

b) Trazar el vector de velocidad de la Tierra en dos puntos en su órbita. 


meee e m e a e 


Uso de 
| Solución a) La figura 12.24 muestra a la Tierra mientras gira alrededor del Sol. Observe que el vector de fuerza , 
M gravitacional siempre apunta hacia el Sol y es más grande cuando la Tierra está más cerca del Sol, 
debido al término r+ del denominador. (De hecho, la órbita real es mucho más parecida a un círculo | Ejemplo t 


de lo que se ha ilustrado aquí.) 

b) El vector de velocidad apunta en la dirección de movimiento de la Tierra. Por lo tanto, el vector de 
velocidad es tangente a la elipse. Véase figura 12.25. Además, el vector de velocidad es más largo Solución 
en puntos de la órbita donde el planeta se desplaza rápidamente, debido a que la magnitud del 
vector de velocidad es la rapidez. La segunda ley de Kepler permite determinar cuándo la Tierra 
gira rápidamente y cuándo con lentitud. En un periodo fijo, por ejemplo un mes, la recta que une la 
Tierra y el Sol recorre un sector que tiene cierta área. La figura 12.25 muestra dos sectores recom- 
dos en dos intervalos diferentes de un mes. La ley de Kepler estipula que las áreas de los dos 
sectores son iguales. Por lo tanto, la Tierra debe desplazarse mayor distancia en un mes cuando | 
está cerca del Sol que cuando está lejos de éste. En consecuencia, la Tierra gira más rápidamente | 
cuando está más cerca del Sol y más despacio cuando está lejos. 


Órbita de la Tierra Órbita de la Tierra 


herra Fuerza + Tierra 


Sol e Velocidad + 


Fuerza F Velocidad + 


Tierra 
Figura 12.24 Fuerza gravitacional, Figura 12.25 El vector de 
F, ejercida por el Sol sobre la Tierra: velocidad, v, de la Tierra: mayor 


mayor magnitud más cerca del Sol. magnitud más cerca del Sol. 


O 
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iedades de la suma y la multiplicación por un escalar 


werta 


En general, los vectores se suman, restan y multiplican por escalares igual que los vectores de desplaza- 
para 


miento. Por lo tanto, para cualesquier vectores 1, y y w y cualesquier escalares a y b, se tienen las sigu- 
lentes propiedades: 


Conmutativa Asociativa 


L v+w=w+v 2. (U+V)+W=u+(v +w) 
dde 3. o(Bv)=(aByw 

Distributiva Identidad ] 
"LA 4. (a+ PBv=av+Bv 6 l.y=v 8. v+0=v 
srzá 5 av+wj=zav+aw 7. 0-v=0 9, 


W+(El).v=w-yv 


En los problemas del 16 al 23, que se encuentran al final de esta sección, se pide justificar estos 
resultados en términos de vectores de desplazamiento. 


de componentes 


6 Un avión, que vuela hacia el este a una rapidez con respecto al aire de 600 km/h, encuentra un viento de 
50 km/h que sopla hacia el noreste. Determinar la dirección del avión y su rapidez con respecto a tierra. 


Escogemos un sistema de coordenadas con el eje x apuntando al este y el eje y apuntando al norte (véase 
Fig. 12,26). 


La velocidad con respecto al aire nos da la velocidad del avión relativa al aire inmóvil. Por lo tanto, 


el avión se dirige al este con velocidad v = 6001 con respecto al aire inmóvil. Además, el aire avanza con 
una velocidad w. Si se escribe w en componentes, tenemos 


w = (50 cos 45%) + (50 sen 45%) = 35.41 + 35.4] . 


El vector y + w representa el desplazamiento del avión en una hora en relación con tierra. Por lo 
tanto, v + w es la velocidad del avión en relación con tierra. En componentes, tenemos 


v +w=600í + (35.47 + 35.47) =635.4í + 35.4j 


La dirección del movimiento del avión en relación con tierra está dada por el ángulo O de la figura 12.26, 
donde 


35.4 
635.4 


tanó = 


t TT w = Velocidad del viento 
; 45" 
=- X 
v = Velocidad con respecto 
al aire 


Figura 12.26 La velocidad del avión respecto del 
suelo es la suma v + w. 
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Así que 


8 = arctan 


D 

e 

M 
hIS 
o 


Por otro lado, la rapidez respecto a tierra es 
Rapidez respecto a tierra = 635.4? +35.4? =636.4 km / h. 


Así pues, la rapidez del avión con respecto a tierra ha aumentado ligeramente a causa del viento 
(como cabe esperar, ya que el viento tiene una componente en la dirección en que viaja el avión). El 
ángulo O muestra cuánto el avión es desviado de su curso por el viento. 


¡€_II[I AAA | E A 


Vectores en n dimensiones 


Mediante la notación v = (v,, V,, v3) para un vector en tres dimensiones, se puede definir un vector en 
n dimensiones como una serie de n números. Por lo tanto, un vector de n dimensiones puede escribirse 
como 


GE (e, Cii E 


La suma y multiplicación por un escalar están definidas por las fórmulas 


¿Para qué sirven los vectores en n dimensiones? 


Pueden emplearse vectores en dos y tres dimensiones para hacer modelos de desplazamientos, veloci- 
dades o fuerzas. Pero ¿para qué sirven los vectores en 1 dimensiones? Existe otra interpretación de los 
vectores en tres dimensiones que es útil: se pueden considerar como un listado de tres cantidades 
diferentes, por ejemplo, los desplazamientos paralelos a los ejes x, y y z. De igual manera, el vectorn 
dimensional. 

CC CA E) 


puede concebirse como una manera de ordenar n cantidades diferentes. Por ejemplo, un vector pobla- 
cional N indica el número de niños y adultos en una población: 
N = (número de niños, número de adultos), 


o bien, si nos interesa un desglose más detallado de edades, podríamos dar la población de cada intervalo 
de 10 años de edad (hasta la edad de 110) de la manera siguiente: 


N= (N,, N,, N,. N, AS No N) 


donde N, es la población con edad de 0 a 9, N, la población con edad de 10 a 19, y así sucesivamente. 
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Un vector de consumo, 
4 = (qi 9» g) 
muestra las cantidades q}, q» . - . , 4, consumidas de cada una de # mercancías diferentes. Un vector de 
precio 
P=(PpP»--+>Pp) 


contiene los precios de n artículos diferentes. 
En 1907, Hermann Minkowski utilizó vectores con cuatro componentes cuando introdujo coorde- 


sa del viento Ne : Pa 
nadas de espacio-tiempo, donde a cada evento se le asigna un vector de posición v con cuatro coorde- 


el avión). El e ; 
nadas, tres para su posición en el espacio y una para el tiempo: 
v = (x, y, Z, 1). 
Ejemplo 7 Supongamos que el vector 7 representa el número de copias, en miles, hechas por cada uno de cuatro 
1 vector en centros de copiado en el mes de diciembre, y J el número de copias hechas en los mismos cuatro centros 
escribirse de copiado durante los once meses anteriores (el “año a la fecha”). Si Z =(25, 211, 818, 642) y J = (331, 
3227, 1377, 2570), calcule 7 + J . ¿Qué representa esta suma? 
» Solución La suma es 
1+J=(25+331, 211 + 3227, 818 + 1377, 642 + 2570) = (356, 3438, 2195, 3212). 
Cada término / + J representa la suma del número de copias hechas en diciembre más las de los once 
meses anteriores, es decir, el número total de copias hechas durante todo el año en ese centro de copiado. 
Ejemplo 8 El vector de precio p = (p,, P» py) representa los precios en dólares de tres artículos. Escribir un vector 
que indique los precios de los mismos artículos en centavos. 
Solución Los precios en centavos son 100p,, 100p,, 100p, respectivamente, de modo que el nuevo vector de precio es 
(100p,, 100p,, 100p,) = 100p 
loci- Problemas para la sección 12.2 
e los 
ides En los problemas del 1 al 4, diga si la cantidad dada es un vector o un escalar. 
ora 


l. La distancia de Seattle a St. Louis. 
. La población de Estados Unidos. 


2 
3. El campo magnético en un punto de la superficie de la Tierra. 
4. La temperatura en un punto de la superficie de la Tierra. 

5 


. Un automóvil se desplaza a una rapidez de 50 km/h. Suponga que el eje positivo de las y es el norte 
y el eje positivo de las x el este. Descomponga el vector de velocidad del automóvil (en dos dimen- 
siones) en sus componentes si viaja en cada una de las siguientes direcciones: 

a) Este b) Sur c) Sureste d) Noroeste. 
6. ¿Cuál se desplaza más rápido, un automóvil cuyo vector de velocidad es 211 + 35j o uno cuyo 
vector de velocidad es 40£, suponiendo que las unidades son las mismas para ambas direcciones? 


7. Un móvil tiene un vector de velocidad 50í + 207 en metros por segundo. Exprese la velocidad en 
kilómetros por hora. 
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8. Un automóvil se desplaza, en el sentido de las manecillas del reloj, alrededor de la pista de la figura 
12.27; disminuye su velocidad en las curvas y acelera en las rectas. Dibuje vectores de velocidad en 
los puntos P Q y R. 

9. Un automóvil de carreras corre, en el sentido de las manecillas del reloj, alrededor de la pista de la 
figura 12.27 y a velocidad constante. ¿En qué punto de la pista tiene el auto el vector de aceleración 
más largo, y aproximadamente en qué dirección apunta? (Recuerde que la aceleración es la rapidez 
de cambio de la velocidad.) 


Antes del impacto 
MR 
Y » Después del impacto 
p 
Ọ 60' 60 


Figura 12,27 Figura 12.28 


10. Una partícula que avanza con velocidad v se impacta contra una barrera a un ángulo de 60° y rebota 
a un ángulo de 60° en dirección opuesta, con velocidad reducida en 20%, como se muestra en la 
figura 12.28. Encuentre el vector de velocidad del objeto después del impacto. 

11. Hay cinco estudiantes en un grupo. Sus calificaciones a mitad del curso (sobre 100) están dadas por 
el vector v = (73, 80, 91, 65, 84); al final, por w = (82, 79, 88, 70, 92). Si la calificación final vale el 
doble que la de medio curso, encuentre un vector que indique las calificaciones totales de los estu- 
diantes (como porcentaje). 

12. Poco después de despegar, un avión se eleva hacia el noreste en aire sin corrientes a una rapidez con 
respecto del aire de 200 km/h, y su rapidez de ascenso es de 300 m/min. Descomponga su vector de 
velocidad en sus componentes en un sistema de coordenadas en que el eje x apunta al este, el eje) 
apunta al norte y el z apunta hacia arriba. 

13. Un avión se dirige al noreste a una velocidad con respecto del aire de 700 km/h, pero hay un viento 
que sopla del oeste a 60 km/h. ¿En qué dirección termina por volar el avión? ¿Cuál es su rapidez 
con relación a tierra? 

14. Un avión vuela a una velocidad de 600 km/h con respecto del aire en un viento cruzado que sopla 
del noreste a una velocidad de 50 km/h. ¿Qué dirección debe tomar el avión para terminar volando 
hacia el este? 

15. Un avión se dirige al este y se eleva a razón de 80 km/h. Si su velocidad con respecto del aire es ce 
480 km/h y hay un viento que sopla a 100 km/h al noreste, ¿cuál es la velocidad del avión con 
respecto a tierra? 

Utilice la definición geométrica de suma y multiplicación por un escalar para explicar cada una de las 

propiedades de los problemas del 16 al 23. 


16. w+v=v+w 17. (00+ By =0v + Bv 
18. 0(v+w)=0v+0Qw 19. (U+v)+w=u +(v +w) 
20. a(Bv)=(0B) 21. v+0=v 


22. lv=v 23. v+(Elw=v-w 
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EL PRODUCTO PUNTO 


Ya vimos cómo sumar vectores; ¿será posible multiplicar dos vectores? En las siguientes dos secciones 
veremos dos maneras de hacerlo: el producto escalar (o producto punto), que da como resultado un 
escalar, y el producto vectorial (o producto cruz), cuyo resultado es un vector. 


e, 


inición del producto punto 


El producto punto enlaza la geometría y el álgebra. Ya sabemos cómo calcular la longitud de un vector a 
partir de sus componentes; el producto punto nos indica una manera de calcular el ángulo entre dos 
vectores. Para dos vectores cualesquiera v = vi +v,] + vk y w=w,i +w,j + wk, como los que se 
ilustran en la figura 12.29, se define un escalar de la manera siguiente: 


Las siguientes dos definiciones del producto punto, o producto escalar, y - w, son equiva- 
lentes: 
+ Definición geométrica 


v- w =|| || Iw || cos O donde 0es el ángulo entre v y wy0<0<r. 


° Definición algebraica 
Ve W=V,W, + VW, + vw, 


Observe que el producto punto de dos vectores es un número. 


¿Por qué no se da sólo una definición de v - w? Porque ambas definiciones son igualmente impor- 
tantes; la definición geométrica nos da una imagen de lo que significa el producto punto y, la algebraica, 
una manera de calcularlo. 

¿Cómo se sabe que las dos definiciones son equivalentes, es decir, que realmente definen lo mismo? 
Primero observemos que las dos definiciones dan el mismo resultado en un ejemplo particular. Luego 
demostraremos por qué son equivalentes en general. 


Figura 12.29 Los Figura 12.30 El cálculo del producto punto 
vectores v y w. de los vectores v =i yw =2i +2j geométrica 
y algebraicamente da el mismo resultado. 


mplo 1 Supóngase que v =i y w=2i + 2j. Calcular v - w geométrica y algebraicamente. 
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Solución Para usar la definición geométrica, véase la figura 12.30. El ángulo entre los vectores es 77 / 
y las longitudes de los vectores están dadas por 


Iv =1 y [e =2 Y2 
Por lo tanto, 


- "E los cos 8=1. 212 cos (ž) 27 


Por la definición algebraica, obtenemos el mismo resultado: 


v:w=1.2+0.2=2 


¿Por qué las dos definiciones del producto punto dan el mismo resultado 


En el ejemplo anterior, las dos definiciones dan el mismo valor para el producto punto. Para 
que las definiciones geométrica y algebraica del producto punto siempre dan el mismo result 
mos demostrar que, para cualesquier vectores v = vii +V,j +v y w=w,1 +w,j +w,k con 
O entre ellos: 


lvl! lw] cos O= vw, + vaw + vaw. 


Enseguida se verá un método para demostrarlo; en el problema 33 de la página 89 aparece o 
utiliza la trigonometría. 


Aplicación de la ley de los cosenos. Suponga que 0 < 8< m, de modo que los vectores v y 
un triángulo (véase Fig. 12.31). Por la ley de los cosenos tenemos 


[lv IP? = vI + wP - 2 [wo] cos 8. 


Este resultado también se cumple para 9=0 y 8 = n. Calculamos las longitudes mediante com 


w 


lv [2 = y? + Y + v? 
lwl? = w? + wi + w2 
lv—=w|2 = v= w)? t (1, -w,? + 0- w)? 
= v¡-2vw, + w? + V5— 2v,7W7 + w5 + V$- 217, + w2 


Figura 12.31 Triángulo empleado en la justificación 
de [[VI!lp+]| cos O= vw, + vaw + vw, 


Al sustituir en la ley de los cosenos y cancelar, vemos que 
-2vw, — 2v,w, — 2v,w, = -2ljv|| (Jwl] cos 8. 
Por lo tanto tenemos el resultado deseado, es decir: 


vw, + 1,14, + yw, = liv) lwl] cos 6. 
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Propiedades del producto punto 


Las siguientes propiedades del producto punto se pueden justificar si usamos la definición algebraica 
(problema 26 de la página 88). Para una interpretación geométrica de la propiedad 3, véase el pro- 
blema 30. 


Propiedades del producto punto. Para cualesquier vectores u, y y w y cualquier escalar A, 


L v.w=w-+v 
2. v-(Aw)=Mv -w)=(v)-w 


3. ( +w)-u=v-4u+weu 


Perpendicularidad, magnitud y productos punto 


Dos vectores son perpendiculares si el ángulo entre ellos es 7/2 o 90%. Como cos (1/2) =0, siv yw 
son perpendiculares, entonces v + w = 0. Por el contrario, siempre que v - w=0, entonces cos 8 = 0, así 
que 9= 7/2 y los vectores son perpendiculares. Por lo tanto, tenemos el siguiente resultado: 


Dos vectores diferentes de cero v y w son perpendiculares, u ortogonales, si, y sólo si, 


v.w=0 


Por ejemplo: ¿+ =0,7 -K =0,2-k =0, 
Si tomamos el producto punto de un vector con sí mismo, entonces 0= 0 y cos 8 = 1. Para cualquier 
vector V: 


La magnitud y el producto punto están relacionados así 


Por ejemplo: í -1 =1,j + =1,k-«k=1. 


del producto punto 


Según el caso, una definición del producto punto puede ser más cómoda de usar que la otra. En el ejemplo 
2, a continuación, la definición geométrica es la única que puede usarse porque no conocemos las compo- 
nentes. En el ejemplo 3, se utiliza la definición algebraica. 


Supóngase que el vector bes fijo y tiene longitud 2; el vector a puede girar libremente y tiene longitud 3. 
¿Cuáles son los valores máximo y mínimo del producto punto a ` b , conforme el vector a gira por todas 
las posiciones posibles? ¿Cuáles posiciones de a y b llevan a estos valores? 


La definición geométrica indica a + b = |la|| Ib || cos 0=3 .2 cos 0=6 cos 6. Por lo tanto, el valor máximo 
dea bes6, y ocurre cuando cos 8= 1 así que 9= 0, es decir, cuando a y b apuntan en la misma direc- 
ción. El valor mínimo de a « b es —6, y tiene lugar cuando cos O=-1 así que 6= x es decir, cuando a y 
b apuntan en direcciones opuestas (véase Fig. 12.32), 
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z cuando a está 


cuando a está en esta posición, a*b=6 


en esta posición, a - b=0 


cuando a está 


a en esta posición, a+ b = —6 


Figura 12.32 Valores máximo y mínimo de a » b obtenidos de un 
vector fijo b de longitud 2 y un vector giratorio a de longitud 3. 


Ejemplo 3 ¿Cuáles pares, de la siguiente lista de vectores en tres dimensiones, son perpendiculares entre sí? 


Solución 


ú=i+WV3k v=i+V37 w=v3i+j-k 


La definición geométrica establece que dos vectores son perpendiculares si, y sólo si, su producto 
es cero. Como los vectores están dados en sus componentes, calculamos productos punto usa 
definición algebraica: 


Veu =+ V3 +06. C+ 0+ V3 =1.1+43.0+0.V3=1, 
Ya = (037400) -W30+j-)=1.V3+43.1+061)=243, 
weú=(V3+j=k-(+0+V3)=V43.1+1.0+(1).43=0, 


Por lo tanto, los únicos dos vectores que son perpendiculares son w y u. 


Vectores normales y la ecuación de un plano 


En la sección 11.5 escribimos la ecuación de un plano dada su pendiente en x, su pendiente en y 
intersección en z. Ahora escribiremos la ecuación de un plano usando un vector y un punto q 
encuentra en el plano. Un vector normal a un plano es un vector perpendicular al plano, es de 
perpendicular a todo vector de desplazamiento entre cualesquier dos puntos del plano. Sea n =ai y 
+ck un vector normal al plano, sea P) = (Xy, Yo Zo) Un punto fijo del plano, y sea P = (x, y, z) Otro 
cualquiera del plano. Entonces P,P = (x — xp)i + (y — yo) j + (Z — Zo)k es un vector cuya cabeza y (a 
encuentran en el plano (véase Fig. 12.33). Por lo tanto, los vectores n y P,P son perpendiculares, pa 
que n + P¿P = 0 . La definición algebraica del producto punto indica 7 * PP =a(x—-xJ0 yte 
Zo), así que se obtiene el siguiente resultado: 


La ecuación del plano con vector normal n = ai + bj +ck y que contiene el punto 
Py = o Yo Zo) es 


a(x-x) +b-y)+cZ-z)=0 


Al hacer d = ax, + by, + cz, (una constante), podemos escribir la ecuación del plano en la forma 


ax+by+cz=d 
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Ñ 
(Xo. Yo 10) = PP 
inanir- m e (xa wi) 


Figura 12.33 Plano con normal n y 
que contiene un punto fijo (Xy, Yo Zo) 


4 Encontrar la ecuación del plano perpendicular a —i + 3j + 2k y que pasa por el punto (1, 0, 4). 


La ecuación del plano es 


(x-1)+3(y-0)+2(-4)=0, 


que se simplifica a 
=x+4+3y4+22=7, 


5 Encontrar un vector normal al plano con ecuación a) x-y+2= b) 2=0.5x + 1.2y. 


ón a) Comolos coeficientes de i,j y k en un vector normal son los coeficientes de x, y, z en la ecuación 
del plano, un vector normal esn =i — j +2k. 


b) Antes que podamos encontrar un vector normal, reescribimos la ecuación del plano en la forma 
0.5x+1.2y-2=0 


Por lo tanto, un vector normal es 1 =0.5í + 1.27 -k . 


El producto punto en n dimensiones 


La definición algebraica del producto punto se puede extender a vectores en más dimensiones. 


Siu = (uj, s tp) y V = (Vj «.., Vp) entonces el producto punto de u y v es el escalar 


hi a UY 
non 


»6 Una tienda de video vende videos, cintas, discos compactos y juegos de computadora. Se define el vector 
de cantidad q = (q,, q» 4, q4), donde q,, q> qa, q, denotan las cantidades vendidas de cada uno de los 


artículos, y el vector de precio p = (p,, P» Py» P4), donde p}, p,, py, p4 denotan el precio por unidad de 
cada artículo. ¿Qué representa el producto punto p + q? 


El producto punto es p + q = p,q, + p,9, + P393 + P444 La cantidad p, q, representa el ingreso recibido por 
la tienda por venta de videos, p,q, representa el ingreso por venta de cintas, y así sucesivamente. El 
producto punto representa el ingreso total recibido por la tienda por la venta de estos cuatro artículos. 
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Descomposición de un vector en componentes: proyecciones 


En la sección 12.1 descompusimos un vector en componentes paralelas a los ejes. Ahora veremos 
cómo descomponer un vector, v, en componentes, llamadas V patatet Y Y pesp” UE SON paralela y perpen- 
dicular, respectivamente, a un vector dado distinto de cero, u (véase Fig. 12,34). 

La proyección de v en y, escrita v , mide (en algunos casos) qué tanto está alineado el vector y 


paralelo 
con el u. La longitud de v stets es la longitud de la “sombra” proyectada por v sobre una recta en la 
dirección de u. 
Para calcular + astei SUponemos que u es un vector unitario. (S1 no, hay que crear uno dividiendo 


entre su longitud.) Entonces la figura 12.34 a) muestra que, si 0< 0< 1/2: 


IV parei l= Y [| cos O=v «1 (ya que llu || = 1). 


Ahora 1 es un múltiplo escalar de u, y como u es un vector unitario, 
prat led 


Y paralelo — Cll ll cos O )u =(v + uju. 


Un razonamiento similar demuestra que si m/ 2 < 8< r, como en la figura 12.34 b), esta fórmula para 
„ está especificado por 


wy 


Y paralelo “UA Se cumple. El vector + f 


basi 
perp paralelo 


Por lo tanto, tenemos los siguientes resultados: 


Proyección de v sobre la recta en la dirección del vector unitario u 


SI V paralelo Y Y perp SON Componentes de v que son paralela y perpendicular, respectivamente, a 4, 


entonces 
Proyección de _ 
venu 


Y «uu siempre que fjall =| 


i paralelo ty asl que 


a) b) 


' A vparalelo y A 


v paralelo 


Figura 12.34 Descomposición de v en componentes paralela y perpendicular a u 
dO0<0<T/2 b)r/2<b06<r 


tr 
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Ejemplo 7 La figura 12.35 muestra la fuerza que el viento ejerce sobre la vela de un bote. Encontrar la componente 


veremos de la fuerza en la dirección en que navega el bote. 


/ perpen- Anma a 
Dirección del ys 

= Dirección de desplazamiento del bote 

Componente de Fyiento En la 

=”) dirección de desplazamiento del bote 

Vela Y af 


H 


| vector Y 
cta en la 


ividiendo 


viento 


Figura 12.35 Viento que impulsa a un bote. 


Solución — Sea u un vector unitario en la dirección del viaje. La fuerza del viento sobre la vela forma un ángulo de 
30° con u. Por lo tanto, la componente de esta fuerza en la dirección de u es 


= (F -uju = ||F || (cos 30%) =0.87//£ lu. 


paralelo 
En consecuencia, el bote está siendo impulsado hacia adelante con alrededor del 87% de la fuerza debida 
al viento. (En realidad, la interacción entre el viento y la vela es mucho más compleja de lo que sugiere 
este modelo.) 


mula pan is , 
de interpretación física del producto punto: trabajo 
En física, la palabra “trabajo” tiene un significado un poco diferente de su significado usual. En esta 
ciencia, cuando una fuerza de magnitud F actúa sobre un objeto a través de una distancia d, se dice que 
el trabajo, W, realizado por la fuerza es 
W= Fd 
siempre que la fuerza y el desplazamiento estén en la misma dirección. Por ejemplo, si un cuerpo de 1 kg 
cae 10 metros bajo la fuerza de la gravedad, que es de 9.8 newtons, entonces el trabajo realizado por la 
gravedad es 
3 W = (9.8 newtons) X (10 metros) = 98 joules. 
Me, au, 


¿Qué pasa si la fuerza y el desplazamiento no están en la misma dirección? Suponga que una fuerza F 
actúa sobre un objeto a medida que éste avanza a lo largo de un vector de desplazamiento d . Sea Gel 
ángulo entre F y d . Primero, suponemos que 0< Os 7/2. La figura 12.36 muestra cómo se puede 
descomponer F en componentes que son paralelos y perpendiculares a d: 


F=HK 


A ++ 
paralelo per 


Figura 12.36 Descomposición de la fuerza F en dos fuerzas, 
una paralela a d y una perpendicular a d. 
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Entonces el trabajo realizado por F está definido como 


W= fF unal Id 


paralelo 


En la figura 12.36 vemos que F tiene magnitud ||F]| cos 6. Por lo tanto, el trabajo está dado por el 


producto punto: 


paralelo 
W=(|F|| cos 0) lidi] =|F || Id] cos 0=F - d. 


La fórmula W = F + d se cumple también cuando 7. / 2 < 0< 7. En ese caso, el trabajo realizado por la 
fuerza es negativo y el objeto se desplaza contra la fuerza. Por lo tanto, tenemos la siguiente definición: 


El trabajo, W, realizado por la fuerza F que actúa sobre un objeto a lo largo de un desplazamiento 


d está dado por . 
W=F-d. 


Observe que si los vectores F y d son paralelos en la misma dirección, con magnitudes F y d, 
entonces cos8 = cos 0 = 1, y W= |F || lld || = Fd, que es la definición original. Cuando los vectores son 
perpendiculares, cos 9=cos 1/2 =0, así que W = 0 y no se realiza trabajo en la acepción técnica de 
la palabra. Por ejemplo, si una persona carga una caja pesada en un cuarto a la misma altura, la 
gravedad no realiza ningún trabajo porque la fuerza de gravedad es vertical, mientras que el 
movimiento es horizontal. 


Problemas para la sección 12.3 — 


Para los problemas del 1 al 6, efectúe las siguientes operaciones en los vectores de tres dimensiones 


dados. 

a=2j +k b =-3i+5j+4k  c=i+6j yet  z=i-3j-k 
l. coy 2. aez 3. a-b 
4. (d-b)a 5. (a-y)(c-z) 6. ((c-c)ja)-a 


7. Calcule el ángulo entre los vectores ¿ +j +k yi -j -k. 
8. ¿Cuáles pares de los vectores V3 i +j, 3i +vV3 j,i- 4/3 ¡son paralelos y cuáles son perpendicu- 
lares? 
9. ¿Para qué valores dersonúu =ti -¡+kyv=ti +tj -2k perpendiculares? ¿Hay valores de £ para 
los cuales u y v son paralelos? 
En los problemas 10, 11 y 12 encuentre un vector normal al plano dado. 
10. 2x+y-2=5 M. 2=3x+4y-7 12. Ux—-2)=3x + y) 
En los problemas del 13 al 17, encuentre una ecuación de un plano que satisfaga las condiciones dadas. 
13. Perpendicular al vector ~i + 2j + k y pasa por el punto (1, 0, 2). 
14. Perpendicular al vector 57 +j —2k y pasa por el punto (0, 1, —1). 
15. Perpendicular al vector 2i — 3 +7k y pasa por el punto (1, —1, 2). 
16. Paralelo al plano 2x + 4y — 3z = l y pasa por el punto (1, O, —1). 


está dado por el 


realizado por la 
ente definición: 


splazamiento 


agnitudes F y d, 
los vectores son 
pción técnica de 
nisma altura, la 
mientras que el 


res dimensiones 


3j -k 


¿son perpendicu- 


valores de f para 


x+y) 


ndiciones dadas. 
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. Pasa por el punto (2, 3, 2) y es paralelo a 3x + y +z = 4. 
. Sea S el triángulo con vértices A = (2, 2, 2), B = (4, 2, 1) y C = (2, 3, 1). 


a) Encuentre la longitud del lado más corto de S. 
b) Encuentre el coseno del ángulo BAC en el vértice A. 


. Escriba a = 3i + 2j — 6k como la suma de dos vectores, uno paralelo a d = 2i — 4j + k y el otro 


perpendicular a d. 


. Encuentre los puntos donde el plano z = 5x — 4y + 3 corta a cada uno de los ejes coordenados. Luego 


encuentre las longitudes de los lados y los ángulos del triángulo formado por estos puntos. 


. Encuentre el ángulo entre los planos 5(x— 1) + 3(y +2)+22=0yx+3( y - 1)+2(7+4)=0. 


. Un gimnasio de basquetbol mide 25 metros de alto, 80 de ancho y 200 de largo. Para un número 


artístico durante el medio tiempo, las porristas quieren tender dos cuerdas, una desde cada una de 
las dos esquinas sobre uno de los tableros hasta las esquinas diagonalmente opuestas del piso del 
gimnasio. ¿Cuál es el coseno del ángulo formado por las cuerdas cuando se cruzan? 


. Un vector de consumo de tres artículos está definido por x =(x,, x, xy), donde x,, x, y x, son las 


cantidades consumidas de los tres artículos. Considere una restricción de presupuesto representada 
por la ecuación p » x = k, donde p es el vector de precio de los tres artículos y k es una constante. 
Demuestre que la diferencia entre dos vectores de consumo correspondientes a puntos que satis- 
facen la misma restricción de presupuesto es perpendicular al vector de precio p. 


. Una carrera de ¡00 metros se realiza en una pista orientada en la dirección del vector v = 2i + 6j . La 


velocidad del viento w es 5í +j km/h. Las reglas establecen que una velocidad legal del viento, 
medida en la dirección de la carrera, no debe pasar de 5 km/h. ¿Se descalificarán los resultados de la 
carrera debido a un viento ilegal? Justifique su respuesta. 


. Recuerde que en dos o tres dimensiones, si 8 es el ángulo entre v y w, el producto punto está dado 


por 
v +w =| || l)w!] cos € 
Esta relación la usamos para definir el ángulo entre dos vectores en n dimensiones. Si y y w son n 


vectores, entonces el producto punto, V - w = UW, + VW), +... +1,, se utiliza para definir? el 
ángulo O mediante la relación: 


cosg=“Y-_ siempre que Ilv!!, lwl] +0. 
ilvil Ilw 
Ahora aplicamos esta idea de ángulo para medir qué tan cercanas están genéticamente dos 
poblaciones entre sí. La tabla 12.1 muestra las frecuencias relativas de cuatro alelos (variantes de un 
gene) en cuatro poblaciones. 


TABLA 12.1 


? El resultado del problema 34 demuestra que la cantidad del lado derecho de esta ecuación está entre -1 y 1, así que la defini- 
ción tiene sentido. 
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Sean a, el vector que muestra las frecuencias relativas en la población de esquimales 
a, el vector que muestra las frecuencias relativas en la población bantú 
a, el vector que muestra las frecuencias relativas en la población inglesa 


el vector que muestra las frecuencias relativas en la población coreana 


La distancia genética entre dos poblaciones está definida como el ángulo entre los vectores 


correspondientes. Mediante esta definición, ¿la población inglesa está más cerca genéticamente de 
la bantú o de la coreana? Explique”. 


26. Demuestre cómo cada una de las propiedades del producto punto del recuadro de la página 81 se 
deriva de la definición algebraica del producto punto: 


Vo W= VW, + VW, + VW, 


27. ¿Cuál es la interpretación geométrica de la propiedad 2 del producto punto del recuadro de la página 81? 
28. Demuestre que los vectores (b «c) a — (a -c)b y c son perpendiculares 
29. Demuestre que si u y v son dos vectores tales que 


para todo vector w, entonces 
u = v. 


30. La figura 12.37 muestra que, dados tres vectores u, v y w, la suma de las componentes de v y w en 


la dirección de u es el componente de v + w en la dirección de u. (Aunque la figura está dibujada en 
dos dimensiones, este resultado también se cumple en tres dimensiones.) Utilice esta figura para 
explicar por qué la definición geométrica del producto punto satisface (Y +w) u =V «4 +wW-+u. 


-omponente 


we la 
Componente rd > 


dirección de n 
devenla PP. 
dirección de u 


Componente de Y + w 
en la dirección de u 


Figura 12.37 La componente de v + w en la dirección de 
u es la suma de las componentes de v y w en esa dirección 


a) Mediante la definición geométrica del producto punto, demuestre que 


u + (=v) = {u + v). 


* Adaptado de “Models and Estimation Procedures” de Cavalli-Sforza y Edwards, Am. J. Hum. Genet., vol. 19 ,1967, pp 
223-57. 
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A 
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nales; [Sugerencia: ¿qué le pasa al ángulo cuando multiplicamos v por —1?] 
b) Mediante la definición geométrica del producto punto, demuestre que para cualquier escalar 
negativo A 
u + (w)=A (uv) 
(Lu): v =A(u- y). 
entre los vectores 32. La ley de los cosenos para un triángulo con lados a, b y c y con el ángulo C opuesto al lado c. esti- 
1 genéticamente de pula que 


È= + b?-2ab cos C. 
de la página 81 se m7 C 
En la página 76 usamos la ley de los cosenos para demostrar que las dos definiciones del producto 
punto son equivalentes. En este problema, deberá usarse la definición geométrica del producto pun- 
to y sus propiedades (recuadro de la página 81) para demostrar la ley de los cosenos. [Sugerencia: 
l sean u y v los vectores de desplazamiento desde C a los otros dos vértices, y exprese c? en términos 
ro de la página 81? de u y v.] 
33. Utilice los siguientes pasos y los resultados de los problemas 30 y 31 para demostrar (sin 
trigonometría) que las definiciones geométrica y algebraica del producto punto son equivalentes. 
Siga estos pasos. Sean u = ui +u, j +ukyv=v 1 +v,j + v,k cualesquier vectores. Escriba 
(u + V) pcom Para el resultado del producto punto calculado geométricamente. Sustituya # =44,1 +j + 
u k y utilice los problemas 30 y 31 para expandir (u + V peon y A continuación sustituya v y expanda. 
Finalmente calcule geométricamente los productos punto e «i, ij, etcétera. 
34. Suponga que v y w son dos vectores cualesquiera. Considere la siguiente función de 1: 


t E A AT 
entes de y y w en q(0)=(Y+1w)-(v +1w) 


a está dibujada en 
> esta figura para a) Explique por qué q (t ) 2 0 para toda f real. 
=V UH Wu. b) Expanda q(t) como un polinomio cuadrático en £ usando las propiedades de la página 81. 
c) Mediante el discriminante de la fórmula cuadrática, demuestre que 
lv + wl < lill llw |. 
12.4 EL PRODUCTO CRUZ 
En la sección anterior combinamos dos vectores para obtener un número, el producto punto. En esta 
sección vemos otra manera de combinar dos vectores, esta vez para obtener un vector, el producto cruz. 
Dos vectores cualesquiera en tres dimensiones forman un paralelogramo. Definimos el producto cruz 
usando este paralelogramo. 
Area de un paralelogramo 
Considere el paralelogramo formado por los vectores v y w con un ángulo de O entre ellos. Entonces la 
figura 12.38 demuestra que 
área de paralelogramo = base - altura = ||v|| |w]| sen 6. 
¿Cómo se calcularía cl área del paralelogramo si se dieran y yw en componentes, v = = 9/8 +v j+ 
Y, kyw= wi +w,] + w,k? El problema 27 de la página 97 demuestra que si v y w están en el plano XV. 
v, = w, = 0, entonces 
« vol. 19 1967, pp. 


área de paralelogramo = |y w, — vw]. 
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¿Qué pasa si v y w no están en el plano xy? El producto cruz hace posible calcular el área del paralelo- 
gramo formado por dos vectores cualesquiera. 


w e Ilw] sen 6 


— Ii 


Figura 12.38 E) paralelogramo formado 
por y y w tiene área = ||v || |w || sen 8. 


Definición del producto cruz 


Se define el producto cruz de los vectores v y w , escrito v X w , como el vector perpendicular tanto av 
como a w. La magnitud de este vector es el área del paralelogramo formado por los dos vectores. La 
dirección de v X w está dada por el vector normal, 11, al plano definido por y y w. Si se necesita que n 
sea un vector unitario, hay dos opciones para n, que salen del plano en direcciones opuestas. Escogemos 
una mediante la siguiente regla (véase Fig. 12.39): 


La regla de la mano derecha: Ponga v y w de modo que sus colas coincidan y coloque los dedos 


de su mano derecha alrededor del menor de los dos ángulos de v a w ; el dedo pulgar apunta en la 
dirección del vector normal, n. 


Como el producto punto, existen dos definiciones equivalentes del producto cruz: 


Las siguientes dos definiciones del producto cruz o producto vectorial v X w son equivalentes: 


+ Definición geométrica 
Si v y w no son paralelos, entonces 


ss área del paralelogramo | ~ Es > 
al S Ja = OPNI SPEA, 


donde 0 < 0 < Tres el ángulo entre v y w y n el vector unitario perpendicular a y y w apun- 
tando en la dirección dada por la regla de la mano derecha. Si v y w son paralelos, entonces 
vxw =0. 


Definición algebraica 


Y X w= (0, — Vaw, )i + (13, — Y w} + (Yw, — Vaw, )k 


donde v = v,i + v,j +Vk y W=Ww,1 +w,j + w,k 


O 
otras c 
demue 


Fig 


A 
definic 
vectort 
corresf 
la terce 

La 
3 (véas 


LL 


o o 


Ejemplo 1 Encont 


Solución Los vec 
vector ! 


De igua 


Cálculo: 
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Ejemplo 2 Para cua 


Solución Como yv 


el área del paralelo- 


endicular tanto a v 
əs dos vectores. La 
si se necesita que n 
westas. Escogemos 


oque los dedos 
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Observe que la magnitud de la componente K es el área de un paralelogramo bidimensional y las 
otras dos componentes tienen forma similar. Los problemas 25 y 26 que aparecen al final de esta sección 
demuestran que las definiciones geométrica y algebraica del producto cruz dan el mismo resultado. 


“— || x w]| = Área de paralelogramo 
Í -—— . Normal unitaria determinada por la regla 


de la mano derecha 


Figura 12.39 Área del parelelogramo [y x w|]. Fugura 12.40 El producto cruz v X w. 


A diferencia del producto punto, el producto cruz sólo se define para vectores tridimensionales. La 
definición geométrica demuestra que el producto cruz es invariante bajo una rotación. Imagine los dos 
vectores v y w como dos barras metálicas soldadas. Suelde una tercera barra cuya dirección y longitud 
corresponda a v X w (véase Fig. 12.40). Entonces, no importa cómo movamos este conjunto de barras, 
la tercera será, sin embargo, el producto cruz de las dos primeras. 

La definición algebraica se recuerda con más facilidad si se la escribe como un determinante de 3 X 
3 (véase apéndice C). 


ii E 


VXW= |v Vy Vaf = (VW — V3Wo)1 + (vW; — viw) j + (viw — vaw )k. 


w] W3 Wa 


Ejemplo 1 Encontrari Xj yj Xi 


Solución Los vectores ¿ y j tienen magnitud 1 y el ángulo entre ellos es 7 / 2. Por la regla de la mano derecha, el 
vector į X j está en la dirección de k , de modo que 7 = k y se tiene 


j PI e z TN 
ixj ={ NIT sen E] k =k. 
\ 2) 
De igual manera, la regla de la mano derecha establece que la dirección de j x i es—k, así que 


J xi = (WII sen 


Nja 


TG 
|k =k 
j 


Cálculos semejantes demuestran quej X k =ï yk Xi =j. 


Ejemplo 2 Para cualquier vector v, encontrar v X v. 


Solución Como v es paralelo a sí mismo, v X v =Q. 


92 CAPÍTULO DOCE / UNA HERRAMIENTA FUNDAMENTAL: LOS VECTORES 


A es os O Equivalencia 
Ejemplo 3 Encontrar el producto cruz de v =2i +j —2k y w=31 +k y comprobar que el producto cruz es perpen- 
dicular a v y w. Los pr 
Cruz St 
Solución Si se escribe v X w como determinante y se expande en tres determinantes de dos por dos, tenemos fórmul 
po] k oy 
: 1 -2| |2 -2 2 1 La ecuación « 
yxwu= |2 -2| =i g -j T +k T 
3 0 I La ecu 
n=ai 
=i (1(1)- 0-2) ) - j (21) - 3(2) ) + k (2(0)- 3(1) ) 
=i- 8j- 3k. Sin en 
; ; ; encuel 
Para comprobar que v X w es perpendicular a v, calculamos el producto punto: namos 
como 


y Vx w)=(Q+j-2k )-(-8j-3k )=2-8+6=0. 
Análogamente, 

w- Xw)=Bİ +0 +k) -8-3k )=3+0-3=0. Ejemplo 4 Encon 
Por lo tanto, v X w es perpendicular a v y a w. Solución Como 
donde 


Propiedades del producto cruz 


i AO ae El vec 
La regla de la mano derecha establece que y X w y w X v apuntan en direcciones opuestas. Las magni- 
tudes de v X w y w X v son las mismas, así que w X v =- (v X w) (véase Fig. 12.41). 
Por lo 
Como 
'; 2 
; ' lo que 
Figura 12.41 Diagrama que muestra que v X w =-(w X v ). 
Esto explica la primera de las siguientes propiedades. Las otras dos se derivan en los problemas 17, 21 y Compi 
25 al final de esta sección. P 
Propiedades del producto cruz Áreas y volúr 
Para los vectores n, v, w y el escalar À Pod 
L wXxwv=- Av Xw) Ae 
2. (A) Xx w=2A(v Xw)=v X (àw) normál 


3. UX(v+w)=u4 Xv+uXw, 


cto cruz es perpen- 


“dos, tenemos 


30) ) 


uestas. Las magni- 


). 


roblemas 17, 21 y 
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Equivalencia de las dos definiciones del producto cruz 


Los problemas 22 y 25 de la página 96 utilizan argumentos geométricos para demostrar que el producto 
cruz se distribuye sobre la suma. A partir de este resultado, el problema 26 demuestra cómo es que la 
fórmula de la definición algebraica del producto cruz puede derivarse de la definición geométrica. 


La ecuación de un plano que pasa por tres puntos 


Ejemplo 4 


Solución 


La ecuación de un plano está determinada por un punto P, = (Xo Yo Zo) del plano, y un vector normal, 
n =ai +bj +ck: 


a(x =x) +b (Y-Y) +0 (2-2))=0. 


Sin embargo, el plano también puede estar determinado por tres puntos en el mismo (siempre que no se 
encuentren en una misma recta). En ese caso podemos encontrar una ecuación del plano si determi- 
namos primero dos vectores del plano, y luego encontramos un vector normal usando el producto cruz, 
como en el siguiente ejemplo. 


Encontrar una ecuación del plano que contenga los puntos P = (1, 3, 0), O = (3, 4, -3) y R = (3, 6, 2). 
Como los puntos P y Q están en el plano, el vector de desplazamiento entre ellos, PO, está en el plano, 
donde 

PO =(3- Di + (4-3) +(3-0K =2i +j -3k. 
El vector de desplazamiento PR también está en el plano, donde 

PR =(3- Di +(6-3) +Q-0Kk =2i +3) +2k. 


Por lo tanto, un vector normal, n , al plano está dado por 


} j k 
n=PQXPŘ=|2 1 3|=11l-10/+4k 
2 3 2 


Como el punto (1, 3, 0) está en el plano, la ecuación del plano es 
ll (x- 1)— 10 (y -3)+4(z-0)=0, 
lo que se simplifica a 
11x— 10y + 4z =-19 


Compruebe que P, Q y R satisfacen la ecuación del plano. 


Areas y volúmenes usando el producto cruz y determinantes 


Podemos usar el producto cruz para calcular el área del paralelogramo con lados v y w. Decimos que 
v X w es el vector de área del paralelogramo. Según la definición geométrica del producto cruz, v X w es 
normal al paralelogramo y tenemos el siguiente resultado: 
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El área de un paralelogramo con lados Y = v,i + v,j +v,k yw=w,i +w,j +w,k es 


área = [lv x wll, donde v X w = 


Ejemplo 5 Encontrar el área del paralelogramo con lados v =27 +j -3k y w=¡ +3] +2k. 


Solución 


Calculamos el producto cruz: 


> 


ï j k 
vxw=|2 1 -3| =(2+9i-(4+3)j+(6-1)k =11- 754 5k. 
32 


El área del paralelogramo con lados v y w es la magnitud del vector v X w: 


área = | X | =V 112 + (272 + 5? = V 195. 


Volumen de un paralelepípedo 


Considere el paralelepípedo con lados formados por a, b y c (véase Fig. 12.42). Como la base está 
formada por los vectores b y c, se tiene 


área de la base del paralelepípedo = ||b x c ||. 


Figura 12.42 Volumen Figura 12.43 Se dice que los Figura 12.44 Se dice que los 
de un paralelepípedo. vectores a, b, c están vectores a, b, c están 
positivamente orientados. negativamente orientados. 


Los vectores a, b y c se pueden colocar como en la figura 12.43 o como en la 12.44. En cualquier 
caso, 


altura del paralelepípedo = [la] cos 0 
donde 9 es el ángulo entre ayb xc.Enla figura 12.43, el ángulo 0 es menor de 7/2, por lo que el 
producto (b Xx c) + a, llamado el producto triple, es positivo. Por lo tanto, en este caso 


volumen del paralelepípedo = base x altura = [lb X cl| - [la] cos O=(b X c) + a. 


En 
nef 


Por 


Problemas p 
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En la figura 12.44, el ángulo — 6, entre a y b X c mide más de 7/2, así que el producto (bxc).aes 
vK es negativo. Por lo tanto, en este caso se tiene 


volumen = base . altura = ||b X cl| -lla || cos O =- ||b x éll- lla || cos (7-0) 


=-(bxc)-a=[(b xc)-al. 


Por lo tanto, en ambos casos el volumen está dado por ((b_X c) » a]. Con determinantes, puede escribirse 


El volumen de un paralelepípedo con lados a, b y c está dado por 


volumen = |(b X č) » a] = valor absoluto del determinante 


Problemas para la sección 12.4 


1. Encuentrek XJ. 
2. ¿Esigual ï X i que i + i? Explique su respuesta. 
En los problemas del 3 al 6, encuentre a X b. 
Como la base está e ES a 
3. a=i+kyb=i+j 4 a=-iyb=j+k. 
S. da=i+j+kyb=i+jK. 6. a=2i -3j +kyb=i+2j-k 
7. Dadoa =3i +j -k yb =i —4j +2k, encuentre a X b y compruebe que a X b es perpendicular 
aayab. 
8. Siv X w=2i -3j + 5k y v -w =3, encuentre tan O donde 8 es el ángulo entre v y w. 
9. Suponga que a es un vector fijo de longitud 3 en la dirección positiva de las x, y el vector b de 
longitud 2 está libre para girar en el plano xy. ¿Cuáles son los valores máximo y mínimo de la 
magnitud de a X b? ¿Qué dirección toma a X b a medida que gira b ? 


10. Está usted en un simulador de combate aéreo y el monitor le indica que han disparado dos misiles a 
su avión, en las direcciones 31 + 5j +2k y i — 3] — 2k. ¿En qué dirección debe virar para tener la 


Se dice que los máxima posibilidad de esquivar ambos misiles? 

K e a Encuentre una ecuación para el plano que pase por los puntos de los problemas 11 y 12. 
11. (1,0, 0), (0, 1, 0), (0, O, 1). 12. (3,4,2), (2, 1, 0), (0, 2, 1). 

2.44, En cualquier 13. Dados los puntos P = (0, 1,0), Q = (1, 1,2) y R = (2, 1, —1), encuentre 


a) El área del triángulo PQR. 
b) La ecuación para un plano que contenga P Q y R. 


14. Encuentre un vector paralelo a la intersección de los planos 2x— 3y + 5z = 2 y 4x + y- 3z =7. 


7/2, por lo que el 15. Encuentre la ecuación del plano que pasa por el origen y es perpendicular a la recta de intersección 
de los planos del problema 14. 


P 16. Encuentre la ecuación del plano que pasa por el punto (4, 5, 6) y es perpendicular a la recta de inter- 
sección de los planos del problema 14. 


20. 


22. 


23. 
24. 


25. 


. Utilice la definición algebraica para el producto cruz para comprobar que 


aXx(b+co)=(a Xb)+(a X c). 


: En este problema se llega a la definición algebraica del producto cruz por un camino diferente. Sea 


a =a i +aj+a kyb= bi i +b,j + b, k. Se busca un vector v = xi + yj +zk que sea perpendicu- 
laraa yb. Utilice este da para foimnlár dos ecuaciones para x, y y z. Elimine x y despeje y en 
términos de z. Luego elimine y y despeje x en términos de z. Como z puede ser cualquier valor (la 
dirección de v no se afecta), seleccione el valor para z que elimine el denominador de la ecuación 
obtenida. ¿Cómo se compara la expresión resultante para v con la fórmula derivada en la página 91? 


. Suponga que a y b son vectores del plano xy, tales que a =a, i +a,j yb =b, +b,j con 0< a,< 


a y 0<b,<b,. 
a) ace a y b y el vector € = aji + aj. Sombree el paralelogramo formado por a y b. 
b) ¿Cuál es la relación entre a y c? [Sugerencia: Encuentre c - a y c -c.] 
c) Encuentre c-b. 
d) Explique por qué c - b da el área del paralelogramo formado por a y b. 
e) Verifique que en este caso a X b = (a,b, - a,b )k. 
Sid +b +c = 0, demuestre que 

axb=bXċ=čXa. 


Geométricamente, ¿qué implica esto en relación con a, b y c? 


. Si v y w son vectores diferentes de cero, utilice la definición geométrica del producto cruz para 


explicar por qué 

Ov) X w=Mv X w)=v X (Aw). 
Considere los casos en que à > 0, A= 0y à < 0 separadamente. 
Utilice un paralelepípedo para demostrar que a » (b X c)=(a X b) - č para cualesquier vectores a, 
byc. 
Demuestre que [la X b|? =la |b- (a - b y 
Para los vectores a y b,seac=d X (b X a). 
a) Demuestre que c está en el plano que contiene a a y b. 
b) Demuestre que a -c =0y b » c = Jal |b |P- (a - b F. [Sugerencia: Utilice los problemas 22y 

23.] 
c) Demuestre que 
a X (b Xa)=]a Pb - (a-b Ja 

Utilice el resultado del problema 22 para demostrar que el producto cruz se distribuye sobre la suma. 
Primero utilice la distributividad para el producto punto para demostrar que para cualquier vector d, 


[(a+b)xcJd=[(a xc)+(bxcenNd, 


A continuación, demuestre que para cualquier vector d, 


Ka +b) Xx c)- a xc)-(bxc)]:d= 


Finalmente, explique por qué se puede concluir que 


26. 


(a+b)Xc=(aXc)+(b Xe). 
Utilice el hecho de que i Xi=0í X j=k,ixk= -j y así sucesivamente, junto con las 
propiedades del producto cruz de la página 92 para derivar la definición algebraica para el producto 
cruz. 


27. 


28. Cu 
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Sw a = ají + a,j yb= bi + b,j dos vectores no paralelos en dos dimensiones, como en la figura 

12.45. 

a) Utilice la identidad sen(f — œ) = (sen 8 cos æ ~ cos f sen &) para verificar la fórmula para el 
área del paralelogramo formado por a y b: 


Área del paralelogramo = |a b, — a,b || 


b) Demuestre que a,b, — a,b, es positivo cuando la rotación de a a b es en sentido contrario a las 
manecillas del reloj, y negativo cuando es en el sentido de las manecillas del reloj. 

Considere el tetraedro determinado por los vectores a, b y c de la figura 12.46. El vector de área de 

una cara es un vector perperdicular a la cara, apuntando hacia afuera, cuya magnitud es el área de la 


cara. Demuestre que la suma de los cuatro vectores de área que apuntan hacia afuera de las caras es 
igual al vector cero. 


b = bhi + b,j = (s cos pi + (s sen Bl 


a= ua +4) 


t 
i = (r cos a)i + (r sena) 


l. 


2. 


3. 


Figura 12,45 Figura 12.46 


PROBLEMAS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO DOCE 


Dados los vectores de desplazamiento u y v de la figura 12.47, dibuje los siguientes vectores: 
a) (u+v)+u b) v+@ +u) c) (U+u)+u 
d D 
i 4 l 
Az 3 
3 B E 
4 — bel 
1 2 3 4 5 6 
Figura 12.47 Figura 12.48 


La figura 12.48 muestra los puntos A, B, C, D y E. 

a) Lea las coordenadas de los cinco puntos y descomponga en sus componentes los siguientes dos 
vectores: u = (2.5)AB + (0.8)CD, v= (2.5)BA - (0.8)CD. 

b) ¿Cuál es la relación entre u y v? ¿Por qué se esperaba esto? 


Encuentre las componentes de un vector p que tiene la misma dirección que EA en la figura 12.48 
y cuya longitud es igual a dos unidades. 
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4. Para cada uno de los enunciados a continuación, conteste las preguntas siguientes: ¿Tiene sentido el 
enunciado? Si es así, ¿es cierto para todas las posibles opciones de a y b ? Sino, ¿por qué no? 
Utilice oraciones completas para sus respuestas. 

a) a+b=b+a | b) a +Ibl|= la +b] e) lb + al|= lla +b] 
d) lla +5/|=llall + lb]. 


. En la figura 12.49 aparecen dos lados adyacentes de un hexágono regular como los vectores uyv. 
Marque los lados restantes en términos de u y v. 


y 
—_—___ y 
y » 

u 


Figura 12.49 Figura 12.50 


6. La figura 12.50 muestra siete vectores d, b,c, d,e, f yg. 


a) ¿Son iguales dos cualesquiera de estos vectores? Anote todos los pares iguales. 

b) ¿Se puede encontrar un escalar x de modo que a = xg? Si es así, encuentre x; si no, explique 
por qué no. 

c) La misma pregunta que en b, pero para la ecuación b = xd. 

d) ¿Puede despejar los escalares u y v de la ecuación f = uč + vd ? Si es así, encuéntrelos; si no, 


explique por qué. 


7. ¿Para qué valores de £ son paralelos los siguientes pares de vectores? 


a) 2i+(P+2t+1iy + tk, 6i+8j+3k 
b) ti+j+(t-1)kK, 2i—4j+k 
c) 2ti+tj+tk, 6i+3j+3k. 


Utilice la definición geométrica para calcular los productos cruz de los problemas 8 y 9. 


8. 


2È X (+j) 9. @+j)Xx@-j) 


Calcule los productos cruz para los problemas 10 y 11, usando la definición algebraica. 


10. 


12. 
13. 


(€ +x) x] 11. (+j) XÁ XJ) 


¿Cierto o falso?: a X b =- (b X 4) para toda a y b. Explique su respuesta. 
Encuentre el área del triángulo con vértices P = (2, 2, 0), Q = (1, 3,-1) y R=-4, 2, 1) usando el 
producto cruz. 


. Encuentre la ecuación del plano que pasa por el origen y es paralelo a z = 4x — 3y + 8. 
. Encuentre un vector normal al plano 4(x — 1) + 6(z + 3) = 12. 
. Encuentre la ecuación del plano que pasa por los puntos (0, O, 2), (0, 3, 0), (5, O, 0), 


. Considere el plano 5x — y +72 =21. 
a) Encuentre un punto sobre el eje x en este plano. 
b) Encuentre otros dos puntos en el plano. 


20. 


26. 


27. 
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c) Encuentre un vector perpendicular al plano. 
d) Encuentre un vector paralelo al plano. 


. Dados los puntos P = (1, 2, 3), Q = (3, 5, 7) y R = (2, 5, 3), encuentre: 


a) Un vector unitario perpendicular a un plano que contenga E Q. R. 
b) El ángulo entre PQ y PR. 

c) El área del triángulo POR. 

d) La distancia de R a la recta que pasa por P y O. 


Encuentre todos los vectores v del plano tales que [|v || =1 y lv +5|| = 1. 


Encuentre todos los vectores w en el espacio tales que |W} = 1 y Iw + [| = 1. Describa este conjunto 


geométricamente. 


. El conjunto de poblaciones de cada uno de los 50 estados de Estados Unidos, ¿es una cantidad 


vectorial o escalar? 

El vector de precio de frijol, arroz y tofu es (0.30, 0.20, 0.50) en dólares por libra. Expréselo en 

dólares por onza. 

Un objeto está atado a una cuerda inelástica, a un punto fijo, y gira 30 veces por minuto en un plano 

horizontal. Demuestre que la rapidez del objeto es constante pero la velocidad no lo cs. ¿Qué indica 

esto acerca de la aceleración? 

Un objeto se desplaza en sentido contrario a las manecillas del reloj a una rapidez constante alrede- 

dor del círculo x° + y7 = 1, donde x y y se miden en metros. Completa una revolución cada minuto. 

a) ¿Cuál es su rapidez? 

b) ¿Cuál es su vector de velocidad 30 segundos después de que pasa por el punto (1. 0)? ¿Cambia 
la respuesta si el objeto se desplaza en el sentido de las manecillas del reloj? Explique. 

En el juego de tiro al blanco con láser, una persona dispara una pistola láser inofensiva y trata de 

acertar a un blanco puesto en la cintura de otros jugadores. Supóngase que el lector está de pic en el 

origen de un sistema tridimensional de coordenadas y que el plano xy es el piso. Supóngase que Ja 

altura de la cintura es 3 pies sobre el nivel del piso y que el nivel de la vista está a 5 pies sobre el 

piso. Tres de sus amigos son sus oponentes; uno está de pie de modo que su blanco está a 30 pies a 

lo largo del eje x, el otro está pecho ticrra de modo que su blanco está en el punto x = 20, v=15, y el 

tercero está emboscado de manera que su blanco está en un punto a 8 pies sobre el punto x= 12, y= 

30. 

a) Siel lector apunta con una pistola al nivel de la vista, encuentre el vector de su pistola a cada 
uno de los tres blancos. 

b) Si dispara desde el nivel de la cintura, con su pistola a un pie a la derecha del centro de su 
cuerpo mirando a lo largo del eje x, encuentre el vector desde su pistola a cada uno de los tres 
blancos. 


Un aeropuerto está en el punto (200, 10, 0) y un avión que se aproxima está en el punto (550, 60, 
4). Suponga que el plano xy es horizontal, con el eje x apuntando hacia el este y el eje y apuntando 
hacia el norte. También suponga que el eje z está hacia arriba y que todas las distancias se miden 
en kilómetros. El avión vuela al oeste a una altitud constante y una rapidez de 500 km/h durante 
media hora. Luego desciende a 200 km/h, dirigiéndose en línea recta hacia el acropuerto, 

a) Encuentre el vector de velocidad del avión cuando vuela a altitud constante. 

b) Encuentre las coordenadas del punto en que el avión empieza a descender. 

c) Encuentre un vector que represente la velocidad del avión cuando está descendiendo. 


Un barco está siendo remolcado por dos remolcadores; el mayor de éstos ejerce una fuerza 25% 
mayor que el menor y a un ángulo de 30 grados al norte del este. ¿En qué dirección debe jalar cl 
remolcador menor para asegurarse que el barco se desplace al este? 


A IN € 
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28. 


29. 


Un hombre desea remar la distancia más corta posible de norte sur, para cruzar un río cuyas aguas 
corren a 4 km/h desde el este. Puede remar a 5 km/h. 
a) ¿En qué dirección debe remar? 
b) Si sopla un viento de 10 km/h del sudoeste, ¿en qué dirección debe remar para tratar de ir direc- 
tamente a la otra orilla? ¿Qué pasa? 
a) Un vector v de magnitud v hace un ángulo æ con el eje positivo de las x, un ángulo f con el eje 
positivo de las y, y un ángulo y con el eje positivo de las z. Demuestre que 
v =v cos Œi + v cos Bj+v cos yk. 
b) Cos æ, cos B, y cos y se llaman cosenos directores. Demuestre que 
cos? a+ cos? B + cos? y= 1. 
Encuentre el vector v con todas las siguientes propiedades: 
i) Magnitud 10. ii) ángulo de 45° con el eje x positivo 
iii) ángulo de 75° con el eje y positivo iv) Componente k positiva. 
Mediante vectores, demuestre que las bisectrices perpendiculares de un triángulo se cortan en un 
punto. 
Encuentre la distancia desde el punto P = (2, —1, 3) al plano 2x + 4y -z = ~}. 


. Encuentre una ecuación del plano que pasa por los puntos (1, 1, 1), (1, 4, 5) y (3, 2, 0). 


Dos rectas en el espacio están sesgadas si no son paralelas y no se cortan. Determine la distancia 
mínima entre dos de estas rectas. 


ir un río cuyas aguas 


ara tratar de ir direc- 


n ángulo £ con el eje 
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3,2, 0). 


termine la distancia 


CAPÍTULO TRECE 


DIFERENCIACIÓN DE 
FUNCIONES DE 
VARIAS VARIABLES 


Para una función de una variable, y = f(x), la derivada dy/dx = f'(x) indica la 
rapidez de cambio de y con respecto a x. Para una función de dos variables, z = 
f(x, y), no tiene sentido preguntarse por la rapidez de cambio porque x y y 
pueden variar de manera independiente, o ambas al mismo tiempo. Sí pode- 
mos, sin embargo, considerar la rapidez de cambio con respecto a cada una de 
las variables independientes. En este capítulo se estudian estas derivadas 
parciales, y varias maneras de usarlas para obtener una idea completa de cómo 
varía una función. 
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13.1 DERIVADA PARCIAL 


La derivada de una función de una variable mide su rapidez de cambio. En esta sección vemos cómo es 


que una función de dos variables tiene dos rapideces de cambio: una según cambia x (con y constante) y 


otra sceún cambia y (con x constante). 


Rapidez de cambio de la temperatura de una barra metálica: 


un problema de una variable 


Imaginemos una barra metálica, calentada de manera irregular, orientada a lo largo del eje x, con su 
extremo izquierdo en el origen y x medida en metros (véase Fig. 13.1). Sea u(x) la temperatura (en °C) 
de la barra en el punto x. La tabla 13 indica los valores de u(x). Vemos que la temperatura aumenta a 
medida que avanzamos a lo largo de la barra, llegando a su máximo en x = 4, y luego empieza a 


disminuir. 


m A G TABLA 13.1 Temperatura u (x) de la barra 
WA OE 
uo ec) | 125 | 128 


0 l 2 3 t 3 


Figura 53.1 Barra metálica 
calentada de modo irregular. 


Ejemplo 1 


Solución 


Calcular la derivada u'(2) usando ia tabla 13.1 y explicar lo que significa la respuesta en términos de 
temperatura. 

La derivada 1'(2) está definida como el límite del cociente de dos diferencias: 

u(2 + h) -~ u(2) 


u'(2)= lim 
h>0 h 


Si se escoge A = | de modo que podamos usar la información de la tabla 13.1, tenemos 


; ~- u(2+1)-u(2) 160- 135 
(2) =m > 3 z < = 
l l 


N 
A 


Esto stgnitica que la temperatura aumenta con una rapidez aproximada de 25°C por metro, conforme 
avanzamos de izquierda a derecha, pasando de x = 2. 


Rapidez de cambio de la temperatura de una placa metálica 


Imaginemos una placa metálica rectangular, delgada, calentada de manera irregular, que se encuentra 
en el plano av con su esquina inferior izquierda en el origen y x y y medidas en metros, La temperatura 
(en °C) en el punto (x, y) es T(x, y) véase la figura 13.2 y la tabla 13.2. ¿Cómo varía T cerca del punto 
(2, 1)? Consideremos la línea horizontal y = 1 que contiene el punto (2, 1). La temperatura a lo largo 
de esta línea es la sección transversal, T(x, 1), de la función T(x, y) con y = 1. Suponga que escribimos 
alo = Tx, 1). 
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TABLA 13.2 Temperatura (°C) de una placa metálica 


Os p oo Ys 7 
e es ie is e 


Figura 13.2 Placa metálica calentada 
de modo irregular. 


¿Cuál es el significado de la derivada u’ (2)? Es la rapidez de cambio de la temperatura T en la direc- 
ción x en el punto (2, 1), conservando y fija. Denotemos esta rapidez de cambio por T, (2, 1), así que 
u(2+h)-u(2) 


TO Daw) = lim MAENG jo TR AA DTO, 
h>0 h h>0 h 


T, (2, 1) recibe el nombre de derivada parcial de T con respecto a x en el punto (2, 1). Al tomar h= 1, 
podemos leer valores de T del renglón con y = 1 de la tabla 13.2, y resulta 
TB = J2 a 
Fo. ly ASA ed E RR 135. 2 25eC/m. 


El hecho de que T,(2, 1) sea positiva significa que la temperatura de la placa aumenta a medida que 
avanzamos más allá del punto (2, 1) en la dirección de x creciente (es decir, horizontalmente de izquierda 
a derecha en la figura 13.2). 


Ejemplo 2 Calcular la rapidez de cambio de T en la dirección y en el punto (2, 1). 


Solución La temperatura a lo largo de la línea x = 2 es la sección transversal de T con x = 2, es decir, la función v 
0) = TQ, y). Si denotamos la rapidez de cambio de T'en la dirección y en (2, 1) por 7, (2, 1), entonces 
$O, D=v (1)=lím v(l+h)-v (1) -lím T(2,1+h)-T (2,1) 
h>0 h h>0 h 


T, (2, 1) recibe el nombre de derivada parcial de T con respecto a y en el punto (2, 1). Al tomar A = 1, de 
modo que podamos usar la columna con x = 2 de la tabla 13.2, resulta 


T(2,1 =T (2,1 20-135 
TO, y AAA q AB 15m, 


El hecho de que T (2, 1) sea negativa significa que la temperatura disminuye a medida que y aumenta. 


Definición de la derivada parcial 


Estudiemos la influencia de x y y separadamente sobre el valor de la función f(x, y) manteniendo una de 
ellas fija y dejando que la otra varíe. Esto lleva a las siguientes definiciones. 


ERA ARA EA 
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Derivadas parciales de f con respecto a x y y 


Para todos los puntos donde existe el límite, definimos las derivadas parciales en el punto (a, b) 


mediante 


rapidez de cambio de f con respectoax _ iim fla+h, b)-f(a, b) 
= E 3 


fía, b) = en el punto (a, b) A 


rapidez de cambio de f con respecto ay _ tim f(a,b+h)-f(a, b) 


f (a. b)= en el punto (a, b) NFO d 


Si hacemos que a y b varíen, tenemos las funciones de derivadas parciales f (x, y) y f(x, y). 


Al igual que con las derivadas ordinarias, existe una notación opcional: 


Notación opcional para derivadas parciales 


Si z= f(x, y), podemos escribir 


(x, y)= —— 
pi, : Ox 


i dz 
fla, b) = de 


(a, b) 


Usamos el símbolo ð para distinguir derivadas parciales de derivadas ordinarias. Cuando las vari- 
ables independientes tengan nombres diferentes de x y y, ajustamos la notación según sea necesario. Por 
ejemplo, las derivadas parciales de f(u, v) se denotan por f, y f, 


Visualización de las derivadas parciales en una gráfica 


La derivada ordinaria de una función de una variable es la pendiente de su gráfica. ¿Cómo visualizamos 
la derivada parcial f (a, b)? La gráfica de la función de una variable f(x, b) es la curva donde el plano 
vertical y = b corta la gráfica de f(x, y) (véase Fig. 13.3). Por lo tanto, f (a, b) es la pendiente de la línea 
tangente a esta curva en x=4. 


LR est La línea tiene pendiente z 
a línea tiene pendiente 
il f(a, b) 


h la, b) 


` 


Punto 
(a, b, f(a, b)) 


Punto 
(a. b.f (a, b)) 


Gráfica de Gráfica de 
f(x. b) f(a, y) 


y 


Figura 13.3  Lacurvaz= f(x, b) en la gráfica de f Figura 13.4 Lacurvaz= f(a, y) en la gráfica de f 
tiene pendiente f (a, b)enx=a. tiene pendiente f (a, b) en y =b. 
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De igual manera, la gráfica de la función f(a, y) es la curva donde el plano vertical x = a corta la 
gráfica de f, y la derivada parcial f (a, b) es la pendiente de esta curva en y = b (véase Fig. 13.4). 


Ejemplo 3 En cada punto señalado en la gráfica de la superficie z = f(x, y) de la figura 13.5, decir si cada derivada 
parcial es positiva o negativa. 


Figura 13.5 Indique los signos de f, y f,en P y Q. 


Solución El eje positivo de las x apunta hacia afuera de la página. Imagine que echamos a andar en esta dirección 
desde el punto P; descenderemos abruptamente. Por esto, la derivada parcial con respecto a x es nega- 
tiva en P, y su valor absoluto bastante grande. Lo mismo ocurre con la derivada parcial con respecto a y 
en el punto P, puesto que también hay un descenso abrupto en la dirección positiva de las y. 

En el punto marcado como Q, moverse hacia la dirección positiva de las x resulta en un descenso 
gradual, pero si es hacia la dirección positiva de las y el resunado es un ascenso gradual. Por lo tanto, 
la derivada parcial f, en Q es negativa pero pequeña (es decir, cas! ero), y la derivada parcial f, es 
positiva pero pequeña. 


Cálculo aproximado de las derivadas parciales a partir de 
un diagrama de contorno 


Es frecuente que la gráfica de una función f (x, y) indique el signo de las derivadas parciales, pero cl 
cálculo numérico de estas derivadas se realiza con más facilidad a partir de un diagrama de contorno 
que de una gráfica de superficie. Si nos desplazamos paralelamente hacia uno de los ejes en un 
diagrama de contorno, la derivada parcial es la rapidez de cambio del valor de la función sobre los 
contornos. Por ejemplo, si los valores sobre los contornos son crecientes conforme avanzamos en la 
dirección positiva, entonces la derivada parcial debe ser positiva. 


Ejemplo 4 La figura 13.6 muestra el diagrama de contorno para la temperatura H(x, t) (en °C) en una habitación 
como función de la distancia x (en metros) desde un calentador y el tiempo f (en minutos) después que 
el calentador fue encendido. ¿Cuáles son los signos de H,(10, 20) y H(10, 20)? Calcular estas 
derivadas parciales y explicar las respuestas en términos prácticos. 


rr 
p 
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t (minutos) 


Solución Las unu 
significe 
libras m 
extra po 
x (metros) significa 
pesará O 
¥ aA ogbin . cada 40 
Figura 13.6 Temperatura en una habitación calentada: el A 
radiador en x = 0 es encendido en ¿=0. cio alred 
Solución El punto (10, 20) está casi sobre el contorno H = 25. Conforme x aumenta, avanzamos hacia el contorno Prob 
H = 20, de modo que H es decreciente y H,(10, 20) es negativa. Esto tiene sentido porque el contorno H roblemas para | 
= 30 está a la izquierda: a medida que nos alejamos del calentador, la temperatura desciende. Por otro 

lado, a medida que f aumenta avanzamos hacia el contorno A = 30, así que H es creciente; conforme t e 

. Mec 


decrece, H disminuye. Por lo tanto, H,(10, 20) = es positiva. Esto indica que a medida que el tiempo 


transcurre, la habitación se calienta. 
Para calcular las derivadas parciales, recurramos al cociente de dos diferencias. Al observar el 
[Rex 


diagrama de contorno, vemos que hay un punto sobre el contorno A = 20 aproximadamente 14 unidades 


a la derecha del punto (10, 20). En consecuencia, H disminuye en 5 cuando x aumenta en 14, de donde: 2. Utili 
-5 
Rapidez de cambio de H con respecto a x = H, (10,20) = 1” -0.367C / metro. 
Esto significa que después de 20 minutos, la temperatura desciende alrededor de 0.36* cerca del punto Lue; 
situado a 10 m del calentador, en cifras redondas, un tercio de grado por cada metro que nos alejemos del 3. Elp: 
calentador. 

Para calcular H,(10, 20), observamos que el contorno H = 30 está casi 32 unidades directamente á 
encima del punto (10, 20). Por esto, H aumenta en 5 cuando f aumenta en 32, Por lo tanto, TA 
ipol 

Rapidez de cambio de H con respecto a t = H,(10,20) = + = —), 16°C / metros. a) 

Esto significa que después de 20 minutos la temperatura sube casi 0.16, o sea 1/6 de grado, por cada b) 

minuto en el punto situado a 10 metros del calentador. c) 
í 
. ». . . d) t 
Uso de unidades para interpretar derivadas parciales 4. Supo 
Con frecuencia, el significado de una derivada parcial puede explicarse mediante el uso de unidades. n 
a) £ 


Ejemplo 5 Supóngase que el peso en libras de una persona, w, es función f(c, n) del número c de calorías que 
consume a diario y el número n de minutos que se ejercita diariamente. Mediante las unidades para m, 
c) - 


y n, interpretar en términos comunes los enunciados: 


1acia el contorno 
ue el contorno H 
sciende. Por otro 
ente; conforme + 
la que el tiempo 


;. Al observar el 
ante 14 unidades 
en 14, de donde: 


1etro. 


cerca del punto 
nos alejemos del 


es directamente 
0, 


grado, por cada 


Je unidades. 


le calorías que 
dades para w, c 


Solución 
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3w (2000, 15) = 0.02 y pe (2000, 15) =- 0.025. 
de ? on 


Las unidades de du:/de son libras por caloría. El enunciado 


ðw 
i (D = 
e (2000, 15) = 0.02 


significa que si actualmente consume diariamente 2000 calorías y hace ejercicio 15 minutos, pesará 0.02 
libras más por cada caloría adicional que consuma a diario, o sea, casi dos libras por cada 100 calorías 
extra por día. Las unidades de dw/dn son libras por minuto. El enunciado 

dw 


—— (2000, 15) = -0.025 
ón 


significa que para el mismo consumo de calorías y el mismo número de minutos de ejercicio. la persona 
pesará 0.025 libras menos por cada minuto adicional de ejercicio diario, o sea, casi una libra menos por 
cada 40 minutos adicionales al día. Si cada día la persona ingiere 100 calorías adicionales y hace ejerci- 
cio alrededor de 80 minutos más, el peso debe permanecer cas! constante, 


Problemas para la sección 13.1  -_—_—_—__—_ 


1. Mediante el cociente de diferencias, calcule f (3, 2) y f (3, 2) para la función dada por 


e 
Fx, vw) = —- 
y+1 


[Recuerde: Un cociente de diferencias es una expresión de la forma (fa + h, b)— fía, b) )/ h] 
2. Utilice cocientes de diferencia con Ax=0.1 y Ay=0.1 para calcular £d. 3)y f., 3) donde 
f(x, y) = e" sen y. 
Luego obtenga mejores resultados usando Ax= 0.01 y Ay=0.01. 
3. El pago mensual de la hipoteca en dólares, P, por una casa es una función de tres variables 
P=f(A, s N), 
donde A es el monto del préstamo en dólares, » la tasa de interés, y N el número de años antes que la 


hipoteca se pague. 
a) f(92000, 14, 30) = 1090.08. ¿Qué nos indica esto, en términos financieros? 


oP e i 
b) E (92 000, 14, 30) = 72.82. ¿Cuál es el significado financiero del número 72.82? 
7 
c) ¿Se esperaría que P/A sea positiva o negativa? ¿Por qué? 
d) ¿Se esperaría que dP/0N sea positiva o negativa? ¿Por qué? 
4. Suponga que solicitamos $A a una tasa de interés de r% (por mes) y lo pagamos en f meses me- 
diante pagos mensuales de $P, como está determinado por la función P = g(A, r, t). En términos 
financieros, ¿qué nos indican los siguientes enunciados? 


de 
a) g(8000, 1, 24) = 376.59 b) Sy 8000, t, 24) = 0.047 
A 


de 
c) <£ (8000, 1, 24) = 44.83 
dr 
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5. Supongamos que x es el precio promedio de un automóvil nuevo y que y es el precio promedio de 
un galón de gasolina. Entonces q}, que es el número de autos nuevos vendidos en un año, depende 
de x y de y, así que q, = f (x, y). De igual manera, si q, es la cantidad de gasolina vendida en un año, 
entonces q), = 8 (x, y). 

a) ¿Cómo espera que sean los signos de dq, / dx y dq, / dy ? Explique. 
b) ¿Cómo espera que sean los signos de dq, / dy y dq, / dx ? Explique. 

6. Aun paciente se le inyecta un medicamento en una arteria. La función c = f (x, f) representa la 
concentración del medicamento a una distancia x en la dirección de la circulación sanguínea, medida 
desde el punto de inyección y a un tiempo t desde la inyección. ¿Cuáles son las unidades de las sigu- 
¡entes derivadas parciales? ¿Cuáles son sus interpretaciones prácticas? ¿Cuáles deben ser los signos? 

a) de/dx b) 0c/ot 

7. Supongamos que P es la mensualidad de un automóvil en dólares y P = f (Po t, r), donde $P, es la 
cantidad prestada, t el número de meses para pagar el préstamo, y r% la tasa de interés. ¿Cuáles son 


las unidades, los significados financieros y los signos de 9P/0t y OP/ dr? 14. Laf 
8. En la figura 13.7 aparece la superficie z = f(x, y). Los puntos A y B están en el plano xy. ene 
a) ¿Cuál es el signo de f, (A)? b) ¿Cuál es el signo de f (4)? kilói 
c) Suponga que P es un punto del plano xy que se desplaza a lo largo de una línea recta de A a B. $ 
¿Cómo cambia el signo de f, (P)? ¿Cómo cambia el signo de f, (P)? 150 
2 ¡O E 


rte) 


100 + 


| 


50 


| 


kilómetros al ne 


Ma 
RI 


Figura 13.7 Figura 13.8 60 

9. Considere la superficie z = f (x, y) en forma de silla de montar que se ilustra en la figura 13.8. 

a) ¿Cuál es el signo de f, (0, 5)? b) ¿Cuál es el signo de f, (0, 5)? 

Para los problemas 10, 11 y 12, consulte la tabla 11.3 de la página 8 donde se lee la temperatura La neblin; 
ajustada para el factor viento-frío, C, en °F, como función f(w, T) de la velocidad del viento, w, en necesaria 
mph, y la temperatura, T, en °F. La temperatura ajustada para el viento-frío indica cuánto frío se problema: 
siente como resultado de la combinación de viento y temperatura. metro cúb 
10. Calcule f , (10, 25). ¿Qué significa su respuesta en términos prácticos? (en gramo 
11. Calcule fy (5, 20). ¿Qué significa su respuesta en términos prácticos? ASS 
12. En la tabla 11.3 puede verse que cuando la temperatura es de 20°F, la temperatura ajustada para 15. Utilic 
viento-frío desciende en un promedio de casi 2.6%F con cada 1 mph de aumento en la velocidad del parei 
viento a partir de 5 mph y hasta 10 mph. ¿Con qué derivada parcial tiene que ver esto? 16. Haga 
13. La figura 13.9 muestra un diagrama de contorno para el pago mensual P como función de la tasa de para i 
interés, /%, y la cantidad £ de un préstamo a 5 años. Calcule 9P/dr y IP/AL en los siguientes puntos. 17. Repit 
prácti 


En cada caso, dé las unidades y el significado práctico de su respuesta. 
a) r=8, L= 4000 b) r=8, L= 6000 c) r= 13, L= 7000 


recio promedio de 
:n un año, depende 
vendida en un año, 


x, t) representa la 
sanguínea, medida 
idades de las sigu- 
ben ser los signos? 


r), donde $P, es la 
terés. ¿Cuáles son 


Ino xy. 


ra recta de A a B. 


3.8 


figura 13.8. 


e la temperatura 
del viento, w, en 
ca cuánto frío se 


ira ajustada para 
ila velocidad del 
sto? 

:1ón de la tasa de 
¡guientes puntos, 


L = 7000 


150 


50 
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n%) 


wm» 


E IA ys EE e 
Figura 13.9 


14. La figura 13.10 muestra un diagrama de contorno para el número n de zorras por kilómetro cuadrado 
en el suroeste de Inglaterra. Calcule dn/dx y dn/dy en los puntos marcados A, B y C, donde x son los 
kilómetros de este a oeste y y los kilómetros de norte a sur, 


H (calorías/m3) 


600 TG TITS 
N 
” A 500 O OO A UN E 
E 
Z 2 400 
- E : Z 
: 300 À HIT. 0.4) 
Z 200 H + > e MA H(T, 0.3) 
] TARA T. 0.2) 
100 | AA 
Ale |: HT, 0.1) 
Ñ 0 f . L - TEC) 
60 120 180 10 20 30 40 
(kilómetros al este) 
Figura 13.10 Figura 13.11 


La neblina que cubre las pistas del aeropuerto puede despejarse si se calienta el aire. La cantidad de calor 
necesaria para realizar el trabajo depende de la temperatura del aire y de la humedad de la neblina. En los 
problemas 15, 16 y 17 interviene la figura 13.11, que muestra el calor H (T, w) necesario (en calorías por 
metro cúbico de niebla) como función de la temperatura T (en grados Celsius) y el contenido de agua w 
(en gramos por metro cúbico de niebla). Observe que la figura 13.11 no es un diagrama de contorno, sino 
muestra secciones transversales de H con w fija en 0.1, 0.2, 0.3 y 0.4. 


15. Utilice la figura 13.11 para encontrar un valor aproximado de H, (10, 0.1). Interprete la derivada 
parcial en términos prácticos. 


16. Haga una tabla de valores para H (T, w) a partir de la figura 13.11, y utilícela para calcular HE) 
para T= 10, 20 y 30 y w=0.1, 0.2 y 0.30. 


17. Repita el problema 16 para H, (T, w) en T= 10, 20 y 30 y w=0.1, 0.2 y 0.3. ¿Cuál es el significado 
práctico de estas derivadas parciales? 
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18. El gasto cardiaco, representado por c, es el volumen de sangre que circula por el corazón de una 
persona, por unidad de tiempo. La resistencia vascular sistemática (RVS), representada por s, es la 
resistencia a que la sangre circule por venas y arterias. Sea p la presión sanguínea de una persona, 
Entonces p es una función de c y s, así que p = f (c, $). 

a) ¿Qué representa dp/dc? 

Supongamos ahora que p = kes, donde k es una constante. 

b) Trace las curvas de nivel de p. ¿Qué representan? Marque sus ejes. 

c) Para una persona que tiene el corazón débil, es conveniente hacer bombear el corazón contra 
menos resistencia y conservar la misma presión sanguínea. A esa persona se le puede adminis- 
trar Nitroglicerina para reducirle la RVS y Dopamina para aumentar el gasto cardiaco, 
Represente esto en una gráfica que muestre curvas de nivel. Ponga un punto A en la gráfica que 
represente el estado de la persona antes de administrarle los medicamentos y un punto B 
después de ello. 

d) Justo después de un ataque al corazón desciende el gasto cardiaco de un paciente y ocasiona que 
baje la presión sanguínea. Un error común que cometen médicos residentes es normalizar la 
presión sanguínea del paciente con medicinas para aumentar la resistencia vascular sistemática 
(RVS), en lugar de aumentar el gasto cardiaco. En una gráfica de las curvas de nivel de p, ponga 
un punto D que represente al paciente antes de un ataque cardiaco, un punto E que represente al 
paciente inmediatamente después del ataque cardiaco, y un tercer punto F que represente al 
paciente después que un médico residente le haya dado medicina para aumentar la RVS. 


13.2 CÁLCULO ALGEBRAICO DE DERIVADAS PARCIALES 


Ejemplo 1 


Solución 


Ejemplo 2 


Solución 


Como la derivada parcial f (x, y) es la derivada ordinaria de la función f(x, y) con y constante, y f (x y) 
es la derivada ordinaria de f(x, v) con x constante, podemos usar todas las fórmulas de diferenciación del 
cálculo de una variable para encontrar derivadas parciales. 


, 


Sca f(x, y)= ST . Encontrar f, (3, 2) algebraicamente. 


Utilizamos el hecho de que f, (3, 2) es igual a la derivada de f (x, 2) en x = 3. Como 


2 


À 
v Xx 


2+1 3 


fa 2)= 


diferenciando con respecto a x, tenemos 


Eo za: ZA A 22 
£..2)=-=55 | la + Y Por lo tanto f,(3.2)=2. 


Calcular las derivadas parciales con respecto a x y con respecto a y para las siguientes funciones. 
Y faye b) 2=(3xy+2xP c) g(x, y) =e PU sen (xy) 


a) Este es el producto de una función de x (es decir, e*) y una función de y (es decir, y+). Cuando dife- 
renciamos con respecto a x, consideramos la función de y como constante y viceversa. Por lo tanto, 


(0,1) =y7 Bk = 3ye, 
Ox 


b) 


dif 
fun 
larg 


Ejemplo 3 En 


Solución Par 


Interpretac 


Ejemplo 4 En 


Eve 


el corazón de una 
sentada por s, es la 
ea de una persona. 


“el corazón contra 
:le puede adminis- 
el gasto cardiaco. 
A en la gráfica que 
ntos y un punto B 


¿nte y ocasiona que 
s es normalizar la 
ascular sistemática 
e nivel de p, ponga 
E que represente al 
7 que represente al 
tar la RVS. 


:onstante, y f(x, y) 
> diferenciación del 


; funciones. 
\ sen (xy) 


tr, y^). Cuando dife- 
ersa. Por lo tanto, 


Ejemplo 3 Encontrar todas las derivadas parciales de f(x, y, z) = E > 
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f(x y=e q (y2) = 2ve**, 
dy 


b) Aquí empleamos la regla de la cadena: 


dz 


O A (Bxy + 2x) = 5(3xy + 2x EN 
dx dx 


= = 5(3xy + 2x o Bxy + 2x)=5(Bxy + 2x )t3x = 15x(3xy + 2x Y. 
y y 


c) Como cada función del producto es una función de x y de y, necesitamos usar la regla del producto 
para cada derivada parcial: 


Í i 0 
8,0, y)=]Í 9 (ent) ] sen (y) + enn 
¡Y j 


(sen (xy) = e't! sen (xy) +e“ 
\ 2 


1 


y cos (xv), 


x dx 


d A 
g (1, y)= E (e+) poes (xy) + ed LoS (sen (xy) ) = 3e sen (xy) +00 x cos (av). 
i dy dy A 
Para funciones de tres o más variables, encontramos derivadas parciales por el mismo método: 
diferenciar con respecto a una variable, considerando las otras variables como constantes. Para una 
función f (x, y, z), la derivada parcial f, (x, b, c) indica la rapidez de cambio de f con respecto a x a lo 
largo de la línea y = b, z =c. 


>” 


Solución Para encontrar f(x, y, z), por ejemplo, consideramos y y z como fijas, dando 


2xy* 3x2y? py 


fr, y £(yo= -y LADI==3 


< 4 ` 


interpretación de las derivadas parciales 


Ejemplo 4 En la figura 13.12 se muestra una cuerda de guitarra vibrando, originalmente en reposo a lo largo del eje 
x. Sea x la distancia en metros desde el extremo izquierdo de la cuerda. A los 1 segundos el punto x se ha 
desplazado y = f (x, f) metros verticalmente desde su posición de reposo, donde 


y=f(x, t) = 0.003 sen (nx) sen (27651 ). 
Evaluar f, (0.3, 1) y f, (0.3, 1) y explicar qué significa cada cual en términos prácticos. 


fix. 2) 
y (metros) fi 1) 


0.003 | 


t (metros) 


-0.003 + > 
` f(x, 10) 


Figura 13.12 La posición de una cuerda de guitarra en vibración 
en varios tiempos diferentes: gráfica de g (x, t) para t= 1,2, 10. 
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Solución Al diferenciar f(x, t) = 0.003 sen (7 x) sen (2765t) con respecto a x, tenemos Problemas para 
f(x, t) = 0.0037 cos (7x) sen (27651). 
En particular, sustituyendo x = 0.3 y t= 1 
l. Se 
f,(0.3, 1) = 0.0037 cos (7 (0.3)) sen (2765) = 0.002. 
Para ver lo que f,(0.3, 1) significa, considere la función f(x, 1). La gráfica de f(x, 1) de la figura 13.13 2. Se 
es una instantánea de la cuerda en el instante ż = 1. Entonces, la derivada f (0.3, 1) es la pendiente de la a) 
cuerda en el punto x = 0.3 y en el momento cuando 1 = 1. De igual manera, al tomar la derivada de f(x, 1) b) 
= 0.003 sen (7 x) sen(2765f£) con respecto a £, tendremos Encuei 
stán ri 
f(x, 1) = (0.003) (2765) sen (7 x) cos (27651) = 8.3 sen (7x) cos (1). i 
Como f (x, t) está en metros y ten segundos, la derivada f, (0.3, 1) está en m/s. Por lo tanto, sustituyendo 3.2, 
«=03yt=1, 5. g, 
$,(0.3, 1) = 8.3 sen (7% (0.3) ) cos (2765 (1) ) = 6 m/seg. 7 ð 
"da 
9 g 
y (metros) Oy 
0.002 t ll o 
pendiente = f (0.3, 1) = 0.002 "dh 
0.001 13 d 
Ol DE 
i 15. F 
0 OS | x (metros) 
17 o 
Figura 13.13 Gráfica de f (x, 1): instantánea de la forma de la SS 
cuerda en t= 1 s. >o 
c n 19, Y 
o f , i 21. W 
Para ver qué significa f (0.3, 1) considere la función f(0.3, 1). La gráfica de f(0.3, 1) es una gráfica - 
de posición contra tiempo que rastrea el movimiento ascendente y descendente del punto sobre la cuerda 33. 9 
donde x = 0.3 (véase Fig 13.14). La derivada f,(0.3, 1) = 6 m/s es la velocidad de ese punto sobre la dt 
cuerda en el tiempo £= 1. El hecho de que f,(0.3, 1) sea positivo indica que el punto se desplaza hacia 25. 7 
arriba cuando f= 1. e 
d 
y (metros) Pendiente = f,(0.3, 1) = 6 m/sec 27. DA 
0.003 | a 


0.002 


0.001 J TX A A / 
dee E Fa E vf i A7 T t (segundos) 31. 25 
-0.001 r f. V y 
-0.002 | 33, % 
dy 


, - 35. Cos 
Figura 13.14 Gráfica de f(0.3, t): gráfica de a) 
posición contra tiempo del punto x = 0.3 m desde b) 


el extremo de la cuerda de guitarra. c) 
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Problemas para la sección 13.2 


1. Sea fan= Encuentre f (3, 2) algebraicamente. 


2. Sea f (u, v) = u (u2 + yY?P%. 
a) Utilice un cociente de diferencia para estimar f (1, 3) con h = 0.001. 
b) Ahora evalúe f, (1, 3) exactamente. ¿Fue razonable el cálculo del inciso a? 


¡de la figura 13.13 
; la pendiente de la 


derivada de f(x, £) 
Encuentre las derivadas parciales indicadas para los problemas del `l 34. Suponga que las variables 


están restringidas a un dominio donde la función está definida. 


:anto, sustituyendo 3. z siz =x%y +21 4. z, si z= sen (5Xy — 3xy?) 

5. 2,s1g (x, y) = Ine?) 6. F„siF=mg 

J Z (avx) 8. z Qe“) 

9, a (GBx3y? — 32xty3 + Sxy) 10. 2. siz= e. 

1. SÅ sabía sb) 12. 2 [5 mv) 

3.5 (Le 14. E (22) 

15. Fi si A -mi 16. 2 otai 

17 sF si = Em 18. a si a=Ż 

9. + ar 20 Zar ) 

1 l : Of, l 
Weusi 21 a si n=-5 € E? META B? 22 a si n= NIC 
o Da a m la) 
se desplaza hacia 25. z, si 22 + za 26. $ si &= AS 
2A — 5 

27. KA A : 28. o sım “RENA > : 

29. -2 (Trapo 1307) o a ELE en] 
ndos) 31. z yz paraz= x +2 +x 32. z, (2,3)siz= (cos x) + y 

33. A si z= e“ sen v 34. 2 sif (x, y) =x In(y cos x) 

[a 05) Y lars 


35. Considere la función f (x, y) = x? + y? 


a) Calcule f, (2, 1) y f, (2, 1) usando el diagrama de contorno para f de la figura 13.15. 

b) Calcule f, (2, 1) y f (2, 1) de una tabla de valores para f con x = 1.9, 2, 2.1 y y= 0.9, 1, 1.1. 

c) Compare sus resultados de los incisos a y b con los valores exactos de f, (2, 1) y f,(2, 1) 
encontrados algebraicamente. 
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36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


Figura 13.15 


Demuestre que la función de Cobb-Douglas 
O=bK%LIi4 donde O<a<l 


satisface la ecuación 


JQ 00 
K a 
oK ƏL 


El dinero en una cuenta bancaria gana intereses a una tasa continua r. La cantidad de dinero de la 
cuenta, $B, depende de la cantidad depositada, $P, y del tiempo, f, que ha estado en el banco según 
la fórmula 
B = Pe". 
Encuentre 9B/0t y OB/9P e interprete cada una en términos financieros. 
Una barra de un metro de largo se calienta de manera irregular, con temperatura en °C a una distan- 
cia x metros de un extremo en el tiempo t dada por 
H (x, )= 10091 sen (7 x) 0O<a1sl. 
a) Trace una gráfica de H contra x parat=0yt=1. 
b) Calcule H, (0.2, t) y H, (0.8, £). ¿Cuál es la interpretación práctica (en términos de temperatura) 
de estas dos derivadas parciales? Explique por qué cada una tiene el signo que ticne. 
c) Calcule H, (x, £). ¿Cuál es su signo? ¿Cuál es su interpretación en términos de temperatura? 
Sea h (x, t) = 5 + cos(0.5x — £) la función que describe la ola del estadio de la página 4. El valor de h 
(x, £) indica la altura de la cabeza del espectador del asiento x en el tiempo t segundos. Evalúe M, (2, 
5) y h, (2, 5) e interprete cada una en términos de la ola. 


¿Hay un función f que tenga las siguientes derivadas parciales? Si es así, ¿cuál es? ¿Hay otras? 
fs y) = 4%? 3y, 
fe œ y) =2x y — 12xy? 


13.3 LINEALIDAD LOCAL Y EL DIFERENCIAL 


En las secciones 13.1 y 13.2 estudiamos una función de dos variables dejando que cambie una variable 


a la vez. Ahora dejaremos que ambas variables varíen a la vez para obtener una aproximación lineal 
para funciones de dos variables. 


Acercamient 


Parat 
se pat 
dos v: 
variat 


E 
13.3 r 


cercar 


TABLA 133 A 


ad de dinero de la 
en el banco según 


n °C a una distan- 


əs de temperatura) 
e tiene. 

: temperatura? 

12 4, El valor de h 
dos. Evalúe / (2, 


? ¿Hay otras? 


nbie una variable 
oximación lineal 
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Acercamiento para ver la linealidad local 


Para una función de una variable, la linealidad local significa que a medida que uno se acerca a la gráfica, 
se parece a una línea recta (véase apéndice A). Conforme uno se acerca a la gráfica de una función de 


dos variables, ésta por lo general se asemeja a un plano, que es la gráfica de una función lineal de dos 
variables (véase Fig. 13.16). 


Figura 13.16 Acercamiento a la gráfica de una función de dos variables hasta que la 
gráfica parezca un plano. 


De igual manera, la figura 13.17 muestra tres vistas sucesivas de los contornos cerca de un punto. 
A medida que hacemos el acercamiento, los contornos parecen líneas paralelas igualmente espaciadas, 
que son los contornos de una función lineal (a medida que uno se acerca, tenemos que agregar más 


contornos). 
SA 
A, NSS= N 


EN 


Figura 13.17 Acercamiento a un diagrama de contorno hasta que las líneas parezcan 
paralelas y uniformemente espaciadas. 


Este efecto también puede verse numéricamente al acercarse más y más a tablas de valores. La tabla 
13.3 muestra tres tablas de valores para f (x, y) =x? + y? cerca de x = 2, y = 1; cada una es una vista más 
cercana que la anterior. Observe cómo cada tabla se parece más a la tabla de una función lineal. 


TABLA 13.3 Acercamiento en los valores de f (x, y) = x? + y* cerca de (2, 1) hasta que la tabla parezca lineal 


y 
Coss [100] 101] 


AA AAA a E 
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Acercamiento algebraico: diferenciabilidad 


Si observamos un plano cuando nos acercamos a un punto (siempre que el plano no sea vertical) sabre- 
mos que f(x, y) puede ser aproximada cerca de ese punto mediante una función lineal, £ (x, y): 


fa y)=L(x y) 
La gráfica de la función z = L (x, y) es el plano tangente en ese punto. Siempre que la aproximación sea 
suficientemente buena, se dice que f(x, y) es diferenciable en ese punto. La sección 13.10 explica cómo 


saber si la aproximación es suficientemente buena. Las funciones que encontramos serán diferenciables 
en la mayoría de los puntos de su dominio. 


El plano tangente 


El plano que vemos al acercarnos a una superficie se llama plano tangente a la superficie en el punto. La 
figura 13.18 muestra la gráfica de una función con un plano tangente. 

¿Cuál es la ecuación del plano tangente? En el punto (a, b), la pendiente en dirección x de la gráfica 
de f es la derivada parcial f, (a, b) y la pendiente en dirección y es f, (a, b). Por lo tanto, usando la 
ecuación para un plano de la página 40 del capítulo 11, tenemos el siguiente resultado: 


Plano tangente a la superficie z = f (x, y) en el punto (a, b) 


Suponiendo que f es diferenciable en (a, b), la ecuación del plano tangente es 


z=f(a, b) +f,(a, b) (x-a) + f, (a, b) Y- b). 


Aquí consideramos a a y b como fijas, de modo que f(a, b), f (a, b) y f (a, b) son constantes. Por lo 
tanto, el lado derecho de la ecuación es una función lineal de x y y. 


$ -—- Plano tangente 


Punto de contacto 
entre plano y superficie: - 


(a, b, fla, b)) -— Superficie z =f (x, y) 


Figura 13.18 Plano tangente a la superficie z = f (x, y) en el punto (a, b). 


Ejemplo 1 Encontrar la ecuación para el plano tangente a la superficie z = x? + y? en el punto (3, 4). 


Solución Tenemos f(x, y) =2x, así que f, (3,4) =6 y f(x, y) = 2y, así que f, (3, 4) = 8. También, f (3, 4) = 
3? + 4? = 25. En consecuencia, la ecuación para el plano tangente en (3, 4) es 


¿=25 + 6(x— 3) + 8(y — 4) =-25 + 6x + 8y. 


Linealización 


Como «< 
z del pl 
z por f 


La figa 


Ejemplo 2 Encoi 
usand 


Solución  Seaz 
en (3, 
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Linealización local 


Como el plano tangente está cerca de la superficie en la vecindad del punto en el que se tocan, los valores 


O sea vertical) sabre- BA 
z del plano tangente son cercanos a valores de f(x, y) para puntos cerca de (a, b). Por lo tanto, al sustituir 


al, L (x, y): , Sa E. 
z por f(x, y) en la ecuación del plano tangente obtenemos la siguiente aproximación: 

la apr oximación sea Aproximación del plano tangente a f (x, y) para (x, y) cerca del punto (a, b) 

13.10 explica cómo 

serán diferenciables Siempre que f sea diferenciable en (a, b), podemos aproximar f (x, y): 


fœ y)=fla, b)+f (a, by x-a) +f, la, b) (yb). 


Estamos considerando a a y b como fijas, por lo cual la expresión del lado derecho es lineal en x y 
y. El lado derecho de esta aproximación se llama linealización local de f cerca de x= a, y = b. 


ficie en el punto. La 


cción x de la gráfica La figura 13,19 muestra gráficamente la aproximación del plano tangente. 


lo tanto, usando la Valor verdadero de fx, y) 
o: 
Aproximación del plano 
f(a, b)Ay x tangente a fx, v) 
f(a, b)Ax + f (a, b)Ay 
' 2 fela, b)Ax 
n constantes. Por lo A fla, 
Ys < 
faby ' ' 
4 
A . 
(A, V) 
y) "S (a, bi Ar. < £ ? 
ey 
Figura 13.19 —Linealización local: aproximación de f (x, v) por el 
valor z en el plano tangente 
(a, b). 


Ejemplo 2 Encontrar la linealización local de f (x, y) =x? + y? en el punto (3, 4). Calcular f (2.9, 4.2) y f (2, 2) 


p usando la linealización y comparar sus respuestas a los valores verdaderos. 


bié Solución  Seaz= f(x, y) =x? + y?. En el ejemplo 1 de la página 116 encontramos que la ecuación del plano tangente 
bién, f (3, 4) = en (3, 4) era 


2= 25 + 6(x — 3) + 8(y - 4). 
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Por lo tanto, para (x, y) cerca de (3, 4), tenemos la linealización local 
fo y) = 25 + 6(x-— 3) + 8(y —- 4). 


Al sustituir x = 2.9, y = 4.2 resulta 
fQ.9, 4.2) = 25 + 6(0.1) + 8(0.2) = 26. 


Esto se compara favorablemente con el valor verdadero f (2.9, 4.2) = (2.97 + (4.2) = 26.05. 
Sin embargo, la linealización local no da una buena aproximación en los puntos alejados de (3, 4). 
Por ejemplo, si x = 2, y = 2, la linealización local resulta en 


fQ0,2)=25 +61) + 8(2) =3. 


mientras que el verdadero valor de la función es f (2, 2) = 22+22=8 


Ejemplo 3 Diseñar calderas seguras depende de saber cómo se comporta el vapor bajo cambios de temperatura y 
presión. Tablas de vapor como la de la tabla 13.4 se publican y dan valores de la función V = f (T, P), 
donde V es el volumen (en pies?) de una libra de vapor a una temperatura T (en °F) y a presión P (en 
lb/pulg?). 

a) Dar una función lineal que calcule V = f (T, P) para T cerca de 500°F y P cerca de 24 Ib/pulg?. 
b) Estimar el volumen de una libra de vapor a una temperatura de 505°F y una presión de 24,3 Ib/pulg?. 


TABLA 13.4 Volumen (en pies cúbicos) de una libra 
de vapor a varias temperaturas y presiones 


Presión P (Ib/pulg?) 


Solución a) Se desea conocer la linealización local alrededor del punto T = 500, P = 24, que es 
FT P) =f (500, 24) + fr (500, 24) (T — 500) + fp (500, 24) (P — 24), 


Leemos el valor f (500, 24) = 23.69 de la tabla. 
A continuación calculamos f,-(500, 24) mediante un cociente de diferencias. De la columna P = 24, 


calculamos el promedio de rapidez de cambio entre T = 500 y T = 520: 


Temperatura 
T 
CF) 


aai 520, Af G00, 2A 24202.60 
fr (500, 24) = 2320 —500 = 20 = 0.0255 


Observemos que f,(500, 24) es positiva, porque el vapor se expande cuando se calienta. 
A continuación calculamos f/ (500, 24) observando en el renglón de T = 500 y calculando la rapidez 
de cambio promedio er re P = 24 y P = 26: 


f (500, 26) - f (500, 24) y 21.86-23.69 _ 0915 


JE Oa 26—24 2o o 


Obser 
Medi: 


b) Estam 
son ce 


Linealida 


Las aproxi 
miento que 


H 


El diferencial 


Con frecue 
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para reescri 


en la forma 
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El difere 


El difere 


El difere 


Observe que el dife; 
—— 


Ejemplo 4 Calcular los 
a) f(x y): 


= 26.05. 


s alejados de (3, 4). 


əs de temperatura y 
inción V= f (T, P), 
`) y a presión P (en 


de 24 Ib/pulg?. 
ón de 24.3 Ib/pulg?. 
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Observe que fp (500, 24) es negativo, porque al aumentar la presión del vapor decrece su volumen. 
Mediante estas aproximaciones para las derivadas parciales obtenemos la linealización local: 


para T cerca de 500°F 

y P cerca de 24 Ib/pulg?. 

b) Estamos interesados en calcular el volumen en T = 505°F y P = 24.3 lb/pulg?. Como estos valores 
son cercanos a T= 500°F y P = 24 Ib/pulg?, usamos la relación lineal obtenida en el inciso a. 


V = 23.69 + 0.0255(505 — 500) — 0.915(24.3 — 24) = 23.54 pies’. 


V=f(T, P) = 23.69 + 0.0255(T — 500) — 0.915( P — 24) pies? 


Linealidad local con tres o más variables 


Las aproximaciones lineales locales para funciones de tres o más variables siguen el mismo procedi- 
miento que para funciones de dos variables. La linealización local de f (x, y, z) en (a, b, c) está dada por 


J y, z) =f (a, b, c)+f,(a, b, c) x-a) +f, (a, b, c) (y—b)+f, (a, b, c) @- co). 


El diferencial 


Con frecuencia nos interesa el cambio en el valor de la función conforme avanzamos desde el punto 
(a, b) a un punto cercano (x, y). Entonces usamos la notación 


Af= f(x y) fla, b) 


para reescribir la aproximación del plano tangente 


Fx, y =f (a, db) +f, (a, b) (xa) +f, (a, b) O-b) 


y AÁx=x-a y Ay=y-b 


en la forma 
Af=f(a, b) Ax +f,(a, b) Ay. 


Para a y b fijas, el lado derecho es una función lineal de Ax y Ay que se puede usar para calcular A f. Esta 
función lineal recibe el nombre de diferencial. Por lo general, para definir el diferencial se introducen 
nuevas variables dx y dy para representar cambios en x y y. 


El diferencial de una función z = f (x, y) 


El diferencial, df (o dz), en un punto (a, b) es la función lineal de dx y dy dada por la fórmula 
df=f, (a, b) dx + f, (a, b) dy. 


El diferencial en un punto general se escribe como df = f dx + f dy. 


Observe que el diferencial, df, es una función de cuatro variables, a, b, y dx, dy. 


Ejemplo 4 Calcular los diferenciales de las siguientes funciones: 


a fa y =x32e% b) z=xsen (xy) c) f(x, y)=xc0s (2x) 


A 
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Solución a) Como f, (x, y) =2xe* y f(x, y)= 5x%e% , tenemos 
df =2xe5% dx + 5x2e% dy. 
b) Como dz / dx = sen (xy) + xy cos (xy) y 02 / dy = x? cos (xv), tenemos 
dz = (sen(xy) + xy cos(xy)) dx + xX cos(xy) dy. 
c) Como f, (x, Y) = cos(2x) — 2x sin (2x) y f œ y ) = 0, tenemos 


df = (cos(Qx) — 2x sen(2x)) dx + O dy = (cos(2x) — 2x sen(2x)) dx. 


Ejemplo 5 La densidad p (en g/cm?) de bióxido de carbono CO, depende de su temperatura 7 (en °C) y presión P 
(en atmósferas). El modelo de gas ideal para el CO, establece lo que se llama “ecuación de estado” 


_ 0.5363P 
T+273.15 Problemas par 
Calcular el diferencial dp. Explicar los signos de los coeficientes de dT y dP. 
Solución El diferencial para p = f (T, P) es Para l 
E e lz 
4).5363P 0.5363 
lo =f ATP) OT A BDP)= 355350 i++ 535% AP. 
PARIS ES Se COE TRATES 32 
El coeficiente de dT es negativo porque al aumentar la temperatura se dilata el gas (si la presión se 4 s 
mantiene constante) y. por lo tanto, decrece su densidad. El coeficiente de dP es positivo porque al ' z 
aumentar la presión se comprime el gas (si la temperatura se mantiene constante) y, por lo tanto, su 
densidad aumenta. 
a 
b 
¿De dónde viene la notación para el diferencial? s 
. E 
Escribimos el diferencial como una función lineal de las nuevas variables, dx y dy. Uno puede pregun- H 
tarse por qué se escogen estos nombres para nuevas variables. La razón es histórica: los inventores del 
cálculo consideraron dx y dy como cambios “infinitesimales” en x y y. La ecuación 
df= f dx + f dy | 
fue considerada como una versión infinitesimal de la aproximación lineal local h 
Af=f,Ax+f,Ay. 
A pesar de los problemas a la hora de definir exactamente qué significa la palabra “infinitesimal”, 1. L 
algunos matemáticos, científicos e ingenieros conciben el diferencial en términos de infinitesimales. £ 
La figura 13.20 ilustra una manera de imaginar los diferenciales que combina la definición con 8. E 
este punto de vista informal. Muestra la gráfica de f junto con una vista de la gráfica alrededor del 2 
punto (a, b, f (a, b)) en un microscopio. Como f es localmente lineal en el punto, la vista amplificada 9. E 
parece un plano tangente. En el microscopio, usamos un sistema amplificado de coordenadas con su 2 
a 


origen en el punto (a, b, f (a, b)) y con coordenadas dx, dy y dz a lo largo de los tres ejes. La gráfica 
del diferencial df es el plano tangente, que tiene ecuación df = f (a, b) dx + f (a, b) dy en las coorde- 
nadas amplificadas. 


"(en °C) y presión P 


ción de estado” 


zas (si la presión se 
5 positivo porque al 
+) y, por lo tanto, su 


Uno puede pregun- 
x: los inventores del 


xa “infinitesimal”, 
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áfica alrededor del 
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res ejes. La gráfica 
b) dy en las coorde- 


3. 
4. 
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Plano es 
> Superficie es de gráfica de df 
F ráfica de a 
g ef 12 
die -dy 


2% 
5 


Figura 13.20 La gráfica de f, con una vista microscópica que muestra 
el plano tangente en el sistema coordenado amplificado 


Problemas para la sección 13.3 aama 


Para las funciones de los problemas 1, 2 y 3, encuentre la ecuación del plano tangente en el punto dado. 
1. 


z= +x+x +6 en el punto (1, 0, 9) 2. z=ye`/\ enel punto (1, 1, e) 


z= > (12 + 4y?) en el punto (2, 1, 4) 


Se pidió a un estudiante que encontrara la ecuación del plano tangente a la superficie z = x° — y" en 
el punto (x, y) = (2, 3). Su respuesta fue 
z2=3x? (1-2) -2y (y -3)-1. 

a) A primera vista, ¿cómo sabemos que está equivocado? 

b) ¿Qué error cometió el estudiante”? 

c) Conteste correctamente la pregunta. 

Encuentre la linealización local de la función f (x, y) = x?y en el punto (3, 1). 

a) Verifique la linealidad local de f (x, y) = e * seny cerca de x= 1, y = 2 mediante una tabla de 
valores de f para x = 0.9, 1.0, 1.1 y y= 1.9, 2.0, 2.1. Exprese valores de f con cuatro dígitos 
después del punto decimal. Luego haga una tabla de valores para x = 0.99, 1.00, 1.01 y v= 
1.99, 2.00, 2.01, mostrando otra vez 4 dígitos después del punto decimal. ¿Parecen cas! lineales 
ambas tablas? ¿Parece más lincal la segunda tabla que la primera? 

b) Dé la linealización local de f (x, y) =e * sen y en (1, 2), primero usando sus tablas y luego 
usando el hecho que f(x, y) =-e * sen y y f(x, y) =e "cos y. 

Dé la linealización local para la función de pago mensual de un préstamo para la compra de un auto, 

en cada uno de los puntos investigados en el problema 13 de la página 108. 

En el ejemplo 3 de la página 118 se presenta una aproximación lineal para V = f (T, p) cerca de (500. 

24). Encuentre ahora una aproximación lineal cerca de (480, 20). 


En el ejemplo 3 de la página 118 se halló una aproximación lineal para V = f (T, p) cerca de (500, 

24). 

a) Pruebe la precisión de este cálculo por comparación de su valor pronosticado con los cuatro 
valores vecinos de la tabla. ¿Qué se observa? ¿Qué valores pronosticados son precisos? ¿Cuáles 
no? Explique su respuesta. 

b) Sugiera una aproximación lincal para f (T, p) cerca de (500, 24) que no tenga la propiedad 
observada en el inciso a. [Sugerencia: aproxime las derivadas parciales de manera diferente. ] 
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7 ; 6 5 ; 22. E 
10. La figura 13.21 muestra un transistor cuyo estado en cualquier momento está determinado por las de 
tres corrientes i, i,e i, y los dos voltajes v, y v,. Estas cinco cantidades se pueden determinar por 
mediciones de i, y v, solamente, porque hay funciones f y g (llamadas curvas características del 
transistor) tales que i. = f (ip v.) y V,= 8 (ip Yẹ) y además i, = —i, — i, Las unidades son microam- a) 
peres (mA) para i, volts (V) para v, y miliamperes (mA) para i. 


Utilice la figura 13.22 para encontrar una aproximación lineal para f que sea válida cuando el b) 
transistor opera con į}, cerca de -300 mA y v, cerca de -8 V. 
¡¿(mA) 
E 
9+ 
A 
S a a 
A 
4 e 
a > > 
Vh 
t i 
e | 5 23. Un 
l; E 
Figura 13.21 Figura 13.22 Gráficas de f como función de v, con i} fija. 
Si I 
Encuentre los diferenciales de las funciones de los problemas del 11 al 14. por 
11. f(x y) = sen (xy) 12. z=e*c0s y por 
13. g (u, v)=u2+uv 14. h(x, =€" sen (x+ 5t) 24. Elp 
Encuentre los diferenciales de las funciones de los problemas del 15 al 18 en el punto dado. sA 
seg 
15. f(x, y) =xe> en (1, 0) 16. g (x, 1) =X? sen(20 en (2, 7/4) Ros 
17. P(L, K)=1.011925K075 en (100, 1) 18. F (m, r)=Gm/r en (100, 10) dos 
o ad 


N 
uu 


19, Encuentre el diferencial de f (x, y) = Vx? +y” enel punto (1, 2). Utilícelo para calcular f (1.04, 1.98). a) 
20. Una placa calentada de manera irregular tiene temperatura T (x, y) en °C en el punto (x, y). Si T b) 
(2, 1)=135, y 7,0, 1)=16, y T, (2, 1) =-15, calcule la temperatura en el punto (2.04, 0.97). 

Una mol de amoniaco está contenida en un recipiente capaz de cambiar de volumen (un compar- 

timiento sellado por un pistón, por ejemplo). La energía total U (en joules) del amoniaco es una | 

función del volumen V (en m?) del recipiente, y la temperatura T (en K) del gas. El diferencial dU 13.4 GRADIEI 
está dado por A 


21. 


— 


dU = 840dV + 27.32 dT. 


a) ¿Cómo cambia la energía si el volumen se mantiene constante y la temperatura aumenta ligera- La r apidez de c 
mente? + 
; ai ; ; -as derive 
b) ¿Cómo cambia la energía si la temperatura se mantiene constante y el volumen aumenta ligera- l E MAY 
: os ejes co 
mente? 


arbitraria. 


c) Encuentre el cambio aproximado en energía si el gas se comprime en 100 cm? y se calienta en 2 K. 
y 


leterminado por las 
den determinar por 
¡características del 
ades son microam- 
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22. El coeficiente, fB, de expansión térmica de un líquido relaciona el cambio en el volumen V (en m°) 


23. 


24. 


25. 


de una cantidad fija de un líquido con un aumento en su temperatura T (en °C): 
dV = BV dT. 


a) Sea p la densidad (en kg/m?) del agua como función de la temperatura. Escriba una expresión 
para encontrar dp en términos de p y dT. 

b) La gráfica de la figura 13.23 muestra la densidad del agua como función de la temperatura. 
Utilícela para calcular f cuando T = 20°C y cuando T = 80°C. 


p (kg/m?) 
1000 


990 
980 + 


970 


TCC) 
0 20 40 60 80 100 


Figura 13.23 


Un péndulo de periodo T y longitud / se utilizó para determinar g a partir de las fórmulas 
47 k? 
ps y l=s+—, K<s. 
T? s 
Si las mediciones de k y s son precisas, con variación no mayor de 1%, encuentre el máximo 
porcentaje de error en l. Si la medición de T no varía en más de 0.5%, encuentre el máximo 
porcentaje de error en el valor calculado de g. 


El periodo, T, de oscilación en segundos de un reloj de péndulo está dado por T =2 741/8 , donde 
g es la aceleración debida a la gravedad. La longitud del péndulo, /, depende de la temperatura, f, 
según la fórmula ! = 1, (1 + a) donde hes la longitud del péndulo a la temperatura t} y Œ es una 
constante que caracteriza al reloj. El reloj está puesto a tiempo a la temperatura rọ. ¿Cuántos segun- 
dos al día se atrasa o se adelanta el reloj cuando la temperatura es t} + Ar. Demuestre que este atraso 
o adelanto es independiente de l. 


a) Escriba una fórmula para el número 7 usando sólo el perímetro L y el área A de un círculo. 

b) Suponga que L y A se determinan experimentalmente. Demuestre que si los errores relativos, o 
de porcentaje, de los valores medidos de L y A son A y4, respectivamente, entonces el error 
resultante, o de porcentaje, en res 24 — u. 
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La rapidez de cambio en una dirección arbitraria: la derivada direccional 


Las derivadas parciales de una función f señalan la rapidez de cambio de f en las direcciones paralelas a 
los ejes coordenados. En esta sección veremos cómo calcular la rapidez de cambio de f en una dirección 
arbitraria. 
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Ejemplo 1 La figura 13.24 muestra la temperatura, en °C, en el punto (x, y). Calcular la rapidez de cambio de la 
temperatura promedio a medida que se pasa del punto A al punto B. 


y (m) 
300 


200 


x (m) 


100 200 300 


Figura 13.24 Cálculo de la rapidez de 
cambio en un mapa de temperatura. 


En el punto A estamos sobre el contorno H = 45°. En B estamos sobre el contorno H = 50°. El vector de 
desplazamiento de A a B tiene componente x de aproximadamente —100/ y componente y de casi 25j, 
por lo que su longitud es V(-100): +252? = 103. En consecuencia, la temperatura aumenta 5°C al avan- 
zar 103 metros y el promedio de rapidez de cambio de la temperatura en esa dirección es alrededor de 


5/103 = 0.05%C/m. 


Solución 


Suponga que se necesita calcular la rapidez de cambio de una función f (x, y) en el punto P = (a, b) en 
la dirección del vector unitario u = 4, ¿ + uj . Para A > 0, considere el punto Q = (a + hu, b + hu,) cuyo 
desplazamiento desde P es hu (véase Fig. 13.25). Como lla || = 1, la distancia de P a Q es h. Por lo tanto, 


Cambio en f fla+ hu, b+ hu) -f(a, b) 


Rapidez de cambio promedio 
Distanciade PaQ hi 


enfdePaQ 


(a + hue. b + huz) 
hu 
(a, b) 


Figura 13,25 Desplazamiento de hu 
desde el punto (a, b). 


Al tomar el límite a medida que h > 0 se obtiene la rapidez de cambio instantánea y la siguiente 


definición: 


Siu 


sien 


Ol 


De igu 
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Figura 13.26 
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Ejemplo 2 
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Derivada direccional de f en (a, b) en la dirección de un vector unitario u . 


Siu =u,i +j es un vector unitario, definimos la derivada direccional, f ;, por 


fafaby= defen dirección = 16m LC FA) 
u E = g Td ` 
de u en (a, b) mi" 0 h 


siempre que exista el límite. 


Observe que si u = i , de manera que u, = 1, u, = 0, entonces la derivada direccional es f,. porque 


fla+h, b)-f(a, b) 


fa b= ES 


=f. (a, b). 


De igual manera, si u =j entonces la derivada direccional F=f 


¿Qué pasa si no se tiene un vector unitario? 


Definimos f; para u un vector unitario. Si v no es un vector unitario, v + O, construimos un vector 
unitario u = v / ||v || en la misma dirección que v y definimos la rapidez de cambio de f en la dirección de 
v como f;- 


Para cada una de las funciones f, g y h de la figura 13.26, decir si la derivada direccional en el punto 
indicado es positiva, negativa o cero, en la dirección del vector v =: + 27, y en la dirección del vector w 
WER 


y 


Txa) y gix, y) y h(x, y) 


a o 


Figura 13.26 Diagramas de contorno de tres funciones con vectores de dirección v =} +2] y w=2i +j 


Solución 


marcados en cada uno. 


En el diagrama de contorno para f, el vector v = i +2) parece ser tangente al contorno. Por lo tanto, en 
esta dirección, el valor de la función no está cambiando y por esto la derivada direccional en la dirección 
de y es cero. El vector w = 2i +j apunta desde el contorno marcado 4 hacia el contorno marcado 5. En 
consecuencia, los valores de la función son crecientes y la derivada direccional en la dirección de w posi- 
tiva. 


En el diagrama de contorno para g, el vector v =¿ + 2j apunta desde el contorno marcado 6 hacia cl 
contorno marcado 5, así que la función es decreciente en esa dirección. Por lo tanto, la rapidez de cambio 
es negativa. Por otro lado, el vector w = 2i +j apunta desde el contorno marcado 6 hacia el contorno 
marcado 7, y en consecuencia la derivada direccional en la dirección de w es positiva. 
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Por último, sobre el diagrama de contorno para h, ambos vectores apuntan desde el contorno A = 10 El vector gra 


hacia el contorno h = 9, así que ambas derivadas direccionales son negativas. Obser 


Ejemplo 3 Calcular la derivada direccional de f (x, y) = x? + y? en (1, 0) en la dirección del vector i +. 
Solución Primero debemos encontrar el vector unitario en la misma dirección que el vector i + j. Como este vector 
tiene magnitud 4/2, el vector unitario es El 


u= E (+5) Lue Fe 


ya j 
V2 V2 V2 El y 
Por lo tanto, 


fU+hIV2, h VI- (1,0) 


(L+ AVIY + (4/42 —1 
fi (1,0) = lim n Aids 


= lí 


hon h ho h 
2h +1? > La 
n AA in E 
ho0 h h*0 
- . . . - . . La d 
Cálculo de derivadas direccionales a partir de derivadas parciales E 
ife 
Si f es diferenciable, ahora veremos cómo usar linealidad local para encontrar una fórmula para la 
derivada direccional que no implica un límite. Si u es un vector unitario, la definición de f ; dice 
Fo tim? (a + huy, b + hu») fa, b) = lím Af 
h0 h l n>0 h donde 
donde Af = f(a + hu,, b + hu) — f (a, b) es el cambio en f. Se escribe Ax para el cambio en x, así que 
Ax= (a + huy) ~a = hu,; análogamente, Ay = hu,. Por linealidad local se tiene 
PAN 
Af=f, (a, b)Ax +f, (a, b)Ay =f, (a, b)hu, +f, (a, bhu. Ejemplo 5 Encontrar 


Por lo tanto, al dividir entre h resulta 


Solución P 
Af fa bhu, +f, (a, Dhu or la def 


=f (a, bju, +f (a, bju. 


h h 
Esta aproximación se hace exacta a medida que h > 0, así que tenemos la siguiente fórmula: | así que en 
p 
Ejemplo 4 Utilizar la fórmula anterior para calcular la derivada direccional del ejemplo 3. Comprobar que se obtiene Notación 
la misma respuesta que antes. 
| I Puede cons 


T EN 


Las derivadas parciales son f, (x, y) = 2x y f, (x, y) = 2y. Por lo tanto, como antes, 


Solución Calculamos f; (1, 0), donde f (x, y) =x? + y? y u = 


a la función 


y r y 
Fead, O =f, Ou; +f, (1, O)uo= (2) (zo (z= 


contorno 4 = 10 


+]. 
Zomo este vector 


fórmula para la 
> f, dice 


10 en x, asi que 


rula: 


r que se obtiene 
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El vector gradiente 


Observe que la expresión para f; se puede escribir como un producto punto de u y un nuevo vector: 


f (a, b)=f (a, bu +f, (a, bju, = (f, (a, byi + f, (a, Dj y). (ud + Ito] >. 


El nuevo vector, f, (a, b)i + f (a, b) j, es importante. Por lo tanto, hacemos la siguiente definición: 


El vector gradiente de una función diferenciable en el punto (a, b) es 


grad f (a, b)=f,(a, DË + f, (a, bj 


La fórmula para la derivada direccional se puede escribir en términos del gradiente, así: 


La derivada direccional y el gradiente 
Si f es diferenciable en (a, b), entonces 


f¡(a, b)= f, (a, bju, + f, (a, bju, = grad f (a, b)+ u, 


donde u = ui +u,j es un vector unitario. 


Ejemplo 5 Encontrar el vector gradiente de f(x, y) =x + e en el punto (1, 1). 


Solución 


Por la definición, tenemos 
grad f= fi +f j=i+0í, 
así que en el punto (1, 1) 


grad f (1, 1)=7 + ej. 


Notación alternativa para el gradiente 


l df. ofe ; . ; 
Puede considerarse - + s jJ como el resultado de aplicar el operador vectorial (se pronuncia “del") 
g. dy 
Ys Eds Ds d 
Un di 


a la función f. Por lo tanto, obtenemos la notación Opcional 


grad f=Vf. 


¿Qué indica el gradiente? 
El hecho que f- = grad f+ u hace posible entender lo que representa el vector gradiente. Supongamos que 


8 es el ángulo entre los vectores grad f y u. En el punto (a, b), tenemos 


fi= grad f- u = ||grad f|] || % || cos O= ||grad f|] cos 8. 
1 
Imagine que grad f está fijo y que u puede girar (véase Fig. 13.27). El máximo valor de f, ocurre 
cuando cos 9= 1, de modo que 9=0 y u apunta en la dirección del gradiente de f. Entonces 
Máximo f; = || grad f || cos O = |įgrad f ||. 


El valor mínimo de f; ocurre cuando cos 9=-1, así que 0= XT y u apunta en la dirección opuesta a 
grad f. Entonces 
Mínimo f; = || grad fl] cos m= -|| grad f ||. 


Cuando 0 = 7/2 o 37: / 2, entonces cos 80 = 0, y la derivada direccional es cero. 


Cerofi O Máx fu 
> e. 
“M 
mi 0 
A grad f ` 
y . 
Mín fe „7 Cero fu 


Figura 13.27 Valores de la derivada 
direccional a diferentes ángulos del gradiente. 


Propiedades del vector gradiente 


Hemos visto que el vector gradiente apunta en la dirección de la máxima rapidez de cambio en un 
punto y la magnitud del vector gradiente es la de la rapidez de cambio. 

La figura 13.28 muestra que el vector gradiente en cualquier punto es perpendicular al contorno 
que pasa por ese punto. Si suponemos que f es diferenciable en el punto (a, b), la linealidad local nos 
indica que los contornos de f cerca de (a, b) aparecen rectos, paralelos e igualmente espaciados. La 
máxima rapidez de cambio se obtiene al avanzar en dirección al siguiente contorno recorriendo la 
distancia más corta posible, que es la dirección perpendicular al contorno. Por lo tanto, tenemos lo 
siguiente: 

Cambio en fes Ac para ambas trayectorias 


| 
NU SE La trayectoria más corta al siguiente contorno 


— indica la máxima rapidez de cambio 


Contorno donde 
Cf y)=C0+ Ac 


to Contorno donde 
f yet 


Figura 13.28 Vista en acercamiento de los contornos alrededor de 
(a, b), mostrando que el gradiente es perpendicular a los contornos. 


TE T 
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Pro 


Ejemplos de c 


Ejemplo 6 Explica 
magniti 


Solución El vector 
13.29, el 
mide lar 
contorno 


Elej 
direccion 
a la del v 


r Ė—— 


Ejemplo 7 Utilizar e 
dirección 


, Supongamos que 


'alor de f; ocurre 
tonces 


ección opuesta a 


de cambio en un 


cular al contorno 
ealidad local nos 
e espaciados. La 
o recorriendo la 
anto, tenemos lo 
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Propiedades geométricas del vector gradiente 


Si f es una función diferenciable en el punto (a, b) y grad f (a, b) + 0, entonces: 
+ La dirección de grad f (a, b) es 
— Perpendicular al contorno de f que pasa por (a, b) 
— En la dirección de f creciente 
e La magnitud del vector gradiente, ||grad f |l, es 
— La máxima rapidez de cambio de f en este punto 
— Grande cuando los contornos están juntos y pequeña cuando están más separados. 


Ejemplos de derivadas direccionales y vectores gradiente 


Ejemplo 6 Explicar por qué los vectores gradiente en los puntos A y C de la figura 13.29 tienen la dirección y las 
magnitudes relativas que tienen. 


x(m) 


Figura 13.29 Un mapa de temperatura 
que muestra direcciones y magnitudes 
relativas de dos vectores gradiente. 


Solución El vector gradiente apunta en la dirección de máximo aumento de la función. Esto indica que en la figura 
13.29, el gradiente apunta directamente hacia temperaturas más altas. La magnitud del vector gradiente 
mide la rapidez de cambio. El vector gradiente en A es más largo que el vector gradiente en C porque los 
contornos están más juntos cerca de A, por lo cual la rapidez de cambio es mayor. 


El ejemplo 2 de la página 125 muestra cómo el diagrama de contorno indica el signo de la derivada 
direccional. En el siguiente ejemplo calculamos la derivada direccional en tres direcciones, dos cercanas 
a la del vector gradiente y una apartada. 


Ejemplo 7 Utilizar el gradiente para encontrar la derivada direccional de f (x, y) = x + e* en el punto (1, 1) en la 
dirección de los vectores i — j,i +2j,1 +3]. 
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Solución En el ejemplo 5 encontramos y 
grad f (1, 1)=] + ej ta 
3 LE 
Un vector unitario en la dirección de í -j es s= (i —¿)/ V2, así que É 
. > a JUE LE 
js + i=j l-e Si 
FO, D)=gradf(1, 1)*s=(1+ej)* = =-1.215. 
| V2 | V2 ' A 
Un vector unitario en la dirección de i +2j esv =(i +2j)/ Y, así que NS 
ua 1 27 LSO 
Minsa Ta MS | == =287. 
de IA 
Un vector unitario en la dirección de i + 3 es w = (f + 3j) / V10, así que 
f£:0, D)=gradf(l, )-Ww=(i+ jf HE altae aao: 2. En 
iv10 / v10 gu 
- a) 
Ahora comparemos los resultados con el valor de ||grad f |= v 1 +e“ = 2.895. Uno de ellos no es cer- 10. S 
cano a este valor; los otros dos, f-= 2.895 y fz = 2.895 sí, pero son ligeramente menores que [|grad f ||. iio 
Como ||grad f || es la máxima rapidez de cambio de f en el punto, esperaríamos, para cualquier vector En los 
unitario u: están re 


fQ, DS I| grad f|. 


cumpliéndose la igualdad cuando u está en la dirección grad f. Como e = 2.718, los vectores i+ 2j y i 
+ 3j apuntan ambos aproximada, pero no exactamente, en la dirección del vector grad f (1, 1) =1 + ej. 
Por lo tanto, los valores de f; y f; son ambos cercanos al valor de ||grad f ||. La dirección del vector ij I5. z= 
no es cercana a la de grad f y el valor de f; no es parecido al valor de ||grad f ||. 


Il. z= 
(3. z= 


17. fín 
Problemas para la sección 13.4 =... f(s, 
21. f(a 
l. Suponga que f (x, y) = x + In y. Por cociente de diferencias, como en el ejemplo 1 de la página 124, En los p 
calcule 
P . A x k ? 
a) La rapidez de cambio def a medida que salimos del punto (1, 4) hacia el punto (3, 5). 23. f(m 
b) La rapidez de cambio de f a medida que llegamos al punto (3, 5) 25, fix 
2. Mediante el límite de un cociente de diferencias, calcule la rapidez de cambio de f (x, y) = 22 +) 
en el punto (2, 1) conforme avanzamos en la dirección del vector u = (i +j )/ V2. 27. Seaf 
Para los problemas del 3 al 8 utilice la figura 13.30 que muestra curvas de nivel de f (x, y), para vect 
calcular las derivadas direccionales. | a) 
c) 
3. f6, 1) 4. FB, 1 p 28. Sep 
5. fG, 1) donde u = (i -j)/Ņ2 6. f;(3, 1) donde x =(=} +j) / V2 en la 


7. ¿Para qué parte de la región rectangular mostrada en la figura 13.30 es positiva f, ? 


8. ¿Para qué parte de la región rectangular mostrada en la figura 13.30 es negativa f, ? a) 


ı de ellos no es cer- 
nores que ||grad f|]. 
ra cualquier vector 


vectores i +2j y7 
daf (i, D=i + ej. 
n del vector i -7 


m o e 
o 


de la página 124, 


to (3, 5). 
fæ y= x+y? 


l de f (x, y), para 


pa! 
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(0, 12,4) 


Figura 13.30 Figura 13.31 


9. En la figura 13.31 se muestra la superficie z = g (x, y). ¿Cuál es el signo de cada una de las si- 
guientes derivadas direccionales? 
a) g (2, 5) donde í = (Ñ -j )/W2. b) g; (2,5) donde n = (f +j)/V2. 


10. Sif(x, y)=xX + In y, encuentre (a) grad f (b) grad f en (4, 1). 


En los problemas del 11 al 22 encuentre el gradiente de la función z dada. Suponga que las variables 
están restringidas a un dominio en el que la función está definida. 


11. z=sen (x/y) 12. 2=xe" 
13. z = (x+y) e 14. z= tan? (x/v) 
15. z= sen (2 + y?) 16. z=xe"/ (x+y) 
17. f(m, n) =m? + n? 18. f01= 025 
19. f(,9= (22144) 20. fs y AR 

i >, = ——(f*-— + i; a, = REE 

ds A 20-38 

21. f(a, B)=y50? + B? 22. f(x, y) = sen (xy) + cos (xy) 


En los problemas del 23 al 26 calcule el gradiente en el punto especificado. 


23. f(m, n) = 5m? + 3n*, en (5, 2) 


25. f(x, y) =vVtanx+ y, en(0, 1) 


24. f(a1y)=13%y+7xv*, en (1, 2) 


IT 
26. f(x, y) = sen (x?) + cos v. en ( w, 0) 
27. Sea f (x, y) = (x + y) / (1 + x°). Encuentre la derivada direccional en P = (1, —2) en la dirección de los 
vectores 
a) v=3i-2j, b) v=-i +47. 
c) ¿Cuál es la dirección del máximo aumento en P ? 
28. Se pidió a un estudiante que encontrara la derivada direccional de f (x, v) =x %e' en el punto (1, 0) 
en la dirección de v = 4i + 3j. Su respuesta fue 


f/(01,0)=Vf(1,0)-4= Er A 
ES 


a) A primera vista, ¿Cómo se sabe que esto es errónco? 
b) ¿Cuál es la respuesta correcta? 
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29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


36. 


Encuentre la derivada direccional de f (x, y) = e* tan(y) + 2x 2y en el punto (0, 7/4) en las siguientes 
direcciones (a) i — j y (b)i + y3 j. 
Encuentre la derivada direccional de z = x ?y en el punto (1, 2) en la dirección que forme un ángulo 
de 57/4 con el eje x. ¿En qué dirección es máxima la derivada direccional? 
Encuentre la rapidez de cambio de f (x, y) = x ? + y * en el punto (1, 2) en la dirección del vector u = 
0.6í +0.8). 
La derivada direccional de z = f (x, y) en el punto (2, 1) en dirección al punto (1, 3) es -2 / 4/5, y la 
derivada direccional en dirección al punto (5, 5) es 1. Calcule dz /dx y dz /dy en el punto (2, 1). 
Considere la función f (x, y). Si comenzamos en el punto (4, 5) y avanzamos hacia el punto (5, 6), la 
derivada direccional es 2. Al comenzar en el punto (4, 5) y avanzar hacia el punto (6, 6) resulta una 
derivada direccional de 3. Encuentre Vf en el punto (4, 5). 
La temperatura en cualquier punto del plano está dada por la función 
100 
Tœ y= 55M 
tyt] 
a) ¿Qué forma tienen las curvas de nivel de T? 
b) ¿Cuál lugar del plano es el más caliente? ¿Cuál es la temperatura en ese punto? 
c) Encuentre la dirección del máximo aumento en temperatura en el punto (3, 2). ¿Cuál es la 
magnitud de ese máximo aumento? 
d) Encuentre la dirección del máximo decremento en temperatura en el punto (3, 2). 
e) Encuentre una dirección en el punto (3, 2) en la que la temperatura no aumente ni disminuya. 


. Una función diferenciable f (x, y) tiene la propiedad de que f, (4, 1)=2 y f (4, 1) =—1. Encuentre 


la ecuación de la línea tangente a la curva de nivel de f que pasa por el punto (4, 1). 

La figura 13.32 representa las curvas de nivel f (x, y) = c; los valores de f en cada curva están 
marcados. En cada una de las siguientes partes, indique si la cantidad dada es positiva, negativa o 
cero. Explique su respuesta. 

a) El valor de Vf + í en P. b) El valor de Vf -j en P. 

c) df/dx en Q. d)  0of/dyen Q. 


Figura 13.32 


. En la figura 13.32, ¿cuál es mayor ||Vf || en P o ||Vf || en Q? Explique cómo llega a esta conclusión. 
38. 


El diagrama de la figura 13.33 muestra las curvas de nivel de una función z = f (x, y). En los puntos | 
(1, 1) y (1, 4) del diagrama, dibuje un vector que represente grad f. Explique cómo encontró la | 
dirección y longitud aproximadas de cada vector. 


39, Lal 
que 


a) 


b) 


c) 


40. Ene 
hare 
alrec 
que: 
pasa 
calcı 


a) 


/4) en las siguientes 
ue forme un ángulo 
cción del vector u = 


,3)es-2 1/5, y la 
el punto (2, 1). 


iael punto (5, 6), la 
to (6, 6) resulta una 


10? 
(3, 2). ¿Cuál es la 


3,2). 

nte ni disminuya. 
1) =-1. Encuentre 
1). 

n cada curva están 

ositiva, negativa o 


a esta conclusión. 


, y). En los puntos 
cómo encontró la 


39. 


40. 
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in 


N 


l ? 3 4 5 


Figura 13.33 Contornos de f. 


La figura 13.35 es una gráfica de la derivada direccional, f ;, en el punto (a, b) contra 6, cl ángulo 

que se muestra en la figura 13.34, 

a) ¿Qué puntos sobre la gráfica de la figura 13.35 corresponden a la máxima rapidez de aumento 
de f ? ¿Y a la máxima rapidez de disminución? 

b) Marque los puntos del círculo de la figura 14.34 correspondientes a los puntos P, Q, R, $. 

c) ¿Cuál es la amplitud de la función graficada en la figura 13.357 ¿Cuál es su fórmula? 


ab NL 
O E 


Figura 13.35 


Figura 13.34 


En este problema se presenta otra manera de explicar la fórmula f; (a, b)= grad f (a, b) - u. Imagine 
harer un acercamiento en una función f (x, y) en un punto (a, b). Por linealidad local, los contornos 
alrededor de (a, b) se parecen a los contornos de una función lineal. Véase la figura 13.36. Suponga 
que se necesita encontrar la derivada direccional f; (a, b) en la dirección de un vector unitario n. Si 
pasamos de P a Q, una pequeña distancia h en la dirección de u, entonces la derivada direccional se 
calcula por el cociente de diferencia 
Cambio de f entre P y Q 
h 


a) Utilice el gradiente para demostrar que 


Cambio de f =llgrad f II (h cos 6) 


AT a 
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b) Utilice el inciso a para justificar la fórmula de f; (a, b) = grad f (a, b) -u. El vector gradie 
El gradie: 


grad f Geométr: 
magnitud 

Así < 

el gradie 

misma: |; 

rápidame 

dirección 


Ejemplo 2 Sea f (x, 
guientes 
a) grad 


Figura 13.36 
Solución El cilind 


(1,0, D. 

13.5 GRADIENTES Y DERIVADAS DIRECCIONALES EN EL ESPACIO horizont 
STREETS NA A E a A A 5 ETA TA mE 

conform 

: i : r : Dei 

Derivadas direccionales de funciones de tres variables ode 

Calculamos las derivadas direccionales de una función de tres variables de la misma mancra que para SEUS! 

una función de dos variables. Si la función f es diferenciable en el punto (a, b, c) y si u = uji + uj + T 

conform 


uk es un vector unitario, entonces la rapidez de cambio de f (x, y, z) en la dirección de u en el punto 
(a, b, c) es 


f (a, b, co) =f (a, b, du, +f, (a, b, cu, + f- (a, b, cjuz. 


Esto se puede justificar si usamos linealidad local igual que para funciones de dos variables. 


Ejemplo 1 Encontrar la derivada direccional de f (x, y, z) = xy + z en el punto (-1, O, 1) en la dirección del vector y 
v=2i +k. 


3y . ' J52 > ai . ANO: 
Solución La magnitud de v es ||v|| = V2 +1 = y5, así que un vector unitario en la misma dirección que v es 


E ANO Figura 13.37 
Wo vs = vs fœ yz =x +y 

Las derivadas parciales de f son 
i Ejemplo 3 Conside 
fœ yəz=y y f£yodg=x y fœ yz)=l. una de l 
Por lo tanto, a) La 
c) La 


F 0, 1) =f El, 0, Da Ff: El, O, Du, +f. El, O, Du; 
> i Solución a) El’ 


= (0) 


| AA 
eo ea 


Cu: 


nanera que para 
U=U i + UM] + 
de u en el punto 


ales. 


cción del vector 


on que v es 
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El vector gradiente de una función de tres variables 


El gradiente de una función de tres variables se define en la misma forma que para dos variables: 

grad f (a, b, c) = f , (a, b, c)i + f (a, b, ©j + f (a, b, Ok. 
Geométricamente, el gradiente es el vector que apunta en la dirección de máximo aumento de f, cuya 
magnitud es la rapidez de aumento en esa dirección. 

Así como el vector gradiente de una función de dos variables es perpendicular a las curvas de nivel, 
el gradiente de una función de tres variables es perpendicular a las superficies de nivel. La razón es la 
misma: la función tiene el mismo valor en toda la superficie de nivel, así que para cambiar el valor tan 
rápidamente como sea posible uno necesita alejarse cuanto antes de la superficie de nivel, es decir, en la 
dirección perpendicular a ésta. 


Ejemplo 2 Sea f (x. y, 2) =x? +y? y g (x, y, z) =-x? — y? —z7. ¿Qué puede decirse acerca de la dirección de los si- 
guientes vectores? 
a) grad f (0,1,1) b) grad f (1,0, 1) c) grad g (0, 1, 1) d) grad g (1,0, 1). 


Solución El cilindro x? + y? = 1 de la figura 13.37 es una superficie de nivel de f y contiene los puntos (0, 1, 1) y 
(1, O, 1). Como el valor de f no cambia en absoluto en la dirección z, todos los vectores gradiente son 
horizontales. Son perpendiculares al cilindro y apuntan hacia afuera porque el valor de f aumenta 
conforme se sale del origen. 

De igual manera, los puntos (0, 1, 1) y (1, O, 1) también están en la misma superficie de nivel de g, 
es decir g (x, y, Z) ==? — y? — z? = —2, que es la esfera x? + y? + z? = 2. Parte de esta superficie de nivel 
se muestra en la figura 13.38. Esta vez los vectores gradiente apuntan hacia dentro, porque los signos 
negativos indican que la función aumenta (de valores negativos grandes a valores negativos pequeños) 
conforme uno avanza hacia dentro. 


nm 


| 
Figura 13.37 La superficie de nivel Figura 13.38 La superficie de nivel 
f( y 9 =x2+ y?= 1 con dos vectores gradiente. g (a y, == - y?-22=-2 con dos vectores gradiente. 


Ejemplo 3 Considere las funciones f (x, y) = 4 — x? — 2y? y g (x, y) = 4—a?. Calcule un vector perpendicular a cada 
una de las siguientes: 
a) La curva de nivel de f en el punto (1, 1) b) La superficie z = f (x, y) en el punto (1, 1, 1) 
c) La curva de nivel de g en el punto (1,1) d) La superficie z = g (x, y) en el punto (1, 1, 3) 


Solución a) El vector que buscamos un vector en el plano. Como grad f =-2xi — 4yj, tenemos 
grad f (1, 1) =-2í — 4j. 


Cualquier múltiplo diferente de cero de este vector es perpendicular a la curva de nivel en el punto (1, 1). 
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b) En este caso buscamos un vector en el espacio de tres dimensiones. Para encontrarlo reescribimos 
z= 4-x?-2y? como la superficie de nivel de la función F, donde 
F(x,y, 1D=4-2-2y-2=0. 
Entonces 
grad F=-2xi -4yj —K, 
así que 
grad F(1,1,1)=-27 -4j — K, 


y grad F (1, 1, 1) es perpendicular a la superficie z = 4 — x? — 2y? en el punto (1, 1, 1). Observe que 
2i —4j —k no es la única respuesta posible: cualquier múltiplo de este vector vale como respuesta. 
c) Buscamos un vector de dos dimensiones. Como grad g = 2xi + Oj, tenemos 


grad g (1, 1) =-2í 


Cualquier múltiplo de este vector también es perpendicular a ła curva de nivel. 
d) Buscamos un vector de tres dimensiones. Reescribimos z = 4 — x ? como la superficie de nivel de la 

función G, donde 

G (x, y, z)=4-x-z=0. 
Entonces 

grad G =-2xi -k 

Así que 

grad G (1, 1,3)=-2i -k , 


y cualquier múltiplo de grad G (1, 1, 3) es perpendicular a la superficie z = 4 — x? en este punto. 


Ejemplo4 a) Un excursionista en la superficie f (x, y) = 4— x ? — 2y ? en el punto (1, — 1, 1) comienza a subir a lo 
largo de la trayectoria de ascenso más pronunciado. ¿Cuál es la relación entre el vector gradiente de 
f (1, —1) y un vector tangente a la trayectoria en el punto (1, —1, 1) y que apunta cerro arriba? 
b) Considéresc la superficie g (x, y) = 4 — x ?. ¿Cuál es la relación entre grad g (-1,—1) y un vector 
tangente a la trayectoria de ascenso más pronunciado en (-1, —1, 3)? 
c) Enel punto (1, —1, 1) en la superficie f (x, y) = 4 — x ? — 2y ?, calcule un vector perpendicular a la 
superficie y un vector, T, tangente a la curva de ascenso más pronunciado. 


Figura 13.39 Diagrama de contorno para Figura 13.40 Gráfica de f (x, y) =4-x2-2y? 
z= f (x, 1) 4-x-—2y? mostrando dirección mostrando trayectoria de ascenso más 
de gradiente de f (1, -1). pronunciado desde el punto (1, —1, 1). 
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Solución Escribimos |: 
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1, 1). Observe que 
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l,—1) y un vector 


rerpendicular a la 
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Solución 


Figura 13.41 
para z = g (x, y) =4-—x* mostrando 
dirección de gradiente de g (-1,—1). 


a) 


b) 


c) 
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Figura 13.42 Gráfica de g (x, y) = 4- x? 
mostrando trayectoria de ascenso más pronunciado 
desde el punto (—1, —1, 3). 


Diagrama de contorno 


El excursionista en el punto (1, — 1, 1) está directamente sobre el punto (1, —1) en el plano xy. El 
vector grad f (1, —1) está en dos dimensiones, apuntando como una brújula en la dirección en que 
f aumenta más rápidamente. Por lo tanto, grad f (1, —1) está directamente debajo de un vector 
tangente a la trayectoria del excursionista en (1, —1, 1) y apunta cerro arriba (véase Figs. 13.39 y 
13.40). 

El punto (-1, —1, 3) está encima del punto (-1, —1). El vector grad g (—1, —1) apunta en la dirección 
en que g aumenta en forma más rápida y está directamente debajo de la trayectoria de ascenso más 
pronunciado (véase Figs. 13.41 y 13.42). 

La superficie está representada por F (x, y, z) = 4-— x? — 2y ? = 0. Como grad F=2xi --4yj — k la 
normal, N, a la superficie está dada por 


N = grad F(1, 1, 1) =-2(Di -41 -K =-20 +4j -K . 


Tomamos las componentes į yj de T como el vector grad f (1, -1)=-2í + 4j. Por lo tanto, tenemos 
que, para alguna a > 0, 


T=2i +4j +ak 
Buscamos Ñ + T, por lo que 
N-T=(2i +4 +k) (2i +4] +ak)=4+ 16-a=0. 
De modo que a = 20 y por lo tanto 
T=-2í + 4j +20K . 


Ejemplo § Encontrar la ecuación del plano tangente a la esfera x + y?+2?= 14 en el punto (1, 2, 3). 


Solución 


Escribimos la esfera como una superficie de nivel, así: 


fuyo=d+y+2=14. 


Tenemos 


grad f=2xi +2y+22k, 
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así que el vector T(*C) 
grad f (1,2,3)=21 + 4j +6k TE 
N m PA e 
es perpendicular a la esfera en el punto (1, 2, 3). Como el vector grad f (1, 2, 3) es normal al plano 294- y5 "AN 
tangente, la ecuación del plano es 27 - Y 
2x + 4y +62=2(1) + 4(2) + 6(3)=28 osea x+2y+32= 14. LM E E 
AE 
21 + 
LOS 


Ojo: unidades y la interpretación geométrica del gradiente | 
10 


Cuando interpretamos en forma geométrica el gradiente de una función (página 129), tácitamente 
supusimos que las escalas a lo largo de los ejes x y y eran las mismas. Si no lo son, el vector gradiente 
puede no parecer perpendicular a los contornos. Considere la función f (x, y) =x? + y con vector 
gradiente dado por grad f = 2xi + j. La figura 13.43 muestra el vector gradiente en (1, 1) usando las 
mismas escalas en las direcciones x y y. Como es de esperarse, el vector gradiente es perpendicular a 
la línea de contorno. La figura 13.44 muestra contornos de la misma función con escalas diferentes en Problemas paral 
los dos ejes. Observe que el vector gradiente ya no parece perpendicular a las líneas de contorno. Por 
lo tanto, vemos que la interpretación geométrica del vector gradiente exige que se use la misma escala 


Figura 13.45 Pr 


en los dos ejes. 
l. Sif 
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Figura 13.43 E! vector gradiente con Figura 13.44 El vector gradiente con a 
escalas x y y iguales. escalas x y y desiguales. ' 
7. Cons 
a) ] 


Otro problema surge cuando x y y se miden en diferentes unidades. Consideremos, por ejemplo, la 
información que relaciona la producción de maíz con la lluvia R, y la temperatura T de la página 26. 


Encontramos dos veces los datos, una vez usando pulgadas y grados Celsius y otra cuando usamos b) : 
pulgadas y grados Fahrenheit. Se usan las mismas escalas a lo largo de cada eje como si las unidades no 

importaran. La figura 13.45 (pulgadas y °C) muestra el gradiente en el punto (15, 25). Como 25°C= 8. a) 
71°F, en la figura 13.46 (pulgadas y °F), indicamos el gradiente en el punto (15, 77). Observe que aun b) 
cuando los dos puntos representan el mismo clima, los dos diagramas de contorno y los dos vectores y 
gradiente son diferentes. 

Los gradientes sólo tienen sentido geométricamente cuando x y y se miden en las mismas unidades 9. Supo 
Cuando x y y son ambas distancias, o cuando son ambas costos, por ejemplo, la medida del cambio Ds 
V(A0)2+(Ay)? también es una distancia o un costo, de modo que podemos comparar la rapidez de b) 1 
cambio en todas direcciones. Sin embargo, si x y y están en unidades diferentes no es posible asigna ) 
unidades a (Ax)? + (Ay)? . En este caso, la rapidez de cambio sólo tiene significado en las direccions c) E 


paralelas a los ejes. 


EEÁ_ÓEÓQTEO Ra EEE Ag X0QK< AA q 
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10. Supongamos que F (x, y, 2) =x? + y* + 47? da la concentración de sal en un fluido en el punto (x, y, 2), 136 LARE 
y que estamos en el punto El, 1, 1). es 
a) ¿En qué dirección debe avanzar si quiere que la concentración aumente lo más rápido? 
b) Supongamos que comienza a avanzar en la dirección encontrada en el inciso a), a una veloci- eds 
dad de 4 unidades/seg. ¿Con cuánta rapidez cambia la concentración? Explique. Composiciór 
11. Considere que S es la superficie representada por la ecuación F = 0, donde La reg 
YN z=f( 
F (x, y, y=e- (5). que z € 
a) Encuentre todos los puntos sobre S donde un vector normal sea paralelo al plano xy. 
b) Encuentre el plano tangente a S en los puntos (0, 0, 1) y Cl, 1, 1). Si 
c) Encuentre los vectores unitarios u, y H, que apuntan en la dirección de máximo aumento de difret 
F en los puntos (0, 0, 1) y (1, 1, 1), respectivamente. 
12. ¿En qué punto sobre la superficie z = 1 + x? + y? es su plano tangente paralelo a los siguientes 
planos? a) z=5 b) z=5+ 6x- 10y. El 
13. Una función diferenciable f (x, y) tiene la propiedad de que f (4, 1)=3 y /,(4,1)=2 y f (4, D) —_AMMMM. 
a e ENSE la ecuación del plano tangente en el punto sobre la superficie z = f (x, y) donde x Ejemplo 1 La pro 
TASAA My por loc 
14. Una función diferenciable f(x, y) tiene la propiedad de que f (1, 3)=7 y grad f (1, 3)= 2i — 5j. depenc 
a) Encuentre la ecuación de la tangente a la curva de nivel de f que pasa por el punto (1, 3). cantidé 
b) Encuentre la ecuación del plano tangente a la superficie z = f (x, y) en el punto (1, 3, 7). Utiliza 
15. Se dice que dos superficies son tangenciales en el punto P si tienen el mismo plano tangente en P. rapidez 


Demuestre que las superficies z=,/212+ y? -25 y z= Lo? + y?) son tangenciales en el punto 


(4,3,5) Solución Por line 


mente 1 
16. Se dice que dos superficies son ortogonales entre sí en un punto P si las normales a sus planos 
tangentes son perpendiculares en P. Demuestre que las superficies z =3(? + 321) y 2=3(1-4 
— y”) son ortogonales en todos los puntos de intersección. Desean 
17. Sean f y g funciones en tres dimensiones. Suponga que f es diferenciable y que | del plar 
grad f (x, y, z) = Qi +yj +zk) g (x, y, z). 
Explique por qué f debe ser constante en cualquier esfera con centro en el origen. | 
18. Sea r el vector posición del punto (x, y, z). Si U = ui +, ¡+ uk es un vector constante, Por lo t 
demuestre que 
grad (H -r)=p. 
19. Sea r el vector posición del punto (x, y, z). Demuestre que, si a es una constante, Al susti 
grad (ro =a lr l2r,  rz0. 
20. Suponga que la Tierra tiene masa M y está ubicada en el origen, mientras que la Luna tiene masa Por lo ta 
m. La ley de gravitación de Newton expresa que si la Luna está ubicada en el punto (x, y, 2), 
entonces la fuerza de atracción ejercida por la Tierra sobre la Luna está dada por el vector 
F=-GMm à =, 
llr JP E 
. h y “ n y ni 
donde r =xi + yj + 2k. Demuestre que F = grad q, donde pes la función dada por en AC. I 
GMm argumen 
E(x, y, z)= . A 


lle 


ren el punto (x, y, 2), 
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táximo aumento de 
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13.6 LA REGLA DE LA CADENA 


Composición de funciones de varias variables y rapidez de cambio 


Ejemplo 1 


Solución 


La regla de la cadena permite diferenciar funciones compuestas. Si tenemos una función de dos variables 
z= f (x, y) y sustituimos x= g (t), y = A(t) en z = f (x, v), entonces tenemos una función compuesta en la 
que z es una función de t: 


¿=f (800, h (0). 
Si, por otro lado, sustituimos x = g(u, v), y = h(u, v), entonces tenemos una función compuesta 
diferente donde z es una función de u y v: 
2=f (2 (u, v), h (u, v)). 


El siguiente ejemplo demuestra cómo calcular la rapidez de cambio de una función compuesta. 


La producción de maíz, C, depende de la cantidad anual de lluvia, R, y del promedio de temperatura, T, 
por lo que C = f (R, T). El calentamiento del planeta pronostica que la cantidad de lluvia y la temperatura 
dependen del tiempo. Supóngase que, según un modelo en particular del calentamiento del planeta, la 
cantidad de lluvia desciende en 0.2 cm por año y la temperatura aumenta en el mismo tiempo 0.1*C, 
Utilizar el hecho de que a los niveles actuales de producción, fpg = 3.3 y fp = -5 para calcular la actual 
rapidez de cambio, dC/dt. 


Por linealidad local sabemos que los cambios AR y AT generan un cambio, AC, en C dado aproximada- 
mente por 


AC = fp AR + f£¿AT= 3.3AR -SAT. 


Deseamos saber la forma en que AC depende del incremento de tiempo, Ar. El modelo de calentamiento 
del planeta indica que 


dR dT 
iS y — =0.1. 


Por lo tanto, un incremento de tiempo, Af, genera cambios de AR y AT dados por 
AR=-0.2At y  AT=0.1At. 
Al sustituir por AR y AT en la expresión para AC resulta 
AC = 3.3 (0.2Af) — 5(0.1At) =-—1.16At, 


Por lo tanto, 


AC dC 
ÓN —1.16 y, por lo tanto, Aa” -1.16 


En consecuencia, un cambio en Af ocasiona cambios en AR y AT, que a su vez ocasionan cambios 
en AC. La relación entre AC y At, que da el valor de dC/dt, es un ejemplo de la regla de la cadena. El 
argumento del ejemplo 1 puede usarse para generar enunciados más generales de la regla de la cadena. 
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La regla de la cadena paraz = f (x, y), x = g, y = h(t) 
Ejemplo 2 Supóngas 


Como z = f (g(0), h(t) es una función de £, podemos considerar la derivada dz/dt. La regla de la cadena ión 


muestra cómo dz/dt está relacionada con las derivadas de f, g y h. Debido a que dz/dt representa la rapi- 
dez de cambio de z con £, lo que nos interesa es cómo un ligero cambio, Af, en 1 se propaga a z. 


eN . DREE Solución Comoz= 
Sustituimos las linealizaciones locales 


variable: 
dx ds 
Ar= At y Ay =p A 8 (t) 
en la lincalización local La regla de la cac 
A = de Ár+ de åy 
Ox y de 
: dt 
y resulta dE Jz dk yak dy N 
ox dt dy dt” 
dz dx dz dy 
wea A E a 
dx dt tI dt pal 


La regla de la ci 
Por lo tanto, 
Az _ 0z dx, oz dy 
At dx dt dy dt’ 


Para en 
diferen 


Si tomamos el límite conforme At > 0, obtenemos el siguiente resultado. 


Si f. g. y h son diferenciables y si z= f (x, y) y x= g(t), y y = A(t), entonces 


dz dz dx dz dy 


: o r A A Un di: 
Visualización de la regla de la cadena mediante un diagrama de árbol cambie 
El diagrama de árbol de la figura 13.47 es una forma de recordar la regla de la cadena. Muestra la cadena adecuadas 


de dependencia: z depende de x y y, que a su vez dependen de £. Cada línea del diagrama está marcada 
con una derivada que relaciona las variables en sus extremos. 

El diagrama rastrea la forma en que un cambio en £ se propaga por la cadena de funciones compuestas. 
Hay dos trayectorias de fa z, una por x y otra por y. Para cada trayectoria, multiplicamos las derivadas a lo 
largo de la trayectoria. Entonces, para calcular dz/dt, sumamos las contribuciones de las dos trayectorias. 


Ejemplo 3 Supóngase 


Solución La figura 1 
dos trayect 


De igual m 


Figura 13.47 Diagrama de árbol para z = f (x, y), x= 8 (0, y= Ah (0. 


gla de la cadena 
¿presenta la rapi- 
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Muestra la cadena 
ama está marcada 


iones compuestas. 
s las derivadas a lo 
os trayectorias. 
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Ejemplo 2 Supóngase que z = f (x, y) = x sen y, donde x= 1? y = 2t + 1. Sea z = g(t). Calcular g'(1) por dos métodos 
diferentes. 


Solución Comoz=g (t) =f(t?, 21 + 1)=1? sen (21 + 1), es posible calcular g'(t) directamente por métodos de una 
variable: 


2 0) =P- (sen (2t + DIO) ) sen (2t + 1) = 2t? cos (21 + 1) + 2t sen (21+ 1). 


La regla de la cadena es una ruta alternativa para la misma respuesta. Tenemos 


dz di dx ùz dy 
== — Y — = (sen y) (21) + (x cos y)(2) = 2t sen(21 + 1) + 2t- cos(2f + 1). 
dt dx dt dy dt 


La regla de la cadena en general 


Para encontrar la rapidez de cambio de una variable con respecto a otra en una cadena de funciones 
diferenciables compuestas: 
» Dibuje un diagrama de árbol que exprese la relación entre las variables, y marque cada 
eslabón del diagrama con la derivada que relacione las variables de sus extremos. 


Para cada trayectoria entre las dos variables, multiplique las derivadas de cada paso a lo 
largo de la trayectoria. 
Sume las contribuciones de cada trayectoria. 


Un diagrama de árbol rastrea todas las formas en que un cambio en una variable puede ocasionar 
un cambio en otra; el diagrama genera todos los términos que se obtendrían de las sustituciones 
adecuadas en las linealizaciones locales. 


Ejemplo 3 Supóngase que z =f (x, y), con x = g(u, v) y y = h(u, v). Encontrar fórmulas para dz / du y dz / ðv. 


Solución La figura 13.48 muestra el diagrama de árbol para estas variables. Al sumar las contribuciones para las 
dos trayectorias de z a u obtenemos 


dz _ 0z dx y dz dy 
du dx du dy du 


De igual manera, si se observan las trayectorias de z a v resulta 


Oz oz àx  0z dy 


dad dy dv 


SS: a 
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Ejemplo 2 Supóngase que z = f (x, y) = x sen y, donde x= 1? y =21+ 1. Sea z = g(t). Calcular g'(1) por dos métodos 


„regla de la cadena ; 
> diferentes. 


t representa la rapi- 


pagaia; Solución Comoz=g(1)=f(1?, 21 + 1) = 1? sen (2t + 1), es posible calcular g'(t) directamente por métodos de una 


variable: 
f 5d d- 5 
g (1) =r z (sen (2t + DAA ) sen (21 + 1) =21% cos (21 + 1) + 21 sen (2t + 1). 


La regla de la cadena es una ruta alternativa para la misma respuesta. Tenemos 


dz di dx dz dy : 
> — + == — = (sen y) (0 + (x cos YO) = 2t sen(2t + 1) + 2t cosQ1+ 1). 
aa a NOS na) (21+ 1) ( 


La regla de la cadena en general 


Para encontrar la rapidez de cambio de una variable con respecto a otra en una cadena de funciones 
diferenciables compuestas: 
Dibuje un diagrama de árbol que exprese la relación entre las variables, y marque cada 
eslabón del diagrama con la derivada que relacione las variables de sus extremos. 


Para cada trayectoria entre las dos variables, multiplique las derivadas de cada paso a lo 
largo de la trayectoria. 
Sume las contribuciones de cada trayectoria. 


Un diagrama de árbol rastrea todas las formas en que un cambio en una variable puede ocasionar 
un cambio en otra; el diagrama genera todos los términos que se obtendrían de las sustituciones 
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ama está marcada 
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3S trayectorias. 


Ejemplo 3 Supóngase que z =f (x, y), con x= g(u, v) y y = h(u, v). Encontrar fórmulas para dz / du y 92 / ðv. 


Solución La figura 13.48 muestra el diagrama de árbol para estas variables. Al sumar las contribuciones para las 
dos trayectorias de z a u obtenemos 


dz _ dz dx + dz dy 
du dx du dy ðu’ 


De igual manera, si se observan las trayectorias de z a v resulta 


dz _ dz dx 5, dz dy 
dv ax ð dy ðv’ 
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Figura 13.48 Diagrama de árbol para 
z= f (x, y), x= g (u, v), y = h (u, v). 


Ejemplo 4 Sea w = x?e*, x = 4u, y y = 3w? — 2v. Calcular ðw / du y ðw / dv mediante la regla de la cadena. 


Solución Si usamos el resultado del ejemplo anterior tendremos 


2 = o a + x A = Ixe (4) + Xe (6u) = (8x + Gu Je” 


= (32u + 964 Je N, 
Del mismo modo, 


dw ðw dx dw dy ` w 
—= — —>+ — — =l2xe' (0) + 1% (2) = -21% 
dv dx dv dy dv 


= PSA 


Ejemplo 5 Una cantidad z se puede expresar tanto como función de x y de y, de modo que z = f (x, y), o como 
función de u y v, de manera que z = g(u, v). Los dos sistemas coordenados están relacionados por 


X=U+vV, y=u-v, 


a) Utilizar la regla de la cadena para expresar dz/du y 0z/dv en términos de d2/dx y Əz/ðy . 

b) De las ecuaciones del inciso a, despejar d2/0x y d2/0y. 

c) Demostrar que las expresiones obtenidas en el inciso b son las mismas que resultan al expresar u y v 
en términos de x y y y usar la regla de la cadena. 


Solución a) Tenemos dx/du= 1 y dx /dv= 1, y también dy/du= 1 y dy/dv=-1. Así, 
dz _ dz az dz, 0 
= = = p 


b) Als 


c) Con 


Éstas son las misı 
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13.6 LA REGLA DE LA CADENA 145 


b) Al sumar las ecuaciones para dz / du y dz / ðv resulta 


NN ME A 
du “dv “ox” we g TI Y 
De igual manera, al restar las ecuaciones para 9z / du y ðz / ðv resulta 
RN 
dy 2 ðu 2 dv ` 
c) Como alternativa podemos despejar u y v de las ecuaciones 
x=u+vy, y=u—y, 


lo que resulta 


U=A+ DY VEGAS 


2 2 
Ahora podemos considerar a z como función de u y v, y a u y v como funciones de x y y, y aplicar la 
regla de la cadena otra vez. Esto nos da 


97 2 du do 1o%,10% 
dx du dx dvox 2 du 2 æ 


dz _ dz du, Oz dv 1 az 1 az 
dy du ð æ ð 2 Ju 2 ð 


Estas son las mismas expresiones obtenidas en el inciso b. 


Un ejemplo de fisicoquímica 


Quizá un químico que investiga las propiedades de un gas como el bióxido de carbono quiera conocer la 
forma en que la energía interna U de una cantidad dada del gas depende de su temperatura, 7, presión, P, 
y volumen, V, pero las tres cantidades, T, P y V no son independientes. Por ejemplo, de acuerdo con la 
ley de un gas ideal, satisfacen la ecuación 


PV=kT 
donde k es una constante que depende sólo de la cantidad del gas. La energía interna puede entonces 
considerse como función de dos cualesquiera de las tres cantidades T, P y V: 
U=UMP)=U (E V)=UB Y): 


El químico escribe, por ejemplo, BA para indicar la derivada parcial de U con respecto a T mante- 
niendo P constante, lo cual indica que, para este cálculo, U es considerada como función de T y P. 


gU 
Por lo tanto, interpretamos 2 como 
ip 


ðU y _ ðU (T, P) 
T T he 


So, . 1 
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Ejemplo 6 


Solución 


Si U es considerada como función de T y V, el químico escribe (34),para la derivada parcial de U con 
respecto a T manteniendo V constante: así, (22), wan, 


Cada una de las funciones U,, U,, U, da lugar a una de las siguientes fórmulas para la diferencial 
dU: 


dU = (2 ) dT + ( 3 dP corresponde a U}; 
T /p aP ly 
; JU 
dU = ( oy ) dT + ( oy ) dV corresponde a U}, 
ƏT ly ƏV 7r 


( JU 
dU = ( w) dP + ( pz ) dV corresponde a Uz. 
op? ƏV /p 


Las seis derivadas parciales que aparecen en las fórmulas para dU tienen significado físico, pero no son 
igualmente fáciles de medir de manera experimental. Una relación entre las derivadas parciales, que por 
lo general se deriva de la regla de la cadena, puede hacer posible evaluar una de las parciales en términos 
de otras que se miden con más facilidad. 


Expresar (22) en términos de (3#) y (3#), y (3F)p. 


Como estamos interesados en las derivadas (3 )y y (3% )r, consideramos U como función de T y Vy 
usamos la fórmula 


dU= (S), dT + (57), dV, que corresponde a U}. 


Deseamos encontrar una fórmula para (3% )p, lo que significa considerar U como función de Ty P. 
Por lo tanto, deseamos sustituir por dV. Como V es una función de T y P, tenemos 


(2) ar + ee 


dV= =p dP. 
VIT) OP), 


Al sustituir por dV en la fórmula para dU correspondiente a U, resulta 


du JU pá aV 
iU = 57) dT+ E ) dr (SF Jar). 
i Gr a). (6 F), aP) 
Al reunir los términos que contienen d7 y los términos que contienen dP resulta 
// ðU; / 9U ƏV dU) {aV 
U=siiG [T dP 
ar): av), (F7), ja (S) | ap) 


Pero también tenemos la fórmula 


dU = (5) dT + (E ) dP, que corresponde a U}. 


Ahora tenemos dos fórmulas para dU en términos de dT y dP. Los coeficientes de dT deben ser idénti- 
cos, de modo que llegamos a la siguiente conclusión: 
0 a A 
Carl. Ver), Fla. (or); 


Ele 
capacid: 
facilidac 
pero pue 
indirecte 


Problemas para i 


Para los 
están res 


l 
3. z= 
5 


` 


Para los 
dominio 


cons 


Figura 1 
del plan: 


da parcial de U con 


; para la diferencial 


físico, pero no son 
s parciales, que por 
rciales en términos 


unción de T y V y 


función de T y P. 


"deben ser idénti- 


Problemas para la sección 13.6 
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El ejemplo 6 expresa (=) en términos de otras tres derivadas parciales. Dos de ellas, que son(5),, la 
capacidad calorífica a volumen constante, y (F) el coeficiente de expansión, pueden medirse con 
facilidad de manera experimental. La tercera, la presión interna, (£), no puede medirse directamente, 


a. 
pero puede relacionarse con ( 2, que es mensurable. Por lo tanto, (+), se puede determinar de manera 
indirecta usando esta identidad. 


ar 


Para los problemas del 1 al 6, encuentre dz/dt aplicando la regla de la cadena. Suponga que las variables 
están restringidas a dominios en los cuales las funciones están definidas. 


l. z=xyY,x=e", y= sent 2. z=xseny+ysenx,x=8f? y=lnt 
3. z= ln + y?), x= 1/t, y= yt 4. z¿=sen(x/y)x=2t,y=1- 1° 
5. z=x0,x=2t,y=1-08? 6. 2=(a+ye,x=2t,y=1-18 


Para los problemas del 7 al 14, encuentre dz / du y dz / dv. Suponga que las variables están restringidas a 
dominios en los que las funciones están definidas. 


7. 2=xe" +ye™, x= u sen v, Y = V COS U 8. z= cos (xX? + y2), X = H COS V, y = 14 Sen V 
9. z=xg,x=1Inu y=v 10. z=(x+y9e,x= Inu, y =v 
ll. z=xe, x=? +v, y = 12 — y? 12. 2=(x+ y) x= u +v, y=04 0 —v* 
13. z=sen(x/y),x= Inu y=v 14. z=tan! (x/y),x=042 +v, y=102 —v* 


15. Suponga que w= f (x, y, z) y que x, y, z son funciones de u y v. Utilice un diagrama de árbol para 
escribir la fórmula de la regla de la cadena para ðw / du y ðw / dv. 


16. Suponga w = f (x, y, z) y que x, y, z son todas funciones de t. Utilice un diagrama de árbol para 
escribir la regla de la cadena para dw/d!. 


17. La producción de maíz, C, es una función de la cantidad de lluvia, R, y de la temperatura, 7. Las 
figuras 13.49 y 13.50 representan los pronósticos para la variación de las lluvias y la temperatura 
con el tiempo, debida al calentamiento del planeta. Suponga que sabemos que AC = 3.3AR -5AT. 
Utilice este dato para calcular el cambio en la producción de maíz entre el año 2020 y el 2021. En 
consecuencia, calcule dC/dt cuando t = 2020. 


R (pulg) TEO) 
| 

27 | 

25 A | 

23 | 

t (años) t (años) 
2020 2040 2020 2040 

Figura 13.49 Pronóstico de calentamiento Figura 13.50 Pronóstico de calentamiento del 


del planeta: lluvia como función del tiempo. planeta: temperatura como función del tiempo. 


148 CAPÍTULO TRECE / DIFERENCIACIÓN DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 


18. El voltaje, V, (en volts) en las terminales de un circuito está dado por la ley de Ohm: V = JR, donde 
I es la corriente (en amperes) que circula por el circuito y R es la resistencia (en ohms). S1 ponemos 
en paralelo dos circuitos, con resistencia R, y R,, su resistencia combinada , R, está dada por 

L Abe. 

R R R` 
Supongamos que la corriente es de 2 amps y que aumenta a razón de 107+ amp/s, y que R, es de3 
ohms y aumenta 0.5 ohms/s, en tanto que R, es de 5 ohms y disminuye 0.1 ohms/s. Calcule la rapi- 
dez a la que cambia el voltaje. 

19. Una función f (x, y) es homogénea de grado p si f (tx, ty) = tP f (x, y) para toda f. Demuestre que 
cualquier función homogénea y diferenciable, de grado p, satisface el teorema de Euler: 

If y) Ay yp y) 
[Sugerencia: defina g(£) = f (tx, ty) y calcule g'(1).] 

Los problemas 20, 21 y 22 son continuaciones del ejemplo de fisicoquímica de la página 145. 

20. Escriba (5, como derivada parcial de una de las funciones U, U, o U}. 

21. Exprese (7), en términos de (57), y (3), 

22. Utilice el resultado del problema 21 para demostrar que 


(w) - Gr, (29) 


AY] (dy a 
d) p toT o oV T 


Para los problemas 23 y 24, suponga que la cantidad z puede expresarse como función de coordenadas 
cartesianas (x, y) o como una función de coordenadas polares, (7 0), de modo que z = f (x, y) = 8 (1, 0) 
[Recuerde que x = r cos 8, y = sen O y 1= ry , O= arctan(y /x).) 
23. a) Utilice la regla de la cadena para encontrar dz / dr y dz / 98 en términos de dz / dx y dz / dy. 
b) De las ecuaciones que acaba de escribir, despeje dz / dx y dz / Oy en términos de dz / dr y dz / 08. 
c) Demuestre que las expresiones obtenidas en el inciso b) son las mismas que se obtendrían 
mediante la regla de la cadena para encontrar dz / dx y dz / dy en términos de dz / dr y 02/08 


24. Demuestre que 


A a AA ET, 

la de (36) 

25. Sea F(x, y, z) una función y defina una función z = f (x, y) implícitamente, haciendo F(x, y, ft 
y)) = 0. Utilice la regla de la cadena para demostrar que 


dz __ ƏF/dx dz _ oF dy 


dx Fiz * dy IFÍaz 


13.7 DERIVADAS PARCIALES DE SEGUNDO ORDEN 


Como las derivadas parciales de una función son a su vez funciones, podemos diferenciarlas y obtene 
derivadas parciales de segundo orden. Una función z = f (x, y) tiene dos derivadas parciales de prima 
orden, f, y f, y cuatro derivadas parciales de segundo orden. 


Las d 


Se: 


Ejemplo 1 C: 


Solución Di 


D 
LN 


Observe que f 


Ejemplo 2 Utilizar 


Solución Comof, 


Por lo ta 


m: V= JR, donde 
ms). Si ponemos 
á dada por 


y que R, es de 3 
. Calcule la rapi- 


. Demuestre que 
uler: 


a 145. 


de coordenadas 
x y)=8 (1, 0). 


y dz / dy. 
dr y 02108. 


se Obtendrían 
1 dr y 02 198. 


do F(x, y, f(x, 


rlas y obtener 
les de primer 
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Las derivadas parciales de segundo orden de z = f (x, y) 


Se acostumbra omitir el paréntesis y escribir f,, en lugar de (f, > GAE en lugar de g oz 
, w ONO WN dr 
Ejemplo 1 Calcular las derivadas parciales de segundo orden de f (x, y) = xy? + 3x%e>. 
Solución Def, (x, y )= y? + 6xe obtenemos 


) i 
fa y)= 37 0? +61 )=6% y f.(1y)= 2 (Y + 6xe ) = 2y + 6xe . 
De f, (x, y) = 2xy + 3x?%e' obtenemos 


d e k 
feny) = Qxy +3LA )=2y+6xe y fax y)= e Qxy + 312%") = 2x + 31% 


yy 


Observe que f = f, en este ejemplo. 


Ejemplo 2 Utilizar los valores de la función f (x, y) de ta vuvia 13.5 para calcular f , (1,2) y f,, (1, 2). 


TABLA 13.5 Valores de f (x, v) 


2.0 6.48 8.00 
2.2 8.62 | 10.65 


Solución Como f. = (f), primero calculamos f, 
2» Í(1.1,2)-f(1,2) _ 9.60-8.00 _ Pps 
Nl, d) = 071 > E 
f1.1,2.2)-f(1, 2.2) 12.88 — 10.65 
22) = : = = 
$, (1,22) 67 a 23% 
Por lo tanto, 
> ds y EA R 23_ 
phia EMP An AS 


0.2 = 02 
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De igual manera, 


y 
ta yL01D-40,2 Ñ 1 AAA -$(1,2.2)-f(1,2) fu 
pan 0.1 0.14 0.2 0.2 
M y l 12.88 -9.60 10.65 -8.00 ) =315. 
0.1 0.2 0.2 lo 
qu 
Observe que en este ejemplo también, f, = fu ve 
| de 
| (vi 
¿Qué indican las derivadas de segundo orden? 7 
a y qu 
Ejemplo 3 Regresemos a la cuerda de guitarra del ejemplo 13.2 de la página 111. La cuerda mide 1 metro de | 
largo y, en el tiempo £ segundos, el punto a x metros de un extremo se desplaza f (x, t) metros de su 
posición de reposo, donde 
f. (x, 1) = 0.003 sen (Tx) sen (27651 ) . 
Calcular las cuatro derivadas parciales de segundo orden de f en el punto (x, t) = (0.3, 1) y describirel , 
significado de sus signos en términos prácticos. Fig 


fa% t)= — fœ t)) = 0.003 70? sen (xx) sen (2765t), así que fa (0.3, 1) = —0.01; 
x PA ) 


Solución Primero calculamos f, (x, t ) = 0.0037 cos (xx) sen (2765t ), de donde resulta | 
Las deriva 


y, Ne 
fa n= (fe œ t) ) = (0.003) (2765) m cos (mx) cos (2765t), asíque f, (0.3, 1) = 14. mi 
y pl 
En la página 111 se vio que f, (x, £) indica la pendiente de la cuerda en cualquier punto y tiempo. Por lo 
tanto, f., (x, t) mide la concavidad de la cuerda. El hecho de que f , (0.3, 1) < O significa que la cuerda es 
cóncava hacia abajo en el punto x = 0.3 cuando ż = 1 (véase Fig. 13.51). 
Por otra parte, f , (x, t) es la rapidez de cambio de la pendiente de la cuerda con respecto al tiempo. 
Por lo tanto, f , (0.3, 1) > 0 significa que en el tiempo t = 1 la pendiente en el punto x = 0.3 es creciente 
(véase Fig. 13.52). 
La pendiente en B es menor La pendiente en B es mayor 
que en A que en A Su: 
B t=l+h Ta 


X 


0 0.3 l 0 0.3 1 
Figura 13.51 Interpretación de f (0.3, 1)<0: Figura 13.52 Interpretación de f , (0.3, 1)>0: En 
concavidad de la cuerda en t= 1. la pendiente de un punto en la cuerda en dos A 


tiempos diferentes. 


Ahora calculamos f, (x, t ) = (0.003) (2765) sen (7x) cos (2765+ ), de donde se obtiene 


JN M4 mn 


Fi (xt) = 2 (fi Œ. 1) = (0.003) (2765) x cos (7 x) cos (27651), así que fx (0.3, 1) = 14 


0.2 ) 


) 315. 


rda mide 1 metro de 
f (x, t) metros de su 


(0.3, 1) y describir el 


1)=-0.01; 


nto y tiempo. Por lo 
Ica que la cuerda es 


respecto al tiempo. 
x=0.3 es creciente 


`S 


de f,, (0.3, 1) > 0: 
a cuerda en dos 
es. 


z (0.3, 1) = 14 
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y 
fal% t) = 2 (f, (x, 0) = (0.003) (2765)? sen (xx) sen (27651), así que fu (0.3, 1) = -7200 


En la página 111 se vio que f, (x, £) indica la velocidad de la cuerda en cualquier punto y tiempo. Por 
lo tanto, f, (x, £) y f,, Œ 1) serán ambas la rapidez de cambio de la velocidad. Que f,, (0.3, 1) > 0 significa 
que en el tiempo £= 1 las velocidades de los puntos justo a la derecha de x = 0.3 son mayores que la 
velocidad en x = 0.3 (véase Fig. 13,53). Que f,, (0.3, 1) <0 significa que la velocidad del punto x= 0.3 es 
decreciente en el tiempo £ = 1. Por lo tanto, f,, (0.3, 1) =-7200 m/s? es la aceleración de este punto 
(véase Fig. 13.54). 


La velocidad de B es mayor La velocidad en B es menor 
que la de 4 que en A 


4 
ZA B A 
Y xX 
0 0.3 1 0 0.3 ] 
Figura 13.53 Interpretación de f, (0.3, 1) > Figura 13.54 Interpretación de f, (0.3, 1)<0: 
0: velocidad de diferentes puntos de la Aceleración negativa. La velocidad de un punto 
cuerda en t= 1. en la cuerda en dos tiempos diferentes. 


Las derivadas parciales mezcladas son iguales 


No es casualidad que los cálculos para f,, (1, 2) y f,, (1, 2) sean iguales en el ejemplo 2, porque los 
mismos valores de la función se utilizaron para calcular cada uno. El hecho de que f= f,, en los ejem- 
plos 1 y 2 corrobora el siguiente resultado general. 


Si f œ y f, son continuas en (a, b), entonces 


f, (a, b)=f,,(a, b). 


YX 


La mayoría de las funciones que encontraremos no sólo tienen continuas a f,, y f,,. sino que todas 
sus derivadas parciales de orden más alto (como por ejemplo f, o f,,,,) existirán y serán continuas. 
Tales funciones reciben el nombre de uniformes. 


Problemas para la sección 13.7 


En los problemas del 1 al 8, calcule las cuatro derivadas parciales de segundo orden y demuestre que 
Fiv = $, Suponga que las variables están restringidas a un dominio en el que la función está definida. 


l. fGy)=(+yY 2. fœ y)=@+y y 
3. fœ y) = xe 4. fœ y)= aty )e 
5. f(x y)=sen (x? +y?) 6. f (x,y) = Vx +y? 


7. f(x y)=sen(x/y) 8. f(x y)=tan" (x+y) 
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9. Siz= f (x) + yg(x), ¿qué puede decirse de z,,,? Explique su respuesta. 
10. Siz, = 4y, ¿qué puede decirse del valor de a) Zy? b) Zar? 0) Zim? 
En los problemas del 11 al 19, utilice las curvas de nivel de la función z = f (x, y) para decidir el signo 
(positivo, negativo, o cero) de cada una de las siguientes derivadas parciales en el punto P. Suponga que 


los ejes x y y están en las posiciones usuales. 


11. 12. 13. 
ll lala lidia ds ECES 
f SE P 
. : — — 16. -e 
lo n= 
S 4 3 2 1 
P ——_ áíAA24AA>=—41— 
e . P eP 
y — Y ==: 
E 2? — 
17. 


X yA = 
SS Y o sj J 


20. Explique por qué espera que f,, (a, b) = f (a, b) usando los siguientes pasos. 
a) Escriba la definición de f, (a, b). 
b) Escriba una definición de f (a, b) como (f ),. 
c) Sustituya la expresión para f, en la definición de f- 
d) Escriba una expresión para f,, similar a la de f, obtenida en el inciso c. 
e) Compare sus respuestas a los incisos c y d. ¿Qué debe suponer para llegar a la conclusión de 
que f. y f,,son iguales? 


13.8 ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES 


Flujo térmico 


Imaginemos una habitación calentada por un radiador situado a lo largo de una pared. ¿Qué ocurre 
después de abrir una ventana de la pared opuesta en un día frío? La temperatura de la habitación empieza 
a descender con rapidez cerca de la ventana, con más lentitud cerca del radiador y finalmente se estabi- 
liza. La temperatura T = u(x, t) en cualquier punto de la habitación es una función de la distancia x en 
metros desde la pared calentada y el tiempo £ en minutos desde que la ventana se abre. La figura 13,5 
muestra cómo se vería la temperatura, T, como función de x para varios valores de r. 


Fi, 


Ley 


El fh 
rapid 
tiene 
palat 
calor. 
calor 


Ejemplo 1 La fig 


Solución 


amier 
a) E 


a) De 
Cc 


b) El: 
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u(x, 0) u(x, 5 
c) Za? t=0 u 


tx, 10) 


t=10 tx. 100) 


t= 100 
decidir el signo = 
P. Suponga que | 
xX x 1 1 
| | | Calentador Ventana Calentador Ventana Calemadoór Ventana Calentador Ventana 
| 


Figura 13.55 Cómo la temperatura de una habitación depende de la distancia desde el radiador en 
cuatro tiempos diferentes después de abrir la ventana. 


Ley de enfriamiento de Newton 


El flujo térmico entre dos puntos está gobernado por la ley de Newton del enfriamiento, según la cual la 


— rapidez de flujo térmico por un punto x en el tiempo + es proporcional a la derivada parcial u, (x, t). Esto 
tiene sentido, porque u, (x, t) mide la rapidez de cambio de u con respecto a x en un tiempo fijo f; en otras 

== palabras, indica que cuanto mayor sea el gradiente de temperatura, mayor será la rapidez de flujo de 
p calor, La temperatura en una región de la habitación aumenta si el calor que entra en él es mayor que el 


CE Een calor que sale del mismo. 


a e Ejemplo 1 La figura 13.56 muestra la temperatura T = u(x, £) en un tiempo fijo t. Utilizar la ley de Newton del enfri- 
amiento para determinar si la temperatura aumenta o disminuye: 


a) Enel punto p. b) Enel punto q. 
y a T La pendiente en b 


TF es más pronunciada que en s 


La pendiente en « 


uix, t) es más pronunciada que en « 


1 


upb cya 


1 conclusión de Figura 13.56 La temperatura T como función de x a un tiempo fijo £. 


Solución a) Debemos decidir si la pequeña región a < x < b que contiene p gana o pierde calor (véase Fig. 13.56). 
Como el calor circula de regiones más calientes a otras más frías, el flujo térmico es de izquierda a 
derecha en la gráfica. En otras palabras, el calor fluye hacia abajo en una gráfica de temperatura. La 
ley de Newton del enfriamiento expresa que cuanto más pronunciada sea la pendiente, 1, (x, t), 
mayor será la rapidez de flujo de calor. El calor entra en la región a < x < b en el punto a y sale en 
b. La salida es mayor que la entrada porque la tangente en b es más pronunciada que la de a. Por lo 


3. ¿Qué ocurre tanto, la región a < x < b pierde calor y su temperatura es decreciente. En consecuencia, u (p, 1)<0. 
tación empieza b) El calor entra en la pequeña región c < x < d en el punto c y sale en d, porque las pendientes u, (c, t) 
nente se estabi- y u,¿(d, t) son negativas. Pero la línea tangente en c es más pronunciada que en d, así que, por la ley 
ı distancia x en de Newton del enfriamiento, la entrada es mayor que la salida. Por lo tanto, la región ¢ < x < d gana 


A figura 13.55 energía y por ello su temperatura es creciente. En consecuencia, u, (q, 1)>0. 
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Ejemplo 2 


Solución 


Ejemplo 3 


Solución 


La ecuación del calor 


El ejemplo 1 demuestra que, para t fija, el signo de u, está determinado por la concavidad de la gráfica 
de u(x, t). En x= p encontramos que u,(p, t) < 0 y la gráfica de u es cóncava hacia abajo, así que u,, (p, 
t) < 0. En el punto q, tenemos u, (q, 1) >0 y u, (q, £) > 0. De hecho, las dos derivadas u, y u,, Siempre 
tienen el mismo signo. En muchos casos las dos derivadas u, y u,, resultan ser proporcionales, así que 
la función u(x, 1) satisface la siguiente ecuación: 


La ecuación unidimensional del calor (o de difusión) 


u, (x, t) = Au (% t), donde A es una constante positiva. 


La ecuación del calor es un ejemplo de una ecuación diferencial parcial (EDP), es decir, una 
ecuación donde intervienen una o más derivadas parciales de una función desconocida. 


De las siguientes dos funciones, ¿cuál satisface la ecuación del calor u, = u? 
a) u(x, 1) =e sen (2x) b) u(x )=sen(x+0) 


a) El cálculo de las derivadas parciales de la función u resulta en 


u, =—4e™ sen (2x), u, =2e cos (2x), t, =-4e* sen (2x), 


XX 


= Sar ia 
y por eso u, = u Por lo tanto, u (x, t) = e Y sen(2x) es una solución. 
b) Tenemos 


u,=cos(x+t), u =cos(x+t), 4, =-sen(x+1£), 


y por eso t, * u Por lo tanto, u (x, t) = sen (x + 1) no es solución. 


Una barra metálica de 10 cm está aislada de modo que el calor puede circular a lo largo de la barra pero 
no puede irradiarse al aire excepto en los extremos. La temperatura T (°C) a x cm de un extremo y en un 
tiempo t segundos es una función T = u(x, t) que satisface la ecuación del calor u, (x, £) = 0.14, (x 1). 
La temperatura inicial en varios puntos está dada en la tabla 13.6. 


TABLA 13.6 Temperatura de la barra metálica en el tiempo t = 0. 


stem | o| 2 | 9] ej 8 [10 
Laoco | so | s2 | 56 | 62 [ 70 | 50 | 


a) Cuando t= 0, ¿es creciente o decreciente la temperatura en el punto x = 6? 
b) Calcular la temperatura T = u(6, 1) en el punto x= 6 en el tiempo £= 1. 


a) La gráfica de u(x, 0) de la figura 13.57 sugiere que u(x, 0) es cóncava hacia arriba, así que u, (6, 
0) > 0. Como u, (6, 0) = 0.1u,, (6, 0) tenemos u, (6, 0) > O también. Como u, (6, 0) indica la rapi- 
dez de cambio de temperatura en x = 6 con respecto al tiempo, el hecho de que sea positiva indica 
que la temperatura en x = 6 es creciente. Podríamos haber adivinado esto por el hecho de que la 
temperatura de 62°C en x = 6 está abajo del promedio (56 + 70)/2 = 63°C de las temperaturas de 
los puntos colindantes. 
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TCC) 
80 


uix, 0) 


0 - - - - L xcm) 
2 4 6 8 10 


Figura 13.57 La temperatura, T = u (x, 0), en el tiempo t = 0. 


b) Para pronosticar la temperatura en 1 = 1 a partir de la temperatura en £ = O primero calculamos la 
rapidez de cambio de la temperatura con respecto al tiempo, n, (6, 0). Como u, (6, 0) = 0.14, (6, 0), 
calculamos u, (6, 0). Como u (6, 0) es la rapidez de cambio de u, (x, 0), primero calculamos u, en 
los dos puntos cerca de x= 6: 


u (5, 0) = SV O O EE T E 245,0). 


-4 2 8-6 


=4 
Por lo tanto, 
u, (7,0) —u, (5, 0) 2-3 


u (6, 0) = Es = 2 05: 


En consecuencia, 
u, (6, 0) = 0.1u,,(6, 0) = (0.1) (0.5) = 0.05°C/s 


Debido a que la temperatura inicial es de 62°C y se encontró que la temperatura aumenta en 
0.05°C/seg, la temperatura en £= 1 es aproximadamente de 62.05 °C, 


¡Ojo! 


Obtener aproximaciones numéricas precisas de soluciones de ecuaciones diferenciales parciales 
(EDP) es, por lo general, muy difícil. El ejemplo 3 demuestra que se puede obtener información cuan- 
titativa de una EDP, pero no es una manera práctica de obtener aproximaciones precisas de soluciones. 


Condiciones en la frontera 


La ecuación del calor #, = Au,, tiene muchas soluciones. Así como se necesitaron condiciones iniciales 
para obtener una solución única a una ecuación diferencial ordinaria, se necesita de más información 
para escoger una sola solución a una ecuación diferencial parcial (EDP). En el caso de la habitación 
calentada, por ejemplo, necesitaríamos conocer la temperatura de la habitación cuando se abrió la 
ventana, la temperatura exterior en todo tiempo, y la temperatura cerca del radiador (que indica lo que 
éste hace). Esta información se conoce como condiciones en la frontera. Los problemas 10, 14, 15 y 
18 de las páginas 159 y 160 muestran cómo usar condiciones en la frontera. 
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Una onda viajera 


Considere una botella que sube y baja conforme pasa una ola. Su movimiento depende de la forma y la 
velocidad horizontal de la ola; investigaremos una EDP que describa este movimiento. 


Ejemplo 4 Supóngase que la altura y del mar (y por tanto de la botella que flota) por encima de lo normal, en el 
tiempo £ segundos y a distancia de x metros desde un punto de referencia, está dada por la función y = u4 
(x, t), cuya gráfica para t = 0 se muestra en la figura 13.58. Supóngase que la ola se desplaza en la direc- 
ción de x creciente. 
a) Determinar si u, (x, 0) y u, (x, 0) son positivas O negativas en los siguientes puntos: 
Dx=p i) x=q ii) x=r 
b) Si la onda avanzara con más rapidez, ¿sería u, (r, 0) mayor o menor? 


Dirección de la ola 


—u 


ul x, 0) 


pP 4 ' 


Figura 13.58 Altura de la ola en 
t = 0; ola moviéndose a la derecha. 


Solución a) i) La derivada parcial u, (p, 0) indica la pendiente de la línea tangente a la gráfica de u (x, 0) enx 
= p. De la figura 13.58 es evidente que la pendiente es positiva, así que u, (p, 0) > 0. Por otra 
parte, u, (p, 0) es igual a la velocidad vertical de la botella en el punto x= p en el tiempo t =0. 
Como la cresta de la ola ha pasado, la botella cae y la velocidad es negativa. Por lo tanto, u,(p, 
0)<0. 

ii) Tenemos u, (q, 0) = 0, porque la tangente a la ola en x= q y t = 0 es horizontal y tiene pendiente 
cero. Una botella en x= q y 1=0 está exactamente en la cresta de la ola, detenida de momento 
con velocidad cero. Por lo tanto, u, (q, 0) = 0. 
iii) En £= 0 el punto r está en el lado posterior de la ola, así que u, (r, 0) < 0. Una botella en x=" 
subiría en £= 0, así que u, (r, 0) > 0. 
b) Si la ola avanzara más rápido, entonces una botella que flota subiría y bajaría con más rapidez, así 
que la velocidad positiva u, (r, 0) sería mayor que para la ola original, más lenta. 


La ecuación de la onda viajera 


Observe que en el ejemplo 4 las derivadas u, (x, 0) y u, (x, 0) son de signo contrario o ambas son cero, 
para toda x. Esto sugiere que las dos funciones derivadas u, y u, pueden estar relacionadas. 

Para investigar más a fondo, supongamos que una onda avanza a la derecha con velocidad c y que 
sus posiciones en dos tiempos cercanos t y t + Af se muestran en la figura 13.59. Si Ar es suficientemente 
pequeña, una buena aproximación a u, (p, f), que es la pendiente de la gráfica en B, la constituye la pen- 
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Onda en 
el tiempo £ 


u(x, t + At) 


-=— Onda en el tiempo f + At 


up, t} —u(p, t+ At) 


Dirección de la onda 
1 X 


p 


Figura 13.59 Una onda viajera que se desplaza a la 
derecha a una velocidad c: la onda en dos instantes cercanos. 


diente de la línea secante entre los puntos A y B. Observe que durante el intervalo Af la onda avanza hori- 
zontalmente una distancia de cAf (porque distancia = velocidad - tiempo). En consecuencia, tenemos 


u, (p, t) = pendiente de la tangente en B = pendiente de la secante entre A y B 


_ u(p, t)—u(p, t+ At) 
P cAt 

1 u(p, t+ Ab) —u(p, t) 
y At 
l 


=- —Uu(p, t) 


Por lo tanto, u (x, t) satisface la siguiente EDP: 


La ecuación de la onda viajera para una ola que avanza en la dirección positiva de las x con 
velocidad c 


u, (x, 1)= cu, (x, t), donde c es una constante positiva. 


Fórmula para resolver de la ecuación de la onda viajera 


Supongamos que una onda viajera avanza en la dirección positiva de las x con velocidad c y que la onda 
tiene la forma y = f (x) en el tiempo ż = 0, lo que significa que u (x, 0) = f (x). En el tiempo £ la onda ha 
avanzado una distancia ct a la derecha, así que en el tiempo £ la onda tiene la forma y = f (x— ct). En 
otras palabras: 


Ejemplo 5 a) 


b) 
c) 


Una onda de forma f (x) que viaja a una velocidad c en la dirección positiva de las x está represen- 
tada por 


u(x, t)=f(x-ct) 


Escribir una fórmula para la función u(x, f) que describe una onda cuya forma en el tiempo t = 0 es y 
= sen x y que avanza en la dirección positiva de las x con velocidad 0.5. 

Demostrar que la función u (x, t) encontrada en el inciso a satisface la ecuación de la onda viajera. 
Dibujar las gráficas de u (x, t) contra x para t =Q, 1, 2. 
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Solución a) Como la forma de la onda permanece igual a medida que avanza, sabemos que 
u (x, t) = sen (x— ct ) = sen (x - 0.5t ). 
b) Como u, (x, À = -0.5 cos(x — 0.51) y u, (x, 1) = cos(x — 0.50, la función u (x, £) satisface la ecuación 
de la onda viajera con c = 0.5: 
u, (x, 1)=-0.Su, (u, t). 
c) Las gráficas están en la figura 13.60. Observe que el movimiento de la onda hacia adelante es clara- 


mente visible. 


- i í i 
Y SN 
Figura 13.60 Gráfica de u (x, t) = sen (x — 0.5t ) 
en tres instantes. 


Una cuerda en tensión 


¿Cómo describimos el movimiento de una cuerda que vibra sometida a una tensión, como ocurre al 
pulsar una cuerda de guitarra? Sea y = u (x, £) el desplazamiento desde el equilibrio en el tiempo +, del 
punto sobre la cuerda a x unidades desde un extremo. Entonces se puede demostrar que u satisface la 


siguiente ecuación: 


Ecuación de onda en una dimensión: 


t= Ci y donde c es una constante positiva. 


Veamos lo que dice esta ecuación. La función u (x, t) describe el movimiento de una masa (la 
cuerda) bajo la influencia de una fuerza (tensión). Por lo tanto, aplica la segunda ley de Newton del 
movimiento, de modo que esperamos una ecuación del tipo F = ma, donde F es la fuerza, mm la masa y a 
la aceleración. El término u,, (x, t) de la ecuación de onda es la aceleración en el punto x en el tiempo t. El 
término u(x, £) está estrechamente relacionado con la fuerza, porque mide la concavidad de la cuerda. 
A medida que sea mayor la concavidad, más grande será la fuerza que tiende a restablecer el equilibrio, 
al igual que cuando se dispara una flecha con un arco. 


Problemas para la sección 13.8 —_—__________—__ q —— 


1. Suponga que u (x, t) es como en el ejemplo 3. 
a) Utilice la tabla 13.6 para hacer cálculos de u (4, 1) y u (8, 1). 
b) Utilice sus respuestas al inciso a y la aproximación u (6, 1) obtenida en el ejemplo 3 para hacer 


un cálculo de u (6, 2). 
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2. Trace la gráfica de u (x, t) = 1 — (x — 22? para t = 0, 1, 2. Explique cómo es que la gráfica representa 
una onda viajera. ¿Cuál es la velocidad y la dirección en la que se desplaza la onda? 

3. Haremos un modelo de la propagación de una epidemia en una región. Supongamos que I (x, y, 1) 
representa la densidad de personas enfermas por unidad de área en el punto (x, y) del plano en el 
tiempo £. Supongamos que / satisface la ecuación de difusión: 

Y 32 
2 =p [LL +91 » 
ot La? dy 
donde D es una constante. Supongamos que se sabe que para alguna epidemia en particular 
lea +bv+cr 


¿Qué se puede decir acerca de la relación entre a, b y c? 
4. ¿Para qué valores de las constantes a y b la función u = (x + y)e“* +?" satisfará la ecuación 


du du _ du 
dxdy dx dy 
Demuestre que las funciones de los problemas 5, 6 y 7 satisfacen la ecuación F,, + F „= 0 conocida 


como la ecuación de Laplace. 
5. F(x, y)=e* sen y 6. F(x, y)=arctan(v/x) 
7. F(x, y) =e' sen y + € sen x 


8. La función f (x, 1) = 0.003 sen(x) sen(27651) describe una cuerda de guitarra en vibración. 
Demuestre que es una solución de la ecuación de onda, f, =c*f,,, para alguna c. ¿Cuál es ese 
valor de c? 


+u=0? 


9. Suponga que f es cualquier función diferenciable de una variable. Defina V, una función de dos 
variables, por 


V(x, t)=f(x+ct). 
Demuestre que V satisface la ecuación 


aV 5 oV 
dt” dx 
10. Considere la ecuación de onda que describe una cuerda en vibración 
0%y = g? y 
de ox? * 


donde a es una constante y y es el desplazamiento de la cuerda en cualquier punto x y en cualquier 
tiempo £. Escriba las condiciones en la frontera para una cuerda en vibración de longitud £ para la que 
a) Los extremos en x=0 y x= L son fijos. 

b) La forma inicial está dada por f (x). 

c) La distribución de velocidad inicial está dada por g (x). 


11. La figura 13.61 es la gráfica de la temperatura contra la posición en un instante en una barra 
metálica, donde la temperatura T = u (x, t) satisface la ecuación del calor u, = H Determine para 
cuál x es creciente la temperatura, para cuál es decreciente y utilice esta información para trazar esta 
gráfica de temperatura en un tiempo ligeramente posterior. 


[ES ne 


Figura 13.61 
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12. En cualquier punto (x, y, z) en el exterior de una masa esférica simétrica m ubicada en el punto 


13. 
14. 


15. 


16. 


18. 


(X o» o 70)» el potencial gravitacional, V, está definido por V = -Gm/r, donde r es la distancia 
desde (x, y, z) a (X o Y y» Z p) y G es una constante. Demuestre que, para todos los puntos fuera de 


la masa, V satisface la ecuación de Laplace: 
32V ƏV ƏV 


5 a y Y” =0. 
dy 


Si u (x, t) = e“ sen(bx) satisface la ecuación del calor u, = u,„ encuentre la relación entre a y b. 


Si suponemos que la solución de la ecuación de onda es de la forma 
y=F(x+21)+G (x-21), 


encuentre una solución que satisfaga las condiciones en la frontera 
E E 950, 1,0 =0 MEP Sent, Os es; 150 
y( > t) = y(5 > t) My ya, )= > Dt 0 sen ( x), Xx > s 


Estudiamos la conducción del calor en una barra metálica de 1 metro, 0 < x < 1, cuyos lados 
están aislados y sus extremos se mantienen a 0°C en todo tiempo al sumergirlos en baños de 
hielo. Las condiciones en los extremos de la barra representan una condición en la frontera 
sobre las posibles funciones u (x, £) que podrían describir la temperatura de la barra. Exprese la 
condición en la frontera como un par de ecuaciones. 

b) Determine todos los valores posibles de a y b tales que u (x, t) = e“ sen(bx) satisface la EDP, 
u, = ttx y las condiciones en la frontera del inciso a. 


a) 


a) Verifique que la función 


u(x, t) = is en *1(41) 
2 xt 
satisface la ecuación del calor u,= t,, para t > 0 y toda x. 
b) Trace las gráficas de u (x, t) contra x para 1 =0.01, 0.1, 1, 10. Estas gráficas representan la 
temperatura en una barra aislada infinitamente larga que en £= 0 es 0°C en todas partes excepto 
el origen x = 0, y que está infinitamente caliente en £= 0 en el origen. 


. La temperatura, T, de una placa metálica puede describirse mediante una función T = u (x, y, t) de 


tres variables, las dos variables de dimensión, x y y, y la variable de tiempo, t. La ecuación del calor 
en dos dimensiones es la EDP 


u, = A(U,, + 14,,), donde A es una constante positiva. 


Encuentre condiciones para a, b y c tales que u (x, y, t) = e “" sen(bx) sen(cy) satisfaga esta EDP. 

a) Verifique que u (x, t) = sen(ax) sen(at) satisfaga la ecuación de onda i, = 4, ,. Esta solución 
representa una vibración con periodo 27 /a, puesto que u (x,t + 277 /a) = u (x, t). 

b) Supongamos que deseamos estudiar las vibraciones de una cuerda de 1 metro con extremos 
fijos (como la de una guitarra), de modo que u (0, t) = O y u (1, t) = O para toda £, y tales que 
11, = U,» La condición en los extremos es una condición en la frontera. Encuentre toda a >( 
tal que u (x, t) = sen(ax) sen(at) satisfaga la EDP y la condición en la frontera. (Los músicos 
saben, por lo menos desde la época de Pitágoras, que sólo se puede hacer vibrar cuerdas 
sometidas a tensión en determinadas frecuencias especiales.) 


19. Sí 


20. L; 
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19. Se puede generar una onda viajera en una cuerda bajo tensión al pulsarla en un extremo. Esto sugiere 
que debe haber soluciones de ondas viajeras para la ecuación de onda. 

a) Demuestre que si f es una función arbitraria, entonces u (x, £) = f (x — ct) es una solución de la 
ecuación de onda 4, = c%u,, 

b) Demuestre que si g es una función arbitraria, entonces u (x, t) = g (x + cf) es una solución de la 
ecuación de onda u, = cu, 

c) Demuestre que si f y g son funciones arbitrarias, entonces u (x, t) = f (x — ct) + 2 (x + ct) es 
una solución de la ecuación de onda. (En efecto, todas las soluciones de la ecuación de onda 
pueden escribirse en esta forma, como la suma de una onda viajera en avance y una onda 
viajera en retroceso.) 


20. La vibración de un objeto de dos dimensiones bajo tensión, como por ejemplo el parche de un 
tambor, está descrita por una función u (x, y, f) de dos variables en el espacio x y y y una variable 
en el tiempo t. Con frecuencia, dicha función satisface la ecuación de onda de 2 dimensiones u, = 
c (u, + u). Encuentre condiciones para las constantes a, b y k tales que u (x, y, t) = sen(ax) 
sen(by) seníkt) satisfaga esta ecuación. 
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Así como para una función de una variable puede construirse una aproximación mejor mediante una 
función cuadrática que mediante una función lineal, ocurre lo mismo para una función de varias variables. 
En la sección 13.3 se vio la manera de aproximar f (x, y) por una función lineal (su linealización local); en 
esta sección veremos cómo mejorar esta aproximación de f (x, y) mediante una función cuadrática. 


Aproximaciones lineales y cuadráticas cerca de (0, 0) 


Para una función de una variable, la propiedad de ser localmente lineal indica que la mejor aproximación 
lineal es el polinomio de Taylor de grado 1 


fœ) = f (a) + F'(aXx— a) para x cerca de a. 
Una mejor aproximación de f (x) está dada por el polinomio de Taylor de grado 2: 


$ (a) 


» 


f œ) = f(aXx—-a) + (x — a)? para x cerca de a. 
Para una función de dos variables, la linealización local para (x, y) cerca de (a, b) es 


fœ y) =L, y)=f(a, b)+ f, (a. bXx-a)+ fa by —b). 


En el caso (a, b) = (0, 0), tenemos 


Polinomio de Taylor de grado 1 para aproximar f (x, y) para (x, y) cerca de (0, 0) 
Si f tiene derivadas parciales continuas de primer orden, entonces 


f C y) = L (œ y) = f (0,0) + f, (0, O)x + f,(0, Oy . 


Se obtiene una mejor aproximación a f si se usa un polinomio cuadrático. Escogemos un polinomio 
cuadrático Q(x, y), con las mismas derivadas parciales que la función original f. Se puede comprobar 
que el siguiente polinomio tiene esta propiedad. 
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Polinomio de Taylor de grado 2 para calcular f (x, y) si (x, y) está cerca de (0, 0) 
Si f tiene derivadas parciales continuas de segundo orden, entonces 

Jœ y) = 0 x y) (0.0) fw(0,0) 
= f (0,0) + f,(0,0)x + f, (0, O)y + $00, 0) x? + f,,(0, Oxy EZ y2 


Ejemplo 1 Sea f (x, y) = cos(2x + y) + 3 sen(x + y) 
a) Hallar los polinomios lineal y cuadrático de Taylor, L y Q, que aproximan f cerca de (0, 0) 
b) Explicar por qué las gráficas de contorno de L y Q para —1< x $ —1, —1, < y < 1 tienen ese aspecto. 


Solución a) Tenemos f (0, 0) = 1. Las derivadas que se necesitan son así: 
fe (x, y) = -2 sen(2x + y) + 3 cos(x + y) por tanto f0, 0) = 3, 
f(x, y) = — sen(2x + y) + 3 cos(x + y) por tanto f0, 0) = 3, 
Ja (X, y) = - 4 cos(2x + y) + 3 sen(x + y) por tanto f,£0, 0) = 4, 
Ja œ% y) = — 2 cos(2x + y) + 3 sen(x + y) por tanto fa, 0) = 2, 
Ja (Xy) = — cos(2x + y) + 3 sen(x + y) por tanto $0, 0) =-1, 


Por lo tanto, la aproximación lineal, L (x, y), a f (x, y) en (0, 0) está dada por 
FA y) =L (x, y) =f(0, 0) +f, (0, O)x +f, (0, O)y = 1 + 3x + 3y, 
y la aproximación cuadrática, Q(x, y), a f (x, y) cerca de (0, 0) está dada por 
fy) = Q (xy) 
= f(0, 0) + f (0, O)x + f,(0, 0)y + 


=1 +3x+3y-2x2- 2y- y2. 


fxx(0, 0) 
EL F x2 + f y (0, O)xy + 


f,,(0, 0) 2 
San FET 


Observe que los términos lineales en Q (x, y) son los mismos que los términos lineales en L (x, y). 
Los términos cuadráticos en Q (x, y) pueden considerarse como “términos de corrección” a la aprox- 
imación lineal. 

b) Las gráficas de contorno de f (x, y), L (x, y) y Q (x, y) están en las figuras 13.62 a la 13.64. 


Figura 13.64 Aproximación 
cuadráticą, Q (x, y). 


Figura 13.62 Función original, 
f y). 
Observe que la gráfica de contorno de Q es más parecida a la gráfica de contorno de f de lo que 
es la gráfica de contorno de L. Como L es lineal, la gráfica de contorno de L está formada de líneas 
paralelas igualmente espaciadas. 


Figura 13.63 Aproximación 
lineal, £ (x, y). 
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Ejemplo 2 Encontrar ¢ 


a de (0, 0) 
lenen ese aspecto. 
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ala 13.64. 


N] A 
AN 
NS 


I 
4 Aproximación 
tica, Q (x, y). 
orno de f de lo que 
¡formada de líneas 
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Una forma alternativa, y más rápida, para encontrar el polinomio de Taylor en cl ejemplo anterior es 
usar las aproximaciones de una sola variable. Por ejemplo, como 


u`’ 
3! 


A PE TE de sen v=v-- 
Ñ 21 q? 


podemos sustituir u = 2x + y y u = x + y y expandir. Descartamos los términos más allá del segundo 
(porque buscamos el polinomio cuadrático) y resulta 


P] y? 2 y ` a] } 
cos( 2y + y)=1- ra + A A | ; (4x7 + 4xy + y“) = l -2x5 2y- v 
y 
7 23 
sen en =P ¿XA 


Al combinar estos resultados se obtiene 


cos (2x + y) + 3 sen (x + y) = 1 — 2x? - 2xy — LA + xt y)= 1 + 3x +3y -2x7 — 2xy — + y? 


Aproximaciones lineales y cuadráticas cerca de (a, b) 


La linealización local para una función f (x, y) en un punto (a, b) es 


Polinomio de Taylor de grado 1 para aproximar f (x, y) cuando (x, y) está cerca de (a, b) 
Si f tiene derivadas parciales continuas de primer orden, entonces 


Jx y)= L(x y) =f(a, b) + fía, bx- a) +f, (a, DN —b). 


Esto sugiere que una aproximación polinomial cuadrática Q (x, y) para f (x, y) cerca de un punto 
(a, b) debe escribirse en términos de (x — a) y (y — b) en lugar de x y y. Si establecemos la condición de 
que Q (a, b) = f (a, b) y que las derivadas parciales de primero y segundo orden de Q y f en (a, b) sean 
iguales, entonces se obtiene el siguiente polinomio: 


Polinomio de Taylor de grado 2 para aproximar f (x, y) cuando (x, y) está cerca de (a, b) 
Si f tiene derivadas parciales continuas de segundo orden, entonces 


fay) = Q x,y) 


= f(a, b) + f La, b) (x-a) + f(a, b) (© — b) 


$ La, b) E k 
ter ka t fala AN) =A yb: 


Pata. b) 


Estos coeficientes se determinan exactamente igual que para (a, b) = (0, 0). 


: z , | 
Ejemplo 2 Encontrar el polinomio de Taylor de grado 2 en el punto (1, 2) para la función f(x, y)= 77. 
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Solución La tabla 13.7 contiene las derivadas parciales y sus valores en el punto (1, 2). 


TABLA 13.7 Derivadas parciales de f (x, y) = 1Axy) Límit 


Valor en (1, 2) Derivada Valor en (1, 2) “por 
a para c 
¡ Supo: 


WED E METES ana nan | y) |1708) | 10232) 1/4 
$, y) -1/(xy?) -1/4 SL. (y) 2/1 (xy?) 1/4 
E- TE e 7 | 21009 | 


Por lo tanto, el polinomio cuadrático de Taylor para f cerca de (J, 2) es 
l 
TO Q (y) 
al o ae a- no-2+[L) (1) 0-2 
À i 2 4 s 2 4 f Obs: 


> B i 


Enton 


del térmi 


2 ES 4 8 


Loxaloy-2, -IP G«-DG-2D. (2 
: : + +> : 


El error en aproximaciones lineales y cuadráticas 


Regresemos a la función f (x, y) = cos(2x + y) + seníx + y) y sus aproximaciones lineales y cuadráticas, 
L(x. y) y Q (x y). Las gráficas de contorno del ejemplo 1 son evidencia de que Q es una mejor aproxi- 


mación a f que L. Ahora veremos exactamente cuánto mejor. 
Comenzamos por considerar aproximaciones sobre el punto (0, 0). Definimos el error en la aproxi- 


mación lineal como la diferencia 
E =f% y )-E(% y). 

El error en la aproximación cuadrática se define de modo semejante como 
Eo =f(% y )- Q% y). 


La tabla 13.8 muestra la forma en que las magnitudes de estos errores, |E,| y |E¿|, dependen de la 


distancia, d(x, y) = yx? + y , del punto (x, y) desde (0, 0). Los valores de la tabla 13.8 sugieren que, El 
en este ejemplo, odas 
AA R 2 R 5 ` % f 
E, es proporcionala d? y Epes proporcional a d tud de E, 


En general, se puede demostrar que los errores £, y E, son proporcionales a d ? y d 3, respectivamente. 


TABLA 13.8 Magnitud del error en las aproximaciones Am 
lineales y cuadráticas a 
f(x, y) = cos(2x + y) + sen (x + y) 
x=y=0 0 
x= y= 107 4103 jade 
: mación c 
r=y=10? 4.106 ISAS 
A A 
x=y=107 4 
4 Ejemplo 3 Supóngas 


x=y=107% 


| PN P , , l . . también s 
Para utilizar estos errores en la práctica, necesitamos acotar sus magnitudes. Si la distancia entre 
i 2 3 
(x, y) y (a, b) se representa por d (x, y) = V(X- a)? + (y - b)” , se puede demostrar que se cumple «el 
siguiente resultado: 
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Límite de error para aproximación lineal 


Suponga que f (x, y) es una función con derivadas parciales continuas de segundo orden tal que 
para d (x, y) S do, 
Md Pal fanl SM, 
Supongamos que 
fy) = L y) +E y) 
= fía, b)+f.(a, bx- a) +f, la, by -b)+ E, (x y). 
Entonces tenemos 


|E, (x, y| $2M,d(x, y)? para d(x, y) < dy 


Observe que el límite superior para el término de error £, (x, y) tiene una forma que es reminiscente 
del término de segundo orden de la fórmula de Taylor para f (x, y). 


Límite de error para aproximación cuadrática 


Supongamos que f (x, y) es una función con derivadas parciales continuas de tercer orden tal que 


P DES 
neales y cuad para d (x, y) € dh, 


; Pelo hah vto hnl E Mo 
2$ una mejor i 


Supongamos que 
fœ y)=Q Q, y) + Eg (x,y) 
=f (a, b) + $, (a, b) (x-a) + Jy (a, b) (y - b) 


K ' b » fyn ( l, b) 
+ A + fa (a. b) (x — a) (y — b) + ~ > 


31 error en la 


(y -b y + Eo (a, v). 
Entonces tenemos 
å 
[Eg y) S 3 Mod (x, YP por da, y) < dy 


`gl» dependen d 


13.8 sugieren q El problema 20 muestra cómo se obtienen estos cálculos de error y los coeficientes (2 y 4/3). Es 


importante observar el hecho que, para d pequeña, la magnitud de £, es mucho menor que d y la magni- 
tud de E¿, mucho menor que d -. En otras palabras tenemos el siguiente resultado: 
3, respectivame 


A medida que d (x, y) +0: 
Eolus y) 
(d(x, y) 


Esto significa que, cerca del punto (a, b), podemos considerar la función original y a su aproxi- 
mación como indistinguibles y que se comportan en la misma manera. 


9 Supóngase que el polinomio de Taylor de grado 2 para f en (0, 0) es O (x, y) = 51? + 3y?. Supóngase que 
f CNE: también se indica que 
la distancia è TN 


|) I<C 
try rb Uy ls ) 


que se cump 
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Obsérvese que Q (x, y) > 0 para toda (x, y) excepto (0, 0). Demostrar que, excepto en (0, 0), tenemos 
f (x, y) >0 para toda (x, y) tal que VE +y? =d<0.25. 
Solución Por el límite de error para el polinomio de Taylor de grado 2, tenemos 
[Eg =l y) 06 $ Od = 124? 
que puede escribirse como | 
-12d? < f (x, y) — Q(x, y) < 12d?. 


Por lo tanto sabemos que 
Q (xy) - 12d 3<f(x, y). 


Como Q(x, y) = 5x? + 3)”, tenemos 

3x2 + 5%? — 12d? < f (x, y). 
Como 3x? + 5y? > 3x? + 3y? = 3d?, tenemos 

3d? — 12d? < f (x, y). 
Ahora d? se aproxima a O más rápido que d?, así que cuando d es pequeña, tenemos 

0< 3d? -12d3S f (x, y). 
De hecho, si escribimos 3d? — 12d? = 3441 - 4d) resulta claro que si d < 1/4 entonces f (x, y) >0, 
excepto en (0, 0), donde f = 0. Por lo tanto, f y Q tienen el mismo signo para puntos cerca de (0, 0). 


Problemas para la sección 13.9 =- 


Encuentre los polinomios cuadráticos de Taylor alrededor de (0, 0) para las funciones de los problemas 
1,2 y 3. 

I. eur 2. sen 2x+c0s y 3. In(l+x12-y) 
Para cada una de las funciones de los problemas del 4 al 11, encuentre las aproximaciones lineal y 
cuadrática válidas cerca de (1, 1). Compare los valores de las aproximaciones en (1.1, 1.1) con el valor 
exacto de la función. 


4. Z=xe* 5; Zz= (x + pe 6. z=sen (e + y? ) 
[A xo) 
T. 2=yx2+ y? 8. arctan (x + y) Y 
10. z= sen (x/ y) l1. z=arctan (x/ y) 


12. Sea f(x, y)= [x+2y+1 

a) Calcule la linealización local de f en (0, 0). 

b) Calcule el polinomio de Taylor de grado 2 para f en (0, 0). 

c) Compare los valores de las aproximaciones lineal y cuadrática del inciso a y del b con los 
verdaderos valores para f (x, y) en los puntos (0.1, 0.1), 0.1, 0.1), (0.1, —0.1), (9.1, —0.1). 
¿Cuál aproximación arroja valores más cercanos? 

13. Con ayuda de una computadora y empleando su respuesta al problema 12, dibuje Jos seis diagramas 
de contorno de f(x, y)= yx +2y+1 y sus aproximaciones lineales y cuadráticas, L (x, y) y Q (x), 
en las dos ventanas [—0.6, 0.6] X [-0.6, 0.6] y [2, 2] X [22, 2]. Explique la forma de los contorno, 
su separación, y la relación entre los contornos de f, L y Q. 


0), tenemos 


s f (x, y)>0, 
1 de (0, 0). 


los problemas 


iones lineal y 
) con el valor 


del b con los 
0.1, —0.1). 


is diagramas 
Y) y Q (x, y), 


DS contornos, 
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14. La figura 13.65 muestra las curvas de nivel de una función f (x, y) alrededor de un máximo o un 
mínimo, M. Uno de los puntos P y Q tiene coordenadas (x,, y,) y el otro tiene coordenadas (x,, y»). 
Suponga que b > 0 y c > 0. Considere las dos aproximaciones lineales a f dadas por 

fœ y =a+b(x-x)+c0-y,) 
f œ, y= k+ ma- x) +n- ya). 
a) ¿Cuál es la relación entre los valores de a y k? 
b) ¿Cuáles son las coordenadas de P? 
c) ¿Es M un máximo o un mínimo? 
d) ¿Qué se puede decir del signo de las constantes m y n? 


Figura 13.65 


15. Considere la función f (x, y) = (sen x)(sen y). 
a) Encuentre los polinomios de Taylor de grado 2 para f alrededor de los puntos (0, 0) y (7 /2, 7 /2). 
b) Utilice los polinomios de Taylor para trazar los contornos de f cerca de cada uno de los puntos 
(0, 0) y (7 12, 7 12). 


Para los problemas del 16 al 19: 
a) Encuentre la linealización local, L (x, y), para la función f (x, y) en el origen. Estime el error E£; 
(1 y) =f a y) -Lx y si lx] <0.1 y ly] <0.1. 
b) Encuentre el polinomio de Taylor de grado 2, Q (x, y), para la función f (x, y) en el origen. 
Calcule el error Ey (x, y) = f œ, y)- Q Q, y) si |x| <0.1 y |y] <0.1. 
c) Utilice una calculadora para calcular exactamente f (0.1, 0.1) y los errores E, (0.1, 0.1) y £, 
(0.1, 0.1). ¿Cómo se comparan estos valores con los errores pronosticados en los incisos a y b? 
16. f(x y ) = (cos x)X(cos y) 17. f(x, y)=(e* —x) cos y 
18. fGay)=e 19. f(x y)= (+ yen +> 
20. Se sabe que si las derivadas de una función de una variable, g (£), satisfacen 
geD (ISK para [e] sd, 
entonces el error, E, en la néM2 aproximación de Taylor, P,, (x), está acotado como sigue: 
K 
(+1)! 


|El =l) -P, (0| S j+! para |r] < dọ. 
En este problema, usamos este resultado para obtener los límites de error de las aproximaciones de 
Taylor lineales y cuadráticas para f (x, y). Para una función particular f (x, y), sea x= ht y y = kt para 


h y k fijas, y definamos g (£) como sigue: 
g(t)=f(ħt,kt) para0<:1<l. 
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l a) Calcule g' (t), g*'(£) y g'”” (Ò usando la regla de la cadena. Supo 
b) Demuestre que L (ht, kt) = P ¡(t) y que Q (ht, kt) = P (f), donde L es la aproximación lineal a f 
en (0, 0) y Q es el polinomio de Taylor de grado 2 para f en (0, 0). 
c) ¿Cuál es la relación entre E, = f (x, y) — L (x, y) y E ¡? ¿Cuál es la relación entre E¿ = f (% y) Por le 
06 yNyE)? 
d) Si se supone que las derivadas parciales de segundo y tercer orden de f están acotadas si d (x, y) 
S dọ, demuestre que |E; | y |E¿| están acotadas como en la página 165. 
Por la 
y 
13.10 DIFERENCIABILIDAD 
P 
nueva 


Notas sobre diferenciabilidad 


En la sección 13.3 se hizo una introducción informal al concepto de diferenciabilidad. A una función f 
(x, y) se la llamó diferenciable en un punto (a, b) si está bien aproximada por una función lineal cerca de 
(a, b). Esta sección se concentra en el significado preciso de la frase “bien aproximada”. Al estudiar 
algunos ejemplos veremos que la linealidad local exige la existencia de derivadas parciales, pero hay 
otras condiciones. En particular, la existencia de derivadas parciales en un punto no es suficiente para 
garantizar la linealidad local en ese punto. 

Comenzamos por analizar la relación entre continuidad y diferenciabilidad. Como ilustración, tome 
una hoja de papel, arrúguela hasta formar una pelota y vuelva a extenderla. Dondequiera que haya un 
pliegue será difícil aproximar la superficie por un plano, porque éstos son los puntos donde la función 
que da la altura del papel sobre el piso no es diferenciable. Sin embargo, la hoja de papel sirve como el 
modelo de una gráfica que es continua, sin interrupciones. Como en el caso del cálculo de una variable, 
la continuidad no implica la diferenciabilidad. Pero la diferenciabilidad requiere de la continuidad: no 
puede haber aproximaciones lineales a una superficie en puntos donde la altura sufre cambios abruptos. 

Partiendo de la definición de diferenciabilidad para funciones de una sola variable, se llega a una 
definición de diferenciabilidad para funciones de dos variables. 


Diferenciabilidad para funciones de una variable 
Recordemos que una función g (x) es diferenciable en el punto a si el límite 


i= m g (a + h)- g (a) 
¿'(a) lím i 3 


existe. Geométricamente, la definición quiere decir que la gráfica de y = g (x) puede ser “bien aproxi- 
mada” por la línea y = L (x) = g (a) + g' (a)(x — a). ¿Qué tan bien tiene que aproximarse esta línea a la 
función g (x) cerca del punto a antes que podamos decir que g es diferenciable en a? Para contestar esta 
pregunta, supongamos que g es diferenciable en a y sea E(x) el error entre la función g (x) y la línea L 
(x), de modo que 


Ex) = 80)-L() 
= 8 (x)-8(a)-8g'(a)\(x- a). 
Esto significa que en el punto x= a + h cerca de a, el error E (x) está dado por Est 
a distar 


E(a+h)=g (a+h)- g (a) - g'(a)h. tener m 


roximación lineal a f 
ón entre E, = f(x y) 


án acotadas si d (x, y) 


lad. A una función f 
nción lineal cerca de 
:imada”. Al estudiar 
; parciales, pero hay 
10 es suficiente para 


mo ilustración, tome 
equiera que haya un 
os donde la función 
papel sirve como el 
sulo de una variable, 
e la continuidad: no 
2 cambios abruptos. 

iable, se llega a una 


le ser “bien aproxi- 
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Supongamos que se considera el error relativo E (a + hyh. Tenemos 


E(a + h + h) — TA 
Gt )_ 8ga D 80) 4 (a) 


Por lo tanto, en el límite a medida que }4 > 0, tenemos 


- Ela+h)  gla+h)- gla) A 
lim === = liim Lezo (a). 
h >00 h h>0 


Por la definición de la derivada, el lado derecho de la última ecuación es 0. 
Vemos pues que si f es diferenciable, el error relativo tiende a O a medida que h tiende a 0: 


lím 
h>0 


E(a + ie 0 
o i 


Por “bien aproximado” debemos entender que este límite es cero. Empleamos esta idea para dar una 
nueva definición de diferenciabilidad que se puede generalizar a funciones de varias variables. 


Una función g (x) es diferenciable en el punto a si hay una función lineal L (x) = g (a) + m (x - a) 
tal que si el error, E (x), está definido por 


2 (x)= Lx) + E (x) 


y si h = x - a entonces el error relativo E (a + M/h satisface a 


lím EG + 4) =o, 


h 


La función L (x) se llama linealización local de g (x) cerca de a. La función g es diferenciable si es 
diferenciable en cada punto de su dominio. 


L(x) 


: gw 
[a z 
g la) |- 


lo (1 - dd»: 


u X 


Figura 13.66 Gráfica de la función y = g (x) y 
su linealización local y = £ (x) cerca del punto a. 


Esta nueva definición indica que la razón E (x)/(x — a) de la figura 13.66, el error dividido entre 


la distancia desde el punto a, tiende a O conforme x > a. Además, puede demostrarse que debemos 
tener m = g' (a). 
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Diferenciabilidad para funciones de dos variables 


Con base en nuestra nueva definición de diferenciabilidad, definimos diferenciabilidad de una función 
de dos variables en un punto en términos del error y la distancia desde el punto. Si el punto es (a, b) y el 
punto cercano es (a + h, b + k), la distancia es yA? + k? (véase Fig. 13.67). 


Una función f (x, y) es diferenciable en el punto (a, b) si hay una función lineal £ (x, y) = f (a, b) 
+ m(x- a) + 1 (y — b) tal que si el error E (x, y) está definido por 


fœ y)=L(x, y +E( y), 
y si h=x—a, k= y — b, entonces el error relativo E (a +h, b+ k )/ VR? +K? satisface 


Ela +h, b+Kk) _ 0 Ejempl 
La función f es diferenciable si es diferenciable en cada punto de su dominio. La función L (x, y) 
recibe el nombre de linealización local de f (x, y) cerca de (a, b). 
| 
L(x, y) o | 
fx, y) 
E(x, y) = Ela + h, b+ k) 
: y Solucic 
la, b) + 


xX Me Distancia = yh? + k 
la+h b+ ki 


Figura 13.67 Gráfica de la función z = f (x, y) y su 
linealización local z = L (x, y) cerca del punto (a, b). 


Derivadas parciales y diferenciabilidad 


En el siguiente ejemplo, demostramos que esta definición de diferenciabilidad está de acuerdo con nues 
tra noción previa, es decir, que m = f, y n= f, y la gráfica de L (x, y) es el plano tangente. 


Ejemplo 1 Demostrar que si f es una función diferenciable con linealización local L (x, y) = f (a, b) + m(x-aj+n 
(y — b), entonces m = f, (a, b) y n= f, (a, b). 


Solución Como f es diferenciable, sabemos que el error relativo en L (x, y) tiende a O conforme nos acercamosa 
(a, b). Supongamos que A > 0 y k = 0. Entonces sabemos que 


0=lím E (a + h, b) _ lím E(a+h,b) _ lim fla+h,b)-L(a+h, b) 
1>0 Vh2+ k2 h >0 h h>0 h 


fla+h,b)-f (a, b)-mh 


= lím 


h—>0 h 


a función 
(a, b) y el 


f (a, b) 


L(x, y) 


) con nues- 


(x-a)+n 


cercamos a 
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m m= f, (a, b) -= m. 


Za f(a+h,b)-f(a, b) 
h>) 


h 


Se cumple un resultado semejante si A < 0, así que tenemos m = f, (a, D). El resultado n = f, (a, b) se 
encuentra de manera similar. 


El ejemplo anterior demuestra que si una función es diferenciable en un punto, tiene ahí derivadas 
parciales. Por lo tanto, si una cualquiera de las derivadas parciales no existe, entonces la función no 
puede ser diferenciable. Esto es lo que pasa en el siguiente ejemplo de un cono. 


Ejemplo 2 Considerar la función f (x, y) = Vx? + y? . ¿Es f diferenciable en el origen? 


Figura 13.68 La función f (x, y) = d+ y? no es localmente lineal en (0, 0): 
un acercamiento alrededor de (0, 0) no hace que la gráfica parezca un plano. 


Solución Si hacemos un acercamiento a la gráfica de la función f (x, y) = V2 +y% enel origen, como se mues- 
tra en la figura 13.68, persiste la punta aguda, la gráfica nunca se modifica para tener aspecto plano. 
Cerca del vértice, no parece posible aproximar la gráfica (en ningún sentido razonable) por un plano. 
A juzgar por la gráfica de f, no esperaríamos que f fuera diferenciable en (0, 0). Comprobemos esto 
y tratemos de calcular las derivadas parciales de f en (0, 0): 


f(1,0)-F(0,0) , VR+0-0_, nl 
lím = lím —. 
h h>0 h h>0 h 

Comolh |/h = + 1, dependiendo de si A se aproxima a O desde la izquierda o la derecha, este límite no 
existe ni tampoco existe la derivada parcial f, (0, 0). Por lo tanto, f no puede ser diferenciable en el 
origen. Si lo fuera, existirían ambas derivadas parciales f,(0, 0) y f, (0, 0). 

Como alternativa se podría demostrar de manera directa que no hay aproximación lineal cerca de 
(0, 0) que satisfaga el criterio de un error relativo pequeño para establecer la diferenciabilidad. 
Cualquier plano que pase por el punto (0, 0, 0) tiene la forma L (x, y) = mx + ny para algunas constantes 
myn. SiE (x, y) =f (x, y)-L(x, y), entonces 


(0, 0) =1í 
fx (0, 0) = m 


E(x, y) = Vx + y — mx — ny. 


Entonces, para que f sea diferenciable en el origen, necesitaríamos demostrar que 


i VI +K- mh- nk 

lím = 0. 
h>0 
k=0 


TATI 
vh“ + k~ 
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Ejemplo 3 


Solución 


Al tomar k = 0 resulta Pero este 
lím Mint. 1 -m lím 8 grande. P 
h>0 h hi>0 lhl error relat 

Este límite existe sólo si m = 0 por la misma razón que antes. Pero entonces el valor del límite es | y no aun cuanc 

0 como se necesita. En consecuencia, se llega otra vez a la conclusión de que f no es diferenciable. origen la į 

En el ejemplo 2, las derivadas parciales f, y f, no existieron en el origen y esto fue suficiente para En resume 
establecer la no diferenciabilidad ahí. Podría pensarse que si ambas derivadas parciales existen, entonces 

f debe ser diferenciable. Pero el siguiente ejemplo demuestra que esto no es necesariamente cierto: la 

existencia de ambas derivadas parciales en un punto no es suficiente para garantizar la diferenciabilidad, > a u 

© en 

Considear la función f (x, y) =11y!%. Demostrar que las derivadas parciales f, (0, 0) y f, (0, 0) existen, 

pero que f no es diferenciable en (0, 0). 
Continui 
, f Sabemos ı 
ġ demostrar: 
continua el 
En el 
demuestra 
necesaria 
E a 


Figura 13.69 Gráfica de z = x "By '” para z 20. 


En la figura 13.69 véase la parte de la gráfica de z =x!%y!% cuando z > 0. Tenemos f (0, 0) = O y calcu- 


lamos las derivadas parciales usando la definición: as 
coc TUD Í 0,0): 050 olución 
fx (0,0) sjim LL ie E T 


y de igual manera 

f.(0,0)=0. 
Por lo tanto, si existiera una aproximación lineal cerca del origen, tendría que ser L (x, y) = 0. Pero 
podemos demostrar que esta selección de L (x, y) no resulta en el pequeño error relativo que es nece- 
sario para la diferenciabilidad. De hecho, como E (x, y)= f (x, y) — L (x, y) = f (x, y), es necesario exa 


minar el límite 
E 1/3 1/3 
mi h? h , 


Si este límite existe, se obtiene el mismo valor no importa cómo se acerquen »% y k a O. Suponga que 
tomamos k = A > 0. Entonces el límite se convierte en 


VENETE 1/3 
= lim ATA” mË ——-=lím e 
h O Vht hO hy2 h O MAy 2 


z Ejemplo 4 Suponer qu 


El problem 
las derivad; 


De la defin 


Í 


y de igual n 


Por lo tanto 
origen pues 


En resu 
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Pero este límite no existe, puesto que valores pequeños de A harán que la fracción sea arbitrariamente 
grande. Por lo tanto, el único candidato posible para una aproximación lineal en el origen no tiene un 
error relativo suficientemente pequeño. En consecuencia, esta función no es diferenciable en el origen, 
aun cuando las derivadas parciales f (0, 0) y f (0, 0) existan. La figura 13.69 confirma que cerca del 
origen la gráfica de z = f (x, y) no está bien aproximada por ningún plano. 


del límite es | y no 
diferenciable. 


fue suficiente para En resumen, 


ss existen, entonces 
riamente cierto: la 
1 diferenciabilidad. 


* Si una función es diferenciable en un punto, entonces ambas derivadas parciales existen. 


* Tener ambas derivadas parciales en un punto no garantiza que una función sea diferenciable. 


y f.(0, 0) existen, 


Continuidad y diferenciabilidad 


Sabemos que las funciones diferenciables de una variable son continuas. Del mismo modo, puede 
demostrarse que si una función de dos variables es diferenciable en un punto, entonces la función es 
continua en el punto. 

En el ejemplo 3, la función f era continua en el punto donde no era diferenciable. El ejemplo 4 
demuestra que inclusive si las derivadas parciales de una función existen en un punto, la función no es 
necesariamente continua en ese punto si no es diferenciable ahí. 


Ejemplo 4 Suponer que f es la función de dos variables definida por 
Xx + 
Hs (x, y) (0, 0) 
Fæ ye +) 
0, (x, y) = (0, 0) 
El problema 4 de la página 57 demostró que f (x, y) no es continua en el origen. Demostrar que existen 


(0, 0) = 0 y calcu- las derivadas parciales f, (0, 0) y f, (0, 0). ¿Podría f ser diferenciable en (0, 0)? 


Solución De la definición de la derivada parcial vemos que 


e .  SF1R,0)-f(0,0) _,. 1 0 ) A 0 
f, (0, 0) = lim 2221 = lím . = lím —— = 0, 
e h>0 h h> h h2 + 02 h>0 
y de igual manera 
L (x, y) = 0. Pero f, (0, 0) = 0. 


ativo que es nece- 


Ecco ER Por lo tanto, las derivadas parciales f, (0, 0) y f, (0, 0) existen, pero f no puede ser diferenciable en el 


origen puesto que no es continua ahí. 


En resumen, 
a 0. Suponga que 


. Si una función es diferenciable en un punto, entonces es continua ahí. 


» Tener ambas derivadas parciales en un punto no garantiza que una función sea continua ahí. 
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¿Cómo saber si una función es diferenciable? 


¿Podemos usar derivadas parciales para saber si una función es diferenciable? Como vemos en los ejem- 2. f (x 
plos 3 y 4, no es suficiente que existan las derivadas parciales; sin embargo, la siguiente condición sí 
garantiza la diferenciabilidad: 
3. f(x 
Si las derivadas parciales, f, y f,, de una función f existen y son continuas en un pequeño disco 
con centro en el punto (a, b), entonces f es diferenciable en (a, b). a 
- FX 
No demostraremos este hecho, aun cuando es un criterio de diferenciabilidad que con frecuencia 5. Co 
e . A ra . . . P 3, W 
resulta más sencillo de usar que la definición. El requisito de derivadas parctales continuas es más 
riguroso que el de diferenciabilidad, de modo que existen funciones diferenciables que no tienen 
derivadas parciales continuas. Sin embargo, la mayoría de las funciones que se encuentran tendrán 
derivadas parciales continuas. La clase de funciones con derivadas parciales continuas recibe el 
3 | 
nombre de C !. a) 
b) 

f n > > E 2 y bo c 
Ejemplo 5 Demostrar que la función f (x, y) = In(x “+ y 5) es diferenciable en cualquier parte de su dominio. T 
Solución _ El dominio de f es todo el espacio de dos dimensiones excepto el origen. Demostraremos que f tiene ) 

Wjerivadas parciales continuas en todas partes en su dominio (es decir, la función f está en C !). Las 
derivadas parciales son 
2x 2y 
f ara Y L= f) 
anty“ E + yo 
Como f, y f, son cocientes de funciones continuas, las derivadas parciales son continuas en todas partes, 
excepto en el origen (donde los denominadores son cero). Por lo tanto, f es diferenciable en todo punto 8) 
de su dominio. 
6. Con 
La mayoría de las funciones construidas a partir de funciones elementales tienen derivadas parciales 
continuas, excepto quizá en unos cuantos puntos obvios. En consecuencia, en la práctica, con frecuencia 
podemos saber si las funciones son C! sin calcular explícitamente las derivadas parciales. 
a) E 
5 b) E 
Problemas para la sección 13.10 ol 
to 
7. Con 
Para las funciones f de los problemas del 1 al 4 conteste las siguientes preguntas. Justifique sus respuestas. a) 
a) Dibuje en una computadora un diagrama de contorno para f. b 
b) ¿Es f diferenciable en todos los puntos (x, y) = (0, 0)? ) 
c) ¿Existen las derivadas parciales f, y f, y serán continuas en todos los puntos (x, y) # (0, 0)? 
d) ¿Es f diferenciable en (0, 0)? E 
e) ¿Existen las derivadas parciales f, y f y son continuas en (0, 0)? 
e 


X 


L fæl 
0, x0 y y#0, 


y 
+- #0 y y0, 


o vemos en los ejem- 
guiente condición sí 


un pequeño disco 


] que con frecuencia 
es continuas es más 
ables que no tienen 
encuentran tendrán 
continuas recibe el 


le su dominio. 


traremos que f tiene 
a f está en C!). Las 


inuas en todas partes, 
iciable en todo punto 


n derivadas parciales 
ctica, con frecuencia 
ciales. 


ifique sus respuestas. 


x, y) %(0, 0)? 
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2xy 
2. fayl (x, y) = (0, 0). 
0, (x, y) = (0, 0) 
qe 2 
san E 000) 
0, (x, y) = (0, 0). 
| xy 
4fay)=! 4+y' (x, y) (0, 0). 
0, (x, y) = (0, 0). 
5. Considere la función 
2a + (0,0 
tj. a 700 
0, (x, y) = (0, 0). 


a) Dibuje en una computadora el diagrama de contorno de f. 

b) ¿Es f diferenciable para (x, y) % (0, 0)? 

c) Demuestre que f,(0, 0) y f, (0, 0) existen. 

d) ¿Es f diferenciable en (0, 0)? 

e) Suponga que x (t) = at y y (1) = bt, donde a y b son constantes, no cero ambas. Si g () = f(x 
(0, y(1)), demuestre que 

ab? 


a+ b? 


g' (0)= 


f) Demuestre que 
f, (0, 0) x"(0) + f,(0, 0)y"(0) = 0. 
¿Se cumple la regla de la cadena para la función compuesta g (t) en t = 0? Explique. 
g) Demuestre que la derivada direccional fp (0, 0) existe para cada vector unitario u. ¿Implica 
esto que f sea diferenciable en (0, 0)? 


6. Considere la función 


fu) 1 70,0. 
0, (x, y) a (0, 0). 


a) Dibuje en computadora el diagrama de contorno de f. 
b) Demuestre que la derivada direccional f; (0, 0) existe para cada vector unitario u . 
c) ¿Es f continua en (0, 0)? ¿Es f diferenciable en (0, 0)? Explique 


7. Considere la función f (x, y) = Jlo 


a) Use computadora para dibujar el diagrama de contorno de f. ¿Se parece el diagrama de 
contorno al diagrama de un plano cuando hacemos un acercamiento al origen? 

b) Dibuje en computadora la gráfica de f. ¿Se parece la gráfica a un plano cuando se hace un 
acercamiento al origen? 

c) ¿Es f diferenciable para (x, y) + (0, 0)? 

d) Demuestre que f, (0, 0) y f, (0, 0) existen. 

e) ¿Es f diferenciable en (0, 0)? [Sugerencia: Considere la derivada direccional Í, (0, 0) para u 


=(i +j)/ 421. 


8. Suponga que una función f es diferenciable en el punto (a, b). Demuestre que f es continua en (a, b). 
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9. Suponga que f (x, y) es una función tal que f, (0,0)=0 y f (0,0)=0y f (0, 0) para u = € +j) Encuen 
14/21. variabli 
S5. z= 


a) ¿Es f diferenciable en (0, 0)? Explique. 
b) Dé un ejemplo de una función f definida en dos dimensiones que satisfaga estas condiciones. LA 
[Sugerencia: La función f no tiene que estar definida por una sola fórmula válida para todos los 


puntos del plano.] 9. Si. 
10. Considere la siguiente función: de 
ZE (ay) (0,0). UA 
fœ x+y? problem 
0, (x, y) = (0, 0). 
10. fot 


La gráfica de f se muestra en la figura 13.70, y su diagrama de contorno, en la figura 13.71. 


12. Siu 


uz] ï 
2 3s 14. Hay 


5 A 
N cion: 


os 2 15. Hay 
1 >= XA 
16. Hay 
17. Sea f 
2 2 a) l 
| AN ES e 
PEN EN 18. La fig 
Figura 13.71 Diagrama de contorno de habita 
vaa py minut 
Figura 13.70 Gráfica de VD. E signifi 
Hep yi £ y a) x 
a) Encuentre f, (x, y) y f(x, y) para (x, y) # (0, 0). Ñ 
b) Demuestre que f, (0, 0) =0 y f(0, 0)=0. t (minutos) 
c) ¿Son continuas las funciones f, y f, en (0, 0)? 60 
d) ¿Es f diferenciable en (0, 0y? 
50 
PROBLEMAS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO TRECE 40 
30 
Para los problemas del 1 al 4, encuentre las derivadas parciales indicadas. Suponga que las variables 
están restringidas a un dominio en el que la función está definida. 20 
10 £ 
0 dz ; > 7 QF $ pe 
l. ar Yg T tay) 2; JE si F= (L, K)* 3V LK 
5 


of 


df df p- pl e N 
Iy TP q)= é 4, Pr (y) =eP (In y) 


dp 


=(6 +7) 


ndiciones. 
“atodos los 


3.71, 


ntorno de 


s variables 
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Encuentre ambas derivadas parciales para las funciones de los problemas del 5 al 8. Suponga que las 
variables están restringidas a un dominio en el que la función está definida. 


5. z d 4 5xy? 6. z=tan(0)/r 
7. w=sIn(s+1t) 8. w= arctan (ue”” ) 


H 
"Y 
| 
* 
~ 
se 


9. Si f (x, y) =x?y y v = 4ŭ — 3j, encuentre la derivada direccional en el punto (2, 6) en la dirección 
de v. 


Suponga que f (x, y) es una función diferenciable. ¿Son falsos o verdaderos los enunciados de los 
problemas del 10 al 16? Explique su respuesta. 


10. f? (o, Yo) es un escalar 11. f,(a,b)=|V f(a, b) 


12. Si u es tangente a la curva de nivel de f en algún punto, entonces grad f - u = 0 en ese punto. 

13. Si f es diferenciable en (a, b), siempre hay una dirección en que la rapidez de cambio de f en (a, b) 
es 0. 

14. Hay una función con un punto en su dominio donde ||grad f || = O y donde hay una derivada direc- 
cional diferente de cero. 

15. Hay una función con llgrad f || = 4 y £ > = 5 en algún punto. 

16. Hay una función con ||grad f|| = 4 y f7 =-3 en algún punto. 

17. Sea f (w, Z) = w ?z +32, 
a) Utilice un cociente de diferencias con A = 0.01 para aproximar f (2,2) y f, Q, 2). 
b) Ahora evalúe f (2, 2) y f,(Q, 2) exactamente. 


18. La figura 13.72 muestra un diagrama de contorno para la temperatura T (en °C) de una pared en una 
habitación con calefacción, como función de la distancia x a lo largo de la pared y el tiempo t en 
minutos. Calcule 97/0x y 07/01 en los puntos dados. Dé unidades para sus respuestas y explique qué 


significan. 
a) x=15,1=20 bj x=5,t=12 
t (Minutos) 


60 


x (metros) 


Figura 13.72 Figura 13.73 
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19. 


20. 


21. 


22. 


23; 


24, 


25. 


26. 


27. 


La figura 13.73 muestra un diagrama de contorno para la función de una cuerda en vibración, f (x, 1). 
a) ¿Es f, (1/2, 1/2) positiva o negativa? ¿Y f, (7/2, 7)? ¿Qué indica el signo de f, (3/2, b) sobre 

el movimiento del punto en la cuerda en x= 7/2 cuando t = b? 
b) Encuentre toda t para la que f, sea positiva, para 0 < t < 57/2. 
c) Encuentre toda x y ż tal que f, sea positiva. 
La cantidad Q (en libras) de carne que consume cierta comunidad durante una semana es una 
función Q = f (b, c) de los precios de la carne, b, y del pollo, c, durante la semana. ¿Esperaría que 
9Q/0b fuera positiva o negativa? ¿Y qué hay de 9Q/0c? 
Suponga que el costo de producir una unidad de cierto producto está dado por 

c=a+bx+ky, 

donde x es la cantidad de mano de obra utilizada (en horas-hombre), y la cantidad de materia prima 
empleada (por peso) y a, b y k son constantes. ¿Qué significa dc/dx = b? ¿Cuál es la interpretación 
práctica de b? 
Las personas que viajan a diario a una ciudad pueden escoger entre ir en autobús o en tren. El 
número de personas que escogen cualquiera de los dos transportes depende en parte del precio de 


cada cual. Sea f (P,, P,) el número de personas que toman el autobús cuando P} es el precio de un ; 


viaje en autobús y P, es el precio del viaje en tren. ¿Qué puede decirse de los signos de 9f/0P, y de 
df/ðP,? Explique sus respuestas. 

La aceleración g debida a la gravedad, a una distancia r desde el centro de un planeta de masa 7n está 
dada por 


donde G es la constante gravitacional universal. 

a) Encuentre dg/dm y dg/or. 

b) Interprete cada una de las derivadas parciales encontradas en el inciso anterior como la pen- 
diente de una gráfica en el plano y trace la gráfica. 


Suponga que la función P = f (K, L) expresa la producción de una compañía como función del capi- 

tal invertido, K, y sus costos de mano de obra, L. 

a) Suponga que f (K, L) = 60K '9L Y. Encuentre la relación entre K y L si la productividad 
marginal de capital (es decir, la rapidez de cambio de la producción como función del capital) 
es igual a la productividad marginal del costo de mano de obra (es decir, la rapidez de cambio 
de la producción como función del costo de mano de obra). Simplifique su respuesta. 

b) Ahora suponga que f (K, L) = cK“L?, con a, b y c constantes positivas. Conteste la misma 
pregunta que en el inciso a. 


Al analizar una fábrica y decidir si se contratan o no más trabajadores, es útil saber en qué circum 
stancias aumenta la productividad. Suponga que P = f (x,, xX», x,) es la cantidad total producida 
como función de x,, que es el número de trabajadores, y cualesquiera otras variables, x,, x 
Definimos la productividad promedio de un trabajador como P/x,. Demuestre que la productividad 
promedio aumenta conforme x, aumenta cuando la producción marginal, ƏPlðx,, es mayor que la 
productividad promedio, P/x;. 

Para la función de producción P = 40L0?5K 07% de Cobb-Douglas, encuentre la diferencial d 
cuando L=2 y K=16. 

El área de un triángulo se puede calcular a partir de la fórmula S = 3 ab sen C. Demuestre que si se 
comete un error de 10' (o sea 7/1080 radianes) al medir C, entonces el error en 5 es aproximads- 
mente 7:5/(1080 tan C). [Nota: 10” quiere decir 10 minutos, donde 1 minuto = 1/60 grados.] 


29. 
30. 


31. 


Len vibración, f (x, À. 


no de f, (7/2, b) sobre 


e una semana es una 
mana. ¿Esperaría que 


dad de materia prima 
íl es la interpretación 


utobús o en tren. El 
n parte del precio de 
P, es el precio de un 
ignos de Of/9P, y de 


aneta de masa mm está 


terior como la pen- 


no función del capi- 


si la productividad 
función del capital) 
rapidez de cambio 
respuesta. 

Conteste la misma 


aber en qué circun- 
ad total producida 
s variables, Xz, X3. 
1e la productividad 
“p es Mayor que la 


la diferencial dP 


emuestre que si se 
5 es aproximada- 
0 grados. ] 
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28. La ecuación del gas para un mol de oxígeno relaciona su presión, P (en atmósferas), su tempera- 
tura, T (en K), y su volumen, V (en decímetros cúbicos, dm”): 


T=16.574 z -— 0.52754 b+ 0.3879 P + 12.187 VP. 


a) Encuentre la temperatura T y la diferencial dT si el volumen es 25 dm? y la presión es 1 


atmósfera. 
b) Utilice su respuesta al inciso a para calcular cuánto tendría que cambiar el volumen si la 


presión aumenta en 0.1 atmósferas y la temperatura permanece constante. 
29. Encuentre la rapidez de cambio de f (x, y) = xe en el punto (1, 1) en la dirección de i + 2j. 
30. Encuentre la derivada direccional de z = x ? — y ? en el punto (3, —1) en la dirección que hace un 
ángulo 0 = 7/4 con el eje x. ¿En qué dirección es máxima la derivada direccional? 
31. La figura 13.74 muestra las curvas de nivel de una función f (x, y). Dé el valor aproximado de f; = 
(3, 1) con u =(2¿ +j )/ Ys. Explique su respuesta. 


Figura 13.74 


32. La figura 13.75 muestra el pago mensual, m, de un préstamo de P dólares solicitado a 5 años para 
comprar un automóvil, con una tasa de r por ciento de interés. Encuentre una fórmula para una 
función lineal que calcule m. ¿Cuál es el significado práctico de las constantes en su fórmula? 


8000 ML T 

7000 NIT 
| 

6000 no al 


Cantidad 
en préstamo (P $) ¿ong 


4000 
3000 ei] 
2000 =e PERLER. 


Ee By 99 97 ala SS 
Tasa de interés (r %) 


Figura 13.75 
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33. 


34. 


36. 


37. 


38. 


39. 


Encuentre el o los puntos en x? + y? + z? = 8 donde el plano tangente es paralelo al plano x - y+ 


32 =0. 


Suponga que la temperatura en el punto (x, y) está dada por la función T (x, y) = 100 — x? — y ?. ¿En 
qué dirección debe caminar un insecto que busca calor desde el punto (x, y) para aumentar su 


temperatura en la forma más rápida? 


. Suponga que los valores de la función f (x, y) cerca del punto x = 2, y = 3 están dados en la tabla 


13.9. Calcule lo siguiente. 


dj of 
il dx 2,3) ; dy (2,3) 


b) La rapidez de cambio de f en (2, 3) en la dirección del vector i + 3j. 


c) La máxima rapidez de cambio posible de f a medida que uno se aleja del punto (2, 3). ¿En qué 


dirección debe uno desplazarse para obtener esta rapidez de cambio? 
d) Escriba una ecuación para la curva de nivel que pasa por el punto (2, 3). 
e) Encuentre un vector tangente a la curva de nivel de f que pasa por el punto (2, 3). 


f) Encuentre el diferencial de f en el punto (2, 3). Si dx = 0.03 y dy = 0.04, encuentre df. ¿Qué 


representa df en este caso? 


TABLA 13.9 


La función g (x, y) es diferenciable y tiene la propiedad de que g (1, 3) = 4, 8, (1,3) =-1 yg, (l, | 


3) =2. 
a) Encuentre la ecuación de la curva de nivel de g que pasa por el punto (1, 3). 
b) Encuentre las coordenadas del punto en la superficie z = g (x, y) encima del punto (1, 3). 


c) Encuentre la ecuación del plano tangente a la superficie z = g (x, y) en el punto encontrado en el 


inciso b. 
Suponga que w = f (x, y, z) = 3xy + yz y que x, y, z son funciones de u y u tales que 


x=Inu+cosv, y=1l+usenv, Z2=uv. 
a) Encuentre dw/du y dw/dv en (u, v) = (1, 7). 
b) Suponga ahora que u y v son también funciones de £ tales que 


u=1l+sení(Tt) v=Xx1". 


Utilice su respuesta al inciso a para encontrar dw/dten t= 1. 


Una ciudad circular tiene un radio de r km y un promedio de densidad de población de r hab/km!, 


| 


En 1997, la población era de 3 millones, el radio era de 25 km y crecía a razón de 0.1 km/año. Sila | 
densidad aumentaba a razón de 200 hab/km%/año, encuentre la rapidez a la que crecía la población | 


total de la ciudad. 


Demuestre que si F es cualquier función diferenciable de una variable, entonces V (x, y) = xF(2x + y) f 


satisface la ecuación 


40. 


41. 
42. 


43. 


44. 


Qocs>viim 


yaralelo al plano x — y + 


y) = 100—x2-— y 2, ¿En 
x, y) para aumentar su 


están dados en la tabla 


el punto (2, 3). ¿En qué 


nto (2, 3). 
04, encuentre df. ¿Qué 


> g (1, 3) =-1 y 8, (l, 
,3). 


del punto (1, 3). 
punto encontrado en el 


2s que 


blación de r hab/km?. 
in de 0.1 km/año. Si la 
jue crecía la población 


Ss V (a y) = 1 FOx + y) 


40. 


41, 
42. 


43, 


44, 
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Encuentre una solución particular a la ecuación diferencial del problema 39 que satisfaga 
V(dy=y. 
Encuentre el polinomio cuadrático de Taylor alrededor de (0, 0) para f (x, y) = cos(x + 2y) sen(x — y). 
Suponga que f(x, y) =e +0 
a) Encuentre el polinomio de Taylor de primer orden alrededor de (0, 0). 
b) Encuentre el polinomio (cuadrático) de Taylor de segundo orden alrededor del punto (1, 3). 
c) Encuentre un vector de dos dimensiones perpendicular a la curva de nivel que pasa por (0, 0). 
d) Encuentre un vector de tres dimensiones perpendicular a la superficie z = f (x, y) en el punto 
(0, 0). 
La función T (x, y z, £) es una solución a la ecuación del calor 
LS KE oE tT h 
e indica la temperatura en el punto (x, y, z) en el espacio, al tiempo t. La constante K es la conduc- 
tividad térmica del medio a través del cual circula el calor. 
a) Demuestre que la función 


i paT T + NA KI 


Tœ y, z, D) = — 
i (AKON 


es una solución a la ecuación del calor para toda (x, y, z) en tres dimensiones y f>0, 

b) Para cada tiempo fijo t, ¿cuáles son las superficies de nivel de la función T (x, y, z, +) en tres 
dimensiones? 

c) Considere £ como fija y calcule grad T (x, y, z, £). ¿Qué indica grad T (x, y, z, £) sobre la direc- 
ción y magnitud del flujo térmico? 

Cada uno de los diagramas (I al IV) de la figura 13.76 representa las curvas de nivel de una función 

f (x, y). Para cada función f, considere el punto arriba de P en la superficie z = f (x, y) y seleccione 

de las listas que siguen: 

a) Un vector que podría ser normal a la superficie en ese punto. 

b) Una ecuación que podría ser la ecuación del plano tangente a la superficie en ese punto. 


Figura 13.76 


Vectores Ecuaciones 
E) 2 +2j -2k J) x+y+z=4 
F) 2 +2j +2k K) 2x-2y-2z=2 
G) 2 +2k L) -3x-3y+32=6 
H) -2i +2j +2k M) 40-67 


CAPÍTULO CATORCE 


OPTIMIZACIÓN: EXTREMOS 


LOCALES Y GLOBALES 


En el cálculo de una variable se indicó cómo encontrar los valores máximo y 
mínimo de una función de una variable. Con frecuencia, en la práctica se 
encuentra más de una variable en un problema de optimización. Por ejemplo, 
puede que una persona tenga $10 000 para invertir en equipo nuevo y en publi- 
cidad para su negocio. ¿Qué combinación de equipo y publicidad producirá la 
máxima utilidad? O bien, ¿qué combinación de medicamentos hará bajar al 
mínimo la temperatura de un paciente? En este capítulo se plantean problemas 
de optimización, en que las variables son libres por completo para variar (opti- 
mización no restringida) y donde hay una restricción en las variables (por 
ejemplo una restricción de presupuesto). 
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14.1 EXTREMOS LOCALES Para 
estar defi 
de gradie 

pa ; . euis ; perpendi: 
Las funciones de varias variables, igual que las funciones de una variable, pueden tener extremos locales Up alpi 
y globales. (Esto es, máximos y mínimos locales y globales). Una función tiene un extremo local en un 
punto donde toma los valores máximos o mínimos en una pequeña región alrededor del punto. Los 
extremos globales son los valores máximos y mínimos en cualquier parte del dominio en consideración 
(véase Figs. 14.1 y 14.2). 
F 
cont 
X 
; ; Cómo el 
Figura 14.1 Extremos locales y Figura 14.2 Mapa de 
globales para una función de dos contorno de la figura 14.1. Para enco 
variablesen0<x<a, O0< ysb. todas las « 
parciales s 


Más precisamente, considerando sólo puntos en los que f está definida, se dice: 


3 h . Ejemplo 1 Encontrar 
* f tiene un máximo local en el punto P si f(P¿) 2f (P) para todos los puntos P cerca de Py, 


e f tiene un mínimo local en el punto Py si F(P¿) <f (P) para todos los puntos P cerca de Po 


Solución Para encoi 


¿Cómo se detecta un máximo o mínimo local? 
Al resolve 


Recuerde que si el vector gradiente de una función está definido y es diferente de cero, entonces apunta (1,2). Par: 


en la dirección en que la función aumenta. Suponga que una función f tiene un máximo local en un 
punto Py que no está en la frontera del dominio. Si el vector grad f (P) estuviera definido y fuera distinto 
de cero, entonces podríamos aumentar f si se avanza en la dirección de grad f(P¿). Como f tiene un 
máximo local en Po, no hay dirección donde f sea creciente. Por lo tanto, si grad f (P,) está definido, 
debemos tener ; 

grad f (P) =0. 


De igual manera, supongamos que f tiene un mínimo local en el punto P}. Si grad f (P,) estuviera 
definido y fuera distinto de cero, entonces podríamos disminuir f avanzando en la dirección opuestaa 
grad f (Po) = 0, y, por tanto, debemos tener otra vez grad f (P) = 0. En consecuencia, hacemos la sigu- 
iente definición: 


La tab 
se complet: 


Los puntos en donde el gradiente es 0 o no está definido reciben el nombre de puntos críticos de 
la función. Si una función tiene un máximo o mínimo local en un punto P,, que no está en la fron- 
tera de su dominio, entonces P, es un punto crítico. 


ener extremos locales 
n extremo local en un 
dedor del punto. Los 
inio en consideración 


P cerca de Po 
P cerca de Po: 


ro, entonces apunta 
náximo local en un 
tido y fuera distinto 
). Como f tiene un 
(Po) está definido, 


ad f (Po) estuviera 
lirección opuesta a 
, hacemos la sigu- 


atos críticos de 
está en la fron- 
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Para una función de dos variables, también podemos ver que el vector gradiente debe ser cero o no 
estar definido en un máximo local si observamos su diagrama de contorno y una gráfica de sus vectores 
de gradiente (véase Figs. 14.3 y 14.4). Alrededor del máximo, todos los vectores apuntan hacia dentro, 
perpendicularmente a los contornos. En el máximo, el vector gradiente debe ser cero o no estar definido. 
Un argumento semejante demuestra que el gradiente debe ser cero en un mínimo local. 


y 


Figura 14.4 Gradientes apuntando 
hacia el máximo local de la función 
de la figura 14.3. 


Figura 14.3 Diagrama de 
contorno alrededor de un máximo 
local de una función. 


Cómo encontrar los puntos críticos 

Para encontrar puntos críticos hacemos grad f = f i+ day ES- K =0, lo que significa hacer igual a cero 
todas las derivadas parciales de f. También debemos buscar los puntos donde una o más de las derivadas 
parciales sea indefinida. 


Ejemplo 1 Encontrar y analizar los puntos críticos de f (x, y) = x7 — 2x + y -4y +5. 


Solución Para encontrar los puntos críticos, hacemos que sean iguales a cero ambas derivadas parciales: 


f,=2x-2=0 
f,=2y-4=0. 


Al resolver estas ecuaciones se obtiene x = 1, y =2, Por lo tanto, f tiene un solo punto crítico que es 
(1, 2). Para ver el comportamiento de f cerca de (1, 2), véanse los valores de la función de la tabla 14.1. 


TABLA 14.1 Valores de f (x, y) cerca del punto (1, 2) 


La tabla sugiere que la función tiene un valor mínimo local de O en (1, 2). Se puede verificar esto si 
se completa el cuadrado: 


fay=*-=2r+yY -4y+ 5=(x- 1)% (22 
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| Al haci 
X que tier 
7 ; nos cer 
X —Ä , 
(1,2, 0) ) 
Figura 14.5 La gráfica de f (x, y)=x9-2x+ y?-4y+5 
con un mínimo local en el punto (1, 2). 
La figura 14.5 muestra que la gráfica de f es un tazón parabólico con vértice en el punto (1, 2, 0). Es 
la misma forma que la gráfica z = x7 + y? (Fig. 11.18 de la página 16), excepto que el vértice se ha 
desplazado (1, 2). Por lo tanto, el punto (1, 2) es un mínimo local de f (así como un mínimo global). 
Ejemplo 2 Encontrar y analizar cualesquier puntos críticos de f (x, y) = — Vx yA, 
Solución Buscamos puntos donde grad f = 0 o sea indefinido. Las derivadas parciales están dadas por 
ðf pA Ax 
dx Vx? + y 
A L f (1, 1)= 
dy Vag A indican q 
tiene un 1 
Estas ecuaciones nunca son cero ambas, pero ambas están indefinidas en x = 0, y = 0. Por lo tanto, Las i 
(0, 0) es un punto crítico y un posible punto extremo. La gráfica de f (véase Fig. 14.6) es un cono, con $f(0,0)= 
vértice en (0, 0). En consecuencia, f tiene un máximo local y global en (0, 0). punto (0, 
Puntos « 


Máximo local 
Máximo global 


El ejempl 
puntos qu 
menor en 


Una fu 
cualqui 


Figura 14.6 Gráfica de f (x, y) = V + y? 


Por lo 
un punto d 
Para o 
Crítico y g( 
un punto de 


Ejemplo 3 Encontrar los extremos locales de la función f (x, y) =8y? + 12x? - 24xy. 


Solución Comenzamos por buscar puntos críticos: 


f = 2Ax = 24y, 
A= 24y? — 24x. 


el punto (1, 2, 0). Es 
que el vértice se ha 
mínimo global). 


adas por 


, y =0. Por lo tanto, 
1.6) es un cono, con 
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Al hacer iguales a cero estas expresiones resulta el sistema de ecuaciones 


que tiene dos soluciones, (0, 0) y (1, 1). ¿Son máximos, mínimos, o no son extremos? Véanse los contor- 
nos cerca de los puntos: la figura 14.7 muestra el diagrama de contorno de esta función. Observe que 


-0.5 


un 
N 


-0.5 0.5 l 


Figura 14.7 Diagrama de contorno de f (x, y) = 8y* + 12x7 — 24xy 
que muestra puntos críticos en (0, 0) y (1, 1) 


f (1, 1) = 4 y que no hay otro contorno —4. Los contornos cerca de P = (1, 1) tienen forma de óvalo e 
indican que f es creciente en valor sin importar en qué dirección nos alejamos de P. Esto sugiere que f 


tiene un mínimo local en el punto (1, 1). 
Las curvas de nivel cerca de Q = (0, 0) muestran un comportamiento muy diferente. Mientras que 


F(0, 0) = 0, vemos que f toma tanto valores positivos como negativos en puntos cercanos. Por lo tanto, el 
punto (0, 0) es un punto crítico que no es ni máximo local ni mínimo local. 


Puntos de silla de montar 


El ejemplo anterior muestra que pueden presentarse puntos críticos en máximos o mínimos locales, o en 
puntos que no son ninguno de éstos, o sea, que el valor de la función es mayor en algunas direcciones y 
menor en otras. Hacemos la siguiente definición: 


Una función, f, tiene un punto de silla de montar en P, si P es un punto crítico de f y dentro de 
cualquier distancia de Po, no importa lo pequeña que sea, hay puntos, P} y P,, con 


JEFE) y SPDS. 


Por lo tanto, de la figura 14.7 vemos que la función f (x, y) = 8y? + 12x7 — 24 xy del ejemplo 3 tiene 
un punto de silla de montar en el origen. 

Para otro ejemplo veamos la gráfica de g(x,y) = xX? — y? de la figura 14.8. El origen es un punto 
crítico y g(0, 0) = 0. Como hay valores positivos en el eje de las x y negativos en el de las y, el origen es 
un punto de silla de montar. Observe que la gráfica de g tiene ahí el aspecto de una silla de montar. 
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Figura 14.9 Contornos de g (x,y) =X? — y”, Figura 14.10 Contornos de h (x,y) = X7 +3, 
mostrando un punto de silla de montar en el origen mostrando un mínimo local en el origen 


La figura 14.9 muestra las curvas de nivel de g cerca del punto de silla de montar (0, 0); son hipér- 
bolas que ilustran valores tanto positivos como negativos de g cerca de (0, 0). Contraste esto con el 
aspecto de las curvas de nivel cerca de un máximo o mínimo local, por ejemplo, la figura 14.10 que 
muestra h (x, v) = x? + v? cerca de (0, 0). 


Un punto crítico ¿es un máximo local, mínimo local o punto de silla de montar? 


Podemos ver si un punto crítico de una función, f, es máximo, mínimo o punto de silla de montar al ver 
el diagrama de contorno. También existe un método analítico sencillo para hacer la distinción cuando en 
el punto crítico las derivadas parciales de f son cero. Cerca de la mayoría de los puntos críticos, una 
función tiene el mismo comportamiento que su aproximación cuadrática de Taylor alrededor de ese 
punto, así que debemos entender primero las funciones cuadráticas. 


Funciones cuadráticas de la forma f (x,y) = ax? + bxy + cy? 


Comenzamos por ver lo que sucede en puntos críticos de funciones cuadráticas de la forma f (x, y)= 
ax“ + bxy + y, donde a, b y c son constantes. 


Ejemplo 4 


Solución 


Enco 


Para « 


El ún 
cerca 
máxir 
figura 

i 
nar si 
comp 


se der 


cero, | 


Formi 


En gen 
esta gr: 


en el origen 


), 0); son hipér- 
iste esto con el 
zura 14.10 que 


montar? 


2 montar al ver 
¡ón cuando en 
s Críticos, una 
ededor de ese 


ma f(x, y)= 
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Ejemplo 4 Encontrar y analizar los extremos locales de la función f (x, y) ="+xv4y7 


Solución Para encontrar puntos críticos hacemos 


f= 2x+y=0, 
Js =x+2y=0. 


El único punto crítico es (0, 0), y el valor de la función ahí es f (0, 0) = 0. Si fes siempre positiva o cero 
cerca de (0, 0), entonces (0, 0) es un mínimo local; si f es siempre negativa o cero cerca de (0, 0), es un 
máximo local; si f toma valores positivos y negativos es un punto de silla de montar. La gráfica de la 
figura 14.11 sugiere que (0, 0) es un mínimo local, 

¿Cómo podemos estar seguros de que (0, 0) es un mínimo local? La forma algebraica para determi- 
nar si una función cuadrática es siempre negativa, siempre positiva, o asume valores de ambos signos, es 
completar el cuadrado. Al escribir 


E 3 
F(x, y) =x + xy +y} = (x + ») + 7 ye 


se demuestra que f (x, y) es una suma de dos cuadrados, así que debe ser siempre mayor o igual que 
cero. Por lo tanto, el punto crítico es un mínimo tanto local como global. 


~ / | 
Y 


t 


Mínimo local 


Figura 14.11 Gráfica de _ 
2 2 2 2 

fæ y=x+ay y =(x+4y) +31 
que alcanza un mínimo local en el origen. 


Forma de la gráfica de f (x, y) = ax? + bxy + cy? 


En general, una función de la forma f (x, y) = ax? + bxy + cy” tiene un punto crítico en (0, 0). Para analizar 
esta gráfica completamos el cuadrado. Si suponemos que a + 0, escribimos 


ax“ + bxy + cy- =a 
a 


2) b e 3 
E TY ANY 
a` 
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La forma de la gráfica de f depende de si el coeficiente de y? es positivo, negativo o cero. El signo de 
D = 4ac — b?, llamado discriminante, determina el signo del coeficiente de y?. 
e SiD>0, entonces la expresión dentro de los corchetes es positiva o cero, así que la función tiene 
un máximo local o un mínimo local. 
e Sia > 0, la función tiene un mínimo local, porque la gráfica es un paraboloide que se abre 
hacia arriba, como z = x? + y?. (Véase Fig. 14.12). 
e Sia < 0, la función tiene un máximo local porque la gráfica es un paraboloide hacia abajo, 
como z = =x? — y?. (Véase Fig. 14.13). 
e  SiD<0, entonces la función crece en algunas direcciones y decrece en otras, como z = x? — y?, Por 
lo tanto, tiene un punto de silla de montar (véase Fig. 14.14). 
+ Si D=0, entonces la función cuadrática es a (x + by/2a), cuya gráfica es un cilindro parabólico 
(véase Fig. 14,15). 


pr y 


Figura 14.12  Cóncava Figura 14.13 Cóncava Figura 14.14 Formade Figura 14.15 Cilindro 
hacia arriba: D>0ya>0 hacia abajo: D>0ya<0 silla de montar: D < 0 parabólico: D=0 


De manera más general, la gráfica de g (x,y) =a (x Xx? +b (2x9) O- Yo) +E O- Yo” tiene exac- 
tamente la misma forma que la gráfica de f (x,y) = ax? + bxy + cy?, excepto que el punto crítico está en 
(Xo: Yo) y no en (0, 0). Por lo tanto, la prueba del discriminante arroja los mismos resultados para el 
comportamiento de g cerca de (Xp, Yo)! 


Clasificación de los puntos críticos de una función 


Supongamos ahora que f es cualquier función con f (0, 0)=0 y grad f (0, 0) = O Recuerde, de la página 
161, que f se puede calcular (o aproximar) por su polinomio cuadrático de Taylor cerca de (0, 0): 


$ x, y) = f (0,0) + f,(0, O)x + f, (0, O)y 


+ + Fix (0,097 + foy (0, 0)xy + -i $,y (0, 0)y2, 


Como f (0,0)=0 y f, (0, 0) = f, (0, 0) = 0, el polinomio cuadrático se simplifica a 
F y) = Fax (0, 0x? + J y (0, Oxy + yy (0, 02. 
El discriminante es N 
4 
D =4ac- b? =4 (> f (0,0) (> if yy (0, o) =$ yy (0, 0) y% 


que se simplifica a 
D = f x (0,0) fyy (0,0) = Coy (0,0))*. 


Existe una fórmula similar para D si f (0,0) *0 o si el punto crítico está en (xq, Yọ). Por lo tanto, obte- 
nemos la prueba siguiente: 


! Supusimos que a + 0. Si a =0 y c 0, el argumento no se modifica. Si a =0 y c=0, entonces f (x, y) = bxy, que es una silla de montar. 


Ejemplo 5 Encont 


Solución Las der 
f,=0d: 


Al elim 


que tien 
críticos 


pero cor 
la gráfic 
A 


Ejemplo 6 Clasifica 


Solución Cada ur 
parciales 
parecen 
un mínir 

Pod 
de su do 
dominio, 
porque A 


o o cero. El signo de 
í que la función tiene 
“aboloide que se abre 
aboloide hacia abajo, 
como z =X? — y?, Por 


n cilindro parabólico 


ra 14.15 Cilindro 
arabólico: D=0 


*(y —J,) tiene exac- 
punto crítico está en 
ss resultados para el 


:cuerde, de la página 
arca de (0, 0): 


> 


. Por lo tanto, obte- 


una silla de montar. 
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Prueba de la segunda derivada para funciones de dos variables 


Supongamos que (xp, Yo) es un punto donde grad f (xp, Yọ) = 0. Sea 


D= fi (o Yo) Le o, Yo) 3 e Lo, pY. 


siD>0 IL > 0, entonces f tiene un mínimo local en (Xo Yo): 

SiD>0 y fa, (Xy Yo) <0, entonces f tiene un máximo local en (x, Yo) 

Si D < 0, entonces f tiene un punto de silla de montar en (Xo Yo): 

Si D=0, cualquier cosa puede suceder: f puede tener un máximo local, o un mínimo local o 
un punto de silla de montar en (xp y). 


Ejemplo 5 Encontrar los puntos máximos, mínimos y de silla de montar de la función 


Solución 


a 
fœ y= T + 3y? + 9y% — 3xy + 9y — 9x, 


Las derivadas parciales de fson f,=x-3y-9 y f= 9y* — 18y — 3x + 9. Las ecuaciones f= 0 y 
f,=0 dan a 
9y? + 18y+9-3x=0, 
x-3y-9=0. 
Al eliminar la x resulta 
9y” +9y-18=0, 


que tiene soluciones y =-2 y y = 1. Encontramos los valores correspondientes de x, así que los puntos 
críticos de f son (3, 2) y (12, 1). El discriminante es 

D (x, Y) y, = (M08y + 18) - (63) = 18y +9. 
Como D (3, -2) = -36 + 9 < 0, sabemos que (3, -2) es un punto de silla de montar de f. Como 
D (12, )=18+9>0yf,, (12, 1)= 1> 0, sabemos que (12, 1) es un mínimo local de f. 


La prueba de la segunda derivada no proporciona ninguna información en el caso en que D=0, 
pero como se ilustra en el siguiente ejemplo, todavía se pueden clasificar los puntos críticos al observar 
la gráfica de la función. 


Ejemplo 6 Clasificar el punto crítico (0, 0) de las funciones f (x, y) = x? + yf, y e (a, y= -xf -yt y ha, y) = 3% 


Solución 


Cada una de estas funciones tiene un punto crítico en (0, 0), pero todas las segundas derivadas 
parciales son O ahí, por lo que cada función tiene D = 0. Cerca del origen, las gráficas de f. g y h se 
parecen a las superficies de las figuras 14.12 a la 14.14, respectivamente, y por eso vemos que f tiene 
un mínimo en (0, 0), g un máximo en (0, 0), y A tiene un punto de silla de montar en (0, 0). 

Podemos obtener los mismos resultados algebraicamente. Como f (0, 0) y f (x, y) > 0 en el resto 
de su dominio, f debe tener un mínimo en el origen. Como g (0, 0) = 0 y g (x, y) < 0 en el resto de su 
dominio, g tiene un máximo en el origen. Por último, A tiene un punto de silla de montar en cl origen 
porque A (0,0)=0 y h (x, y) > 0 en el eje de las xy A(x, y) < 0 en el de las y. 
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Problemas para la sección 14.1  _ ____— ___ 


|. Considere los puntos marcados A, B y C en la gráfica de contorno de la figura 14.16. De éstos, 
¿cuáles parecen ser los puntos críticos? Clasifique los que sean puntos críticos. 


- 


I 
Figura 14.16 Figura 14.17 


Para los problemas 2, 3 y 4 utilice la figura 14.17, que muestra curvas de nivel de alguna función f (x, y) 


2. Diga si considera que cada uno de los puntos siguientes es un máximo local, mínimo local, punto 
de silla de montar o ninguno de éstos. 


(a) P (b) Q (c) R (d) S 
3. Trace la dirección de Vfen varios puntos alrededor de P, Q y R. 
4. Indique con flechas la dirección de Vfen los puntos donde ||Vf || es máxima. 


Para los problemas del 5 al 11 encuentre los puntos máximos locales, mínimos locales y de silla de 
montar de la función dada. 


5. fx y)= 3x + y -3y 6. fœ y= Oteo 
T fayN=A+N0+1 8. fæ ysy- i ay 
9. E(x, y)=1-cos x + y?/2 10. f(x, y)= sen x sen y 


11. P(x, y) =400- 3x? — 4x + 2xy — Sy? + 48y 


12. Suponga que f (x, y) = A — (x? + Bx + y? + Cy). ¿Qué valores de A, B y C dan a f (x, y) un valor 
máximo local de 15 en el punto (22, 1)? 


14.2 EX 
S 
te 
C 


13. 

gura 14.16. De éstos, 16 
zos. 
17. 

18. 


19. 


zuna función f (x, y). 


mínimo local, punto 
20. 


ocales y de silla de 
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Cada función de los problemas 13, 14 y 15 tiene un punto crítico en (0, 0). ¿Qué clase de punto crítico es? 


fa y) =x%+ yó 14. g(1y=4+y 15. A(x, y) =c<08 x cos y 
a) Encuentre todos los puntos críticos de 

fœ y =e* (1 -cos y). 
b) Los puntos críticos, ¿son máximos locales, mínimos locales o de silla de montar? 


Suponga que f, =f, = 0 en (1,3) y f > 0, fẹ = 0, fo = 0. 


a) ¿A qué conclusión puede llegarse acerca del comportamiento de la función cerca del punto 
(l, 3)? 
b) Trace un posible diagrama de contorno. 


Suponga que, para alguna función f (x, y) en el punto (a, b), tenemos f, = f, = O, / 
fy = 0, fo > 0. 


a) A qué conclusión puede llegarse acerca de la forma de la gráfica de f cerca del punto (a, b)? 
b) Trace un posible diagrama de contorno. 


> 0, 


yr 


El comportamiento de una función puede ser complicado cerca de un punto crítico donde D = 0. 
Supongamos que 


fa y =0 + 3xy" 


Demuestre que hay un punto crítico en (O, 0) y que D = 0 ahí. En seguida demuestre que el con- 
torno para f (x, y) = 0 consta de tres rectas que se cortan en el origen y que estas rectas dividen el 
plano en seis regiones alrededor del origen, donde f pasa de positiva a negativa. Trace un mapa de 


contorno para f cerca de (0, 0). La gráfica de esta función recibe el nombre de silla de montar 
para mono. 


Dibuje en una computadora los diagramas de contorno para la familia de funciones 
S y) = k + y) -2xy 


para k=-2,-—1, 0, 1, 2. Utilice estas cifras para clasificar el punto crítico en (0, 0) para cada valor 
de k. Explique sus observaciones mediante el uso del discriminante, D. 
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na f (x, y) un valor 


Suponga que deseamos encontrar los puntos más alto y más bajo en alguna región del país. Primero que 


todo, es importante saber si se trata de una región, de todo Estados Unidos, de un estado, o de un 
condado. 
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Ajuste de una recta a los datos 


Para llevar P al máximo, calculamos sus derivadas parciales y las hacemos iguales a 0: 


OE. 50880670 E 
dq, l 2 
IP - 498.5 — 0.44, —0.2q, =0. 
dq, 2 


Como grad P está definido en todas partes, los únicos puntos críticos de P son aquellos donde 
P = 0. En consecuencia, al despejar q 9,, encontramos que 


q =699.1 y q,=896.7. 
Los precios correspondientes son 
p,=390.27 y p= 320.66. 


Para ver si hemos encontrado un máximo o no, calculamos las segundas derivadas parciales: 
2p py 2 
oP A d P- 04, 9?P =-02, 
dg? 04,04, 


oq? 
asi que, 


p= PP PP _ | PP |? (0.6) (0.4) - (0.2)? = 0.2. 

dq; dq; i dq,0q> j 
Por lo tanto, hemos encontrado un máximo local. La gráfica de P es un paraboloide vuelto hacia abajo y 
por ello (699,1, 896.7) es en efecto un máximo global. La compañía debe producir 699.1 unidades del 
primer artículo a US $390.27 por unidad, y 896.7 unidades del segundo a un precio de US $320.66 por 
unidad. La utilidad máxima P(699.1, 896.7) = $433 000. 


Una aplicación importante de optimización es al problema de ajustar la “mejor” recta a un grupo de 
datos. Supongamos que la información se grafica en el plano. Medimos la distancia desde una recta a los 
puntos de información al sumar los cuadrados de las distancias verticales desde cada punto a la recta. 
Cuanto menor sea esta suma de cuadrados, mejor se ajustará la recta a la información. La recta con la 
suma mínima de distancias al cuadrado recibe el nombre de recta de mínimos cuadrados, o bien recta de 
regresión. Si la información es casi lineal, la recta de mínimos cuadrados será un buen ajuste; de otra 
manera, puede no serlo (véase Fig. 14.19). 


Información casi lineal: Información no muy lineal: 
buen ajuste la recta no ajusta bien 


Figura 14.19 Ajuste de rectas a puntos de datos. 


Ejemplo 2 Encontra 


Solución 


Suponga 
recta. Pc 
función , 
recta en 


La di 


m); de igt 


Para redu 


Ahora dife 


Las ecuaci: 
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2s 20: 


Ejemplo 2 Encontrar una recta de mínimos cuadrados para los siguientes puntos de información: (1, 1), (2, 1) y (3, 3). 


Solución Supongamos que la recta tiene ecuación y = b + mx. Si encontramos b y m entonces hemos encontrado la 
recta. Por lo tanto, para este problema, b y m son las dos variables. Deseamos reducir al mínimo la 
función f (b, m) que indica la suma de los cuadrados de las tres distancias verticales desde los puntos a la 


? son aquellos donde recta en la figura 14.20. 


y=b+mx 


3+ 33 
(3, b+3m) 


to 


parciales: A (2.b+2m) 
ra x 
Lave den 
(1,b+m) 
0 Wa 1 ES I x 
3.2. 1 2 3 


Figura 14.20 La recta de mínimos cuadrados reduce al mínimo la suma de 


' vuelto hacia abajo y À 
las cuadrados de estas distancias verticales. 


r 699.1 unidades del 


2 de US $320.66 por 
La distancia vertical desde el punto (1, 1) a la recta es la diferencia en las coordenadas y: 1 — (b + 


m); de igual manera para los otros puntos. Por lo tanto, la suma de cuadrados es 
Fm =(-(b+m?+(1-(b+2m+(3-(b+ 3m)Y?. 


Para reducir f al mínimo buscamos puntos críticos. Primero diferenciamos f con respecto a b: 


df 
ob 


recta a un grupo de 
lesde una recta a los 
ida punto a la recta. 
ión. La recta con la 
dos, o bien recta de 
duen ajuste; de otra 


ti 


-2(1 - (b + m)) -2(1 — (b + 2m)) - 2(3 — (b + 3m)) 
2 +2b+2m~2+2b+4m-6+2b+6m 
—10 + 6b + 12m. 


R 


li 


Ahora diferenciamos con respecto a m: 


.* 
E of 
E = 21 {b + m) X—=1) + 2(1 — (b + 22) + 2(3 — (b + 3m)X({-3) 
» dm 
A = -2 +2b+2m-4 + 4b + 8m- 18 + 6b + 18m 
= -24 + 12b + 28m. 
Las ecuaciones 2f- Oy aL. - O dan un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas: 


dh dm 


—10 + 6b + 12m =0, 
—24 + 12b + 28m =0. 
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Búsqueda de gradiente para encontrar extremos locales 


Ejemplo 3 Un camión va a descargar veinte metros cúbicos de grava en un relleno sanitario. La propietaria del 


La solución a este par de ecuaciones es el punto crítico b =-—1/3 y m = 1. Como 
D =fopfam- Gin? = (008) -12 =24 y fy,=6>0, 


hemos encontrado un mínimo local. La gráfica de f (b, m) es un tazón parabólico, así que el mínimo 
local es el mínimo global de f. En consecuencia, la recta de mínimos cuadrados es 


pE pad 
y= 3" 


Como prueba, observe que la recta y = x pasa por los puntos (1, 1) y (3, 3). Es razonable que al introducir 
el punto (2, 1) desplace hacia abajo la intersección de y de O a —1/3. 


Las fórmulas generales para la pendiente y la ordenada al origen de una recta de mínimos cuadrados 
están en el problema 18 al final de esta sección. Muchas calculadoras tienen ya integradas estas fórmu- 
las, de modo que cuando se introducen los datos indican los valores de b y m. Al mismo tiempo, se 
obtiene el coeficiente de correlación, que mide qué tanto se ajustan los datos a la recta de mínimos 
cuadrados. 


Hasta ahora hemos buscado los valores donde una función f (x, y) alcanza su máximo o su mínimo, 
buscando primero los puntos críticos de f. Encontrar los puntos críticos significa resolver la ecuación 
grad f=0, lo que a su vez supone resolver un par de ecuaciones simultáneas para x y y: 


df of 
PTA (Xo Yo) =0 y > (Xo Yo) =0. 


Sin embargo, resolver tales ecuaciones puede ser muy difícil. En la práctica, la mayoría de los problemas 
de optimización se resuelven por métodos numéricos, por ejemplo el de la búsqueda de gradiente. Este 
método se puede explicar por analogía con un montañista que quiere llevar al máximo su altitud 
buscando la cima de la montaña más alta. Todo lo que debe que hacer es continuar subiendo y, final- 
mente, llegará a la cima de alguna montaña. Si comienza cerca de la más alta, esa es probablemente la 
montaña que conquistará; si no, quizá suba a una más baja y terminará en un máximo local más que en 
uno global. 

El método de la búsqueda de gradiente se ilustra en el siguiente ejemplo. Es un problema de mini- 
mización, así que imaginemos un escalador que, caminando siempre hacia abajo, busca el fondo del 


valle más bajo. 


camión piensa comprar una caja descubierta en la cual transportar la grava en varios viajes. El costo para 
ella es el costo de la caja más US $2 por viaje. La caja debe tener una altura de 0.5 m, pero ella puede 
escoger la longitud y el ancho. El costo de la caja será de $20/m? el frente y la parte trasera y $10/n? 
para el fondo y los costados. Observe el problema al que ella se enfrenta: una caja más pequeña es más 
barata, pero implica más viajes. ¿Cuáles deben ser las medidas de la caja que deba comprar para reducir 
al mínimo sus costos totales? 


3 Adaptado de Claude McMillan Jr., Mathematical Programming, John Wiley & Sons, New York, 1978, 2da. ed. pp. 156-57, 


Solución Prime 
tud de 


Figura 14,21 


El: 
viajes. E 
reducir ¿ 


Esc 
demasia 
mente no 


Pens; 
ETENE 
mente coi 
Continuar 
Si nos des 
es de la fo 
69.4j , las « 


Deseamos ı 
gráfica de 


para £ positi 
desplazamo: 


ico, así que el mínimo 
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mable que al introducir 


Ke 


de mínimos cuadrados 
ntegradas estas fórmu- 
Al mismo tiempo, se 
a la recta de mínimos 


náximo o su mínimo, 
a resolver la ecuación 
xy y: 


roría de los problemas 
«da de gradiente. Este 
al máximo su altitud 
uar subiendo y, final- 
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imo local más que en 


un problema de mini- 
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s viajes. El costo para 
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más pequeña es más 
comprar para reducir 


3, 2da. ed. pp. 156-57. 
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Primero obtenemos una expresión algebraica para los costos de la propietaria del camión. Sea la longi- 
tud de la caja de x metros y el ancho de y metros, y sea la altura de 0.5 m (véase Fig. 14.21). 


TABLA 14.2 Costo detallado del transportista 


20/(0.5 xy) a $2/viaje 80/(xy) 
2 extremos a $20/m? X 0.5 y m°? 


2 lados a $10/m? X 0.5 x m? 


Figura 14.21 La caja para transportar grava. 


El volumen de la caja es de 0.5xy md, así que la descarga de 20m? de grava requiere de 20/(0.5xy) 
viajes. El costo de la transportista se detalla en la tabla 14.2. El problema consiste en escoger x y y para 
reducir al mínimo el 
80 


7 + 20y + 10x + 10xy. 


Costo total = f (x, y) = 

Escogemos un punto de partida (xy, yy) que puede no minimizar f pero que esperamos no esté 

demasiado lejos del punto mínimo. En este ejemplo comenzamos con (xy, Yọ) = (5, 5), que definitiva- 
mente no es un punto crítico de f porque 


grad f(S, 5) =59.4i+69.4j% 0. 


Pensamos desplazarnos de (x9, Yọ) a un nuevo punto (x,, y,) de manera tal que f disminuya, esto es, 
f(x, y 1) <f (Xp, Yo). Desplazarse en la dirección de gradiente de f (xy, yy) hace aumentar f tan rápida- 
mente como es posible, así que nos desplazamos en la dirección contraria, es decir -grad f (Xp, Yo) 
Continuamos avanzando en esta dirección hasta que los valores de f empiecen a aumentar otra vez. 
Si nos desplazamos en forma paralela a -grad f (xp, Yọ), nuestro desplazamiento desde el punto original 
es de la forma —t grad f (xo Yo), donde t es un escalar por determinarse. Como grad f (Xy, Yo) = 59.41 + 
69.4], las coordenadas de nuestro punto final son 


(xy - 59.41, yy — 69.41). 


Deseamos encontrar el valor mínimo de la función fa medida que f aumenta. La figura 14.22 indica la 
gráfica de 


FC» Yo) -t grad f (Xp Y) =S (5 — 59,41, 5 — 69.41) 


para f positiva. Al hacer un acercamiento se ve que el mínimo local está en t ~ 0.0554. Por lo tanto, nos 
desplazamos al punto dado por 


Œ Y1) = (5 —(59.4)(0.0554), 5 — (69.41(0.0554)) = (1.71, 1.16). 
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400 100.5 c) 
100.4 | 
300 | 
100.3 
200 ad H 
/ 100.2 | Para h 
h es co 
HR 100.1 + acotade 
i situaci 
—— l 100 ! i 
0.01 0.03 0.05 0.07 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 funcion 
acotado 
Figura 14.22 Primer paso: gráfica de Figura 14.23 Segundo paso: gráfica de 
f (Co Yo) — t grad f (xo. Yo)) que f (xp yp -t grad f(x}, y,)) que > 
muestra mínimo local en t = 0.0554. muestra mínimo local en ż = 0.050. Y 
Observe que el costo en el punto inicial es f (5, 5) = 403.2 y el costo en cl nuevo punto es f (1.71, 1.16) 
= 100.47, así que hemos reducido considerablemente el costo. Más 
Se puede reducir aún más el costo si nos alejamos de (1.71, 1.16) en dirección contraria a Un puntc 
grad F(1.71, 1.16) =-1.99í + 2.335. La figura 14.23 es la gráfica de (o Yo) y 
FU, y) =tgrad f, 19) =4(1.71 + 1.991, 1.162.331) Un punto 
Yp en Re 
que alcanza un mínimo local en t = 0.050. Por lo tanto, tomamos el disco d 
, conjunto ( 
CL: . ; , 1.16- (2. .050)) = (1.81, 1.04). A 
Œ y2) = (1.71 + (1.99)(0.050), 1.16 — (2.33)(0.050)) = (1.81, 1.04) RGF, 
Observe que f (1.81, 1.04) = 100.22 en tanto que f (1.71, 1.16) = 100.47. El movimiento de (x,. y,)a es un punt 
(x,, V2) disminuyó el costo de f en una cantidad más bien pequeña, sólo US $0.25. Por lo tanto, aun Unar 
cuando no hemos alcanzado en realidad un mínimo, tenemos la impresión de que para propósitos prácti $ menor o iy 
cos estamos probablemente lo suficientemente cerca. La transportista redondeará cantidades y comprará definen de 
una caja de dimensiones aproximadas de 1.8m x 1m x 0.5m. 

¿Cómo saber si una función tiene un máximo o mínimo global? 4 
¿Bajo qué circunstancias una función de dos variables tiene un máximo o mínimo global? El siguiente | 
ejemplo demuestra que una función puede tener un máximo global y un mínimo global en una región, o PR de 
sólo uno de los dos, o ninguno. 

Figura 14.24 


Ejemplo 4 


Solución 


Investigar los máximos y mínimos globales de las siguientes funciones: 
a) h(x, y)=1+x? + v enel disco x?+ yo 1. 

b) f(x y)=134-2x + y% — 4y +5 en el plano xy. 

c) g (x, y) =x"- y? en el plano xy. 


Ejemplo 5 a) El cuadr, 
a) La gráfica de h (x, y)=1+x7 + x? es un paraboloide en forma de tazón con un mínimo global del MR b) El prime 
en (0, 0), y un máximo global de 2 en el borde de la región x? + yó= 1. E El disco. 
b) La gráfica de f de la figura 14.5 de la página 186 demuestra que f tiene un mínimo global enel ) El semipi 
punto (1, 2) y ningún máximo global (porque el valor de f aumenta sin límite conforme x > a, 
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).08 0.1 
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1) que 
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es f (1.71, 1.16) 
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c) La gráfica de g de la figura 14.8 de la página 188 demuestra que g no tene máximo global 
porque g (x, y) > oo conforme x > oo si y es constante. De igual manera, g no tiene mínimo global 
porque g (x, y) > eo conforme x —> oo si x es constante. 


Hay, no obstante, condiciones que garantizan que una función tenga un máximo y mínimo globales. 
Para h (x), una función de una variable, la función debe ser continua en un intervalo cerrado a < x < b. Si 
h es continua en un intervalo no cerrado, tal como a <x<boax< x< b, o en un intervalo que no está 
acotado, tal como a < x < os, entonces h no necesariamente tiene un valor máximo o mínimo. ¿Cuál es la 
situación para funciones de dos variables? Resulta ser que algo semejante a lo anterior es válido para 
funciones continuas definidas en regiones que son cerradas y acotadas, análogas al intervalo cerrado y 
acotado a S x < b. En lenguaje práctico decimos 


« Una región cerrada es aquella que contiene a su frontera; 


+ Una región acotada es aquella que no se extiende hasta el infinito en ninguna dirección. 


Más precisas son las definiciones siguientes. Supongamos que R es una región en dos dimensiones. 
Un punto (xp, Yọ) es un punto frontera de R si, para toda r > 0, el disco (x — Xy + (Y — yy)" <77 con centro 
(Xo: Yo) y radio r contiene tanto puntos que están en R como puntos que no están en R. (Véase Fig. 14.24.) 
Un punto (xp, Yo) puede ser un punto frontera de la región R sin pertenecer en realidad a R. Un punto (x,,, 
Yọ) en R es un punto interior si no es un punto frontera; por lo tanto, para r > 0 suficientemente pequeña, 
el disco de radio r con centro en (Xo Yo) está totalmente dentro de la región R. (Véase Fig. 14.25.) El 
conjunto de todos los puntos frontera es la frontera de R y el conjunto de todos los puntos interiores es el 
interior de R. La región R es cerrada si contiene a su frontera, en tanto que es abierta si todo punto en R 
es un punto interior. 

Una región R en dos dimensiones es acotada si la distancia entre todo punto (x, y) en R y el origen es 
menor o igual a algún número constante K. Las regiones cerradas y acotadas en tres dimensiones se 
definen de la misma manera. 


a E | 


Figura 14.24 Punto de frontera (x,, ya) de R. Figura 14.25 Punto interior (xp, yg) de R. 


Ejemplo 5 a) El cuadrado—1<x<1,-1<ysl es cerrado y acotado. 


b) El primer cuadrante x > 0, y >0 es cerrado pero no acotado. 
e) El disco x? + y*< l es abierto y acotado, pero no cerrado. 
d) El semiplano y > 0 es abierto, pero no es cerrado ni acotado. 
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Ejemplo 6 


Solución 


Problemas para la sección 14.2 


La razón por la que regiones cerradas y acotadas son útiles es el siguiente resultado; 


Si f es una función continua en una región R cerrada y acotada, entonces f tiene un máximo 


global en algún punto (xy, Yo) en R y un mínimo global en algún punto (x,, y,) en R. 


El resultado también es válido para funciones de tres o más variables. 
Si f no es continua o la región R no es cerrada y acotada, no hay seguridad de que f alcance un 
máximo global o mínimo global en R. En el ejemplo 4, la función g es continua, pero no alcanza un 
máximo o mínimo global en el plano, una región que es cerrada, pero no acotada. El siguiente ejemplo 
ilustra lo que puede fallar cuando la región es acotada, pero no cerrada. 


¿La siguiente función tiene un máximo o mínimo global en la región R dada por 0 < x? + y? < 12 
fayz- r 
xt + y 
La región R es acotada, pero no es cerrada porque no contiene el punto frontera (0, 0). Vemos de 
la gráfica de z = f (x, y) de la figura 14.26 que f tiene un mínimo global en el círculo x? +y =l. Sin 


embargo, f (x, y) > eo a medida que (x, y) > (0, 0), así que f no tiene máximo global. 


X y 
Figura 14.26 Gráfica que muestra que 
fix, y)= = 


a a 


no tiene máximo globalen 0< +y? <1. 


1. Observe el mapa climatológico de la figura 11.1 en la página 2 y encuentre las temperaturas 
máxima y mínima diarias en los estados de Mississippi, Alabama, Pennsylvania, Nueva York, 
California, Arizona y Massachusetts. 

2. ¿Tiene máximos y mínimos globales la función f (x, y) = 2x2 — 7y?? Explique. 

¿Tiene máximos y mínimos globales la función f (x, y) = x?/2 + 3y? + 9y? — 3x + 9y — 9? Explique 

4. De las siguientes funciones, ¿cuál tiene tanto máximo global como mínimo global? ¿Cuál no tiene 


5 


ninguno? 


f(x, y)=5+ y= 2y?, g (x, y)= 2? hæ y)= X+ y. 


+ Para una demostración, véase W. Rudin, Principles of Mathematical Analysis, 2a. ed., p. 89 (New York: McGraw-Hill, 1976). 
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k: McGraw-Hill, 1976). 
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En los problemas 5, 6 y 7 encuentre el máximo y mínimo globales de la función dada sobre el cuadrado 
-1SxS1,-1SySl, y diga si se presenta en la frontera del cuadrado. (Sugerencia: examine la gráfica 
de la función). 


Se 
8. 


9, 


10. 


11. 


2= 1 + y? 6. z=x*-y 7 z= -y 


La cantidad de un producto demandado por consumidores es una función de su precio. La canti- 
dad de un producto demandado también puede depender del precio de otros productos. Por ejem- 
plo, el precio del café afecta la demanda de té; el precio de la gasolina afecta la demanda de 
automóviles. Suponga que las cantidades demandadas, q, y q,, de dos productos dependen de los 
precios, p} y p>, de la siguiente manera 


q, = 150- 2p, -P> 
q, = 200— p, - 3p». 


a) ¿Qué indica el hecho de que los coeficientes de p, y p, sean negativos? Dé un ejemplo de dos 


productos que pudieran estar relacionados de este modo. 


b) Suponga que un fabricante vende estos dos productos. ¿Cómo debe determinar los precios el 


fabricante para obtener el máximo ingreso posible? ¿Cuál es el máximo ingreso posible? 


Una compañía opera dos plantas que fabrican el mismo artículo y cuyas funciones de costo 
total son 


C,=8.5+0.039] y C, =5.2 + 0.0443, 


donde q, y q, son las cantidades producidas por cada planta. La cantidad demandada total, 
q = q, + 9), está relacionada con el precio, p, por 


p = 60 — 0.04q. 
¿Cuánto debe producir cada planta para llevar al máximo las utilidades de la compañía?" 


Suponga que se fabrican dos productos en cantidades q, y q, y se venden a precios de p, y Pp», 
respectivamente, y que el costo de producirlos está dado por 


C=2g3 + 293 + 10. 
a) Encuentre la utilidad máxima posible, suponiendo que los precios son fijos. 


b) Encuentre la rapidez de cambio de la utilidad máxima a medida que aumenta p}. 


Un proyectil tiene un dispositivo de control remoto que es sensible a la temperatura y a la 
humedad. Si t es la temperatura en °C y A es el porcentaje de humedad, el alcance sobre el cual se 
puede controlar el proyectil está dado por: 


Alcance en km = 27,800 — 5É — 6ht — 3h? + 4001 + 300», 


¿Cuáles son las condiciones atmosféricas óptimas para controlar el proyectil? 


Algunos artículos se venden a precios diferentes a diferentes grupos de personas. Por ejemplo, a 
veces hay descuentos para personas mayores o para niños. La razón de esto es que estos grupos 
pueden ser más sensibles a los precios, así que un descuento tendrá gran impacto en sus decisiones 
de compra. El vendedor se enfrenta a un problema de optimización: ¿Qué tan grande debe ser un 
descuento para llevar al máximo las utilidades? 


5 Adaptado de M. Rosser, Basic Mathematics for Economists, Routledge, Nueva York, 1993, p. 318. 
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13, 
14. 


L6. 


17. 
18. 


Un teatro puede vender q, boletos para niños y q,, para adultos a precios p, y Pp de acuerdo 
con las siguientes funciones de demanda: 


Lm i Aaea 
4e =Po y Qu = Pa 7 


y tiene costos de operación proporcionales al número total de boletos vendidos. ¿Cuál debe ser el 
precio relativo para los boletos de niños y de adultos? 


Demuestre analíticamente que la función f (x, y) del ejemplo 3 tiene un mínimo local en (2, 1). 


Diseñe una caja rectangular de envase para leche, de ancho w, longitud Z y altura / que contenga 
512 cm? de leche. Los lados de la caja cuestan | centavos/cm” y la tapa y el fondo cuestan 2 
centavos/em”. Encuentre las dimensiones de la caja que reduzcan al mínimo el costo total de mate- 
riales empleados. 


El reglamento de una aerolínea internacional estipula que cada pasajero puede llevar una maleta 
para trajes de dimensiones tales que la suma de ancho, largo y alto sea menor o igual a 135 cm. 
Encuentre las dimensiones de la maleta para trajes de máximo volumen que un pasajero pueda 
llevar según este reglamento. 


Una compañía fabrica un producto que demanda capital y mano de obra para producirlo. La canti- 
dad, Q, del producto fabricado está dada por la función de producción de Cobb-Douglas 


Q= AKEL 


donde K es la cantidad de capital, L es la cantidad de mano de obra empleada y A, a y b son 
constantes positivas con 0<a<1 y 0<b< 1. Suponga que una unidad de capital cuesta $k y una 
unidad de mano de obra cuesta $1. El precio del producto se determina en $p por unidad. 


a) Sia+b<l, ¿cuánto capital y mano de obra debe emplear la compañía para llevar al máximo 
sus utilidades? 
b) ¿Hay una utilidad máxima en el caso de a + b = 1? Y ¿qué pasa si a + b 2 1? Explique. 


[Nota: En la página 29 se incluye un análisis de la función de producción de Cobb-Douglas. 
Los tres casos considerados antes, es decir, a+b<1,a+b=1ya+b> 1 son, respectivamente, 
los casos de rendimientos decrecientes a escala, rendimientos constantes a escala y rendimientos 
crecientes a escala.] 


Calcule la recta de regresión para los puntos (-1, 2), (0, —1), (1, 1) usando mínimos cuadrados. 


En este problema derivaremos las fórmulas generales para la pendiente y la ordenada al origen de 
una recta de mínimos cuadrados. Suponga que tenemos » datos Qu 11) (y ads Ey y) Sea y 
=b+mx la ecuación de la recta de mínimos cuadrados. 


a) Para cada punto (x, y,), demuestre que el punto correspondiente directamente arriba o abajo 
de dicho punto, sobre la recta de mínimos cuadrados, tiene coordenada y de b + mx,. 

b) Para cada punto (x; y;), demuestre que el cuadrado de la distancia vertical desde el punto al 
punto encontrado en el inciso a es (y, — (b + mx)y. 

c) Forme la función f(b, m) que es la suma de los cuadrados de todas las distancias n encon- 
tradas en el inciso b. Es decir, 


f(b, m)= yz O, — (b + mx; yo 


1=1 


ios p y p de acuerdo 


idos. ¿Cuál debe ser el 
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Of 


; ? of 
Demuestre que las derivadas parciales =p y 3 
h m 


están dadas por 


T P 
ç 

=—=-2 » (y, -1b + mx, )) 
db = 


n 
0, -bam 


12l 


; Le ) )j 
d) Demuestre que las ecuaciones de los puntos críticos = =0y 2 = 0, resultan en un par de 


i A . o db dm 
ecuaciones lineales simultáneas en b y m: 


nb + (e m= Sy 
Èx; Jb + ($x) m= Xy y 
e) De las ecuaciones del inciso d, despeje b y m y obtenga 


n n n n f / on 2 
b = Dx Sy S Y xy DE Y Vi / | n I 


t=l TS] kel wel 


f L M M / n 7 NS 
mln Ya, -Y 1, $» )/(» y- 2] 
j | y 


Ñ i=l te ¡=l 


f) Aplique estas fórmulas a los puntos (1, 1), (2, 1), (3, 3) para verificar que se obtiene el mismo 
resultado que en el ejemplo 2. 


Cuando los datos no son lineales, a veces pueden transformarse de manera que parezcan más lineales. 
Por ejemplo, suponga que nuestra expectativa es que los puntos (x, y) estén aproximadamente en una 
curva exponencial, tal como 


pe, X 
y= Ce”, 


donde a y C son constantes. Al tomar el logaritmo natural de ambos lados, encontramos que In y es una 
función lineal de x. 


lny=ax+ln C. 


Para encontrar a y C, usamos mínimos cuadrados para ajustar ln v versus x. Utilice este método en los 
problemas 19 y 20. 


19. La población de Estados Unidos era de más o menos 180 millones en 1960, aumentó a 206 
millones en 1970 y a 226 millones en 1980. 


a) Con base en esta información y suponiendo que la población crecía a una tasa exponencial, 
utilice el método de mínimos cuadrados para estimar la población en 1990. 

b) De acuerdo con el censo nacional, la población de 1990 fue de 249 millones. ¿Qué indica esto 
acerca de la hipótesis de crecimiento exponencial? 

c) Pronostique la población para el año 2010. 
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20. La información de la Tabla 14.3 muestra el costo de una estampilla de primera clase en Estados 
Unidos en los últimos 70 años. 


TABLA 14.3 Costo de una estampilla de primera clase 


precio | oo | oos | oo | oos | oos | o0] 


Encuentre la recta de mejor ajuste que pasa por los datos de esta información. Mediante esta 
recta, pronostique el costo de una estampilla para el año 2010. 


b) Grafique los puntos. ¿Parece lineal? 
Grafique el año contra el logaritmo natural del precio: ¿Parece lineal? Si es lineal, ¿qué indica 


a) 


c) 
acerca del precio de una estampilla como función del tiempo? Encuentre la recta de mejor 
ajuste que pasa por estos puntos de información, y utilice su repuesta para pronosticar otra 
vez el costo de una estampilla para el año 2010. 
21. Deseamos encontrar el valor mínimo de 


Sœ =E +O- D+ 
xy +1 

a) Grafique con la ayuda de una computadora el diagrama de contorno para f. 

b) Encuentre un mínimo para f usando el método de búsqueda de gradiente. 


22. El gobierno planea construir una tubería que bombeará agua de una presa a un estanque, como en 
la figura 14.27. El costo, C, (en millones de dólares) dependerá del diámetro, d, del tubo (en 
metros) y del número, n, de estaciones de bombeo, según la fórmula siguiente:? 


4d Ta + 4d Je +a 4d ii PE. 
5 5 5 


C=0.15n+3( 


Por el método de búsqueda de gradiente, encuentre el número óptimo de estaciones de bombeo y 
diámetro de la tubería. 


Estaciones 
de bombeo 
SN A 
pa Fa 
Presa > 
Estanque 


Figura 14.27 


* Tomado de Douglass J. Wilde, Globally Optimal Design, John Wiley & Sons, New York, 1978. 
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23. Considere la función dada por f (x, y) =x? (y + 1P + y?. Demuestre que f tiene sólo un punto 
crítico, a saber (0, 0), y que este punto es un mínimo local, pero no un mínimo global. Compare 
este resultado con el caso de una función con un solo mínimo local en cálculo de una variable. 
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Muchos, quizá la mayoría, de los problemas reales de optimización están restringidos por circunstancias 
externas. Por ejemplo, una ciudad que desea establecer un sistema público de transporte tiene sólo un 
número limitado de dólares de impuestos para invertir en el proyecto. En esta sección veremos cómo 
encontrar un valor óptimo con tales restricciones. 


Método gráfico: maximizar la producción sujeta a una restricción de presupuesto 


Supongamos que deseamos llevar al máximo la producción de una compañía con una restricción de 
presupuesto. Supongamos que la producción, f, es una función de dos variables, x y y, que son canti- 
dades de dos materias primas, y que 


fa y= PE Se, 


Si x y y se compran a precios de p, y p) miles de dólares por unidad, ¿cuál es la producción máxima f 
que se puede obtener con un presupuesto de c miles de dólares? 


y 
Curvas de nivel de producción 


J 
ES 
f 


- 


Restricción de presupuesto 
x + y=3.78 


Figura 14.28 Punto óptimo, P, donde la restricción de presupuesto 
es tangente a una curva de nivel de la función de producción. 


Para maximizar f sin tomar en cuenta el presupuesto, simplemente aumentamos x y y, pero la 
restricción de presupuesto nos impide aumentar x y y más allá de cierto punto. ¿En qué forma exacta- 
mente nos restringe el presupuesto? Con los precios de p, y p», la cantidad gastada en x es p,x y la canti- 
dad gastada en y es p, y, así que debemos tener 


8 (6 y) =p x+p,y<C, 


donde g (x, y) es el costo total de las materias primas x y y, y c el presupuesto en miles de dólares. 
Véase el caso cuando py=p>=1 y c=3.78. Entonces, 


x+y< 3.78 
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La figura 14,28 muestra algunos contornos de f y la restricción de presupuesto representada por la 
recta x + y = 3.78. Cualquier punto en la recta, o abajo de ella, representa un par de valores de x y y que 
podemos costear. Un punto en la recta gasta la totalidad del presupuesto, un punto abajo de la recta 
representa cantidades de x y y que podemos adquirir sin acabarnos el presupuesto. Cualquier punto 
arriba de la recta representa un par de valores que no podemos financiar. Para maximizar f, encontramos 
el punto que está en la curva de nivel con el máximo valor posible de f y que está además dentro del 
presupuesto. El punto debe estar en la restricción de presupuesto porque conviene gastar todo el dinero 
disponible. A menos que estemos en el punto donde la restricción de presupuesto sea tangente al 
contorno f = 2, podemos aumentar f si nos movemos a lo largo de la recta que representa la restricción 
de presupuesto de la figura 14.28. Por ejemplo, si estamos en la recta a la izquierda del punto de tangen- 
cia, avanzar a la derecha hará aumentar f; si estamos en la recta a la derecha del punto de tangencia, 
avanzar a la izquierda hará aumentar f. Por lo tanto, el valor máximo de f en la restricción de presupuesto 
se presenta en el punto donde la restricción de presupuesto es tangente al contorno f = 2. 


Solución analítica: multiplicadores de Lagrange 


Sabemos que la producción máxima se alcanza en el punto donde la restricción de presupuesto es 
tangente a la curva de nivel de la función de producción. El método de multiplicadores de Lagrange 
utiliza este hecho en forma algebraica. La figura 14.29 muestra que en el punto óptimo, P, el gradiente 
de f y la normal a la recta de presupuesto g (x, y) = 3.78 son paralelas. Por lo tanto, en P, grad f y gradg 
son paralelos, así que para algún escalar A, llamado multiplicador de Lagrange 


grad f = A grad g 


E 14m. »/ mt: 3 D : 
Como f = (4 a yin): + (4 y2 y y grad g =i +j, tenemos, al igualar componentes, 


A 
3 
Al eliminar Á se obtiene 2 py 1220, que lleva a 2y = x. 


riByB=A4 y Ay = 2 


Como debemos satisfacer también la restricción x + y = 3.78, tenemos x = 2.52 y y = 1.26. Para estos 
valores, 


f(2.52, 1.26) =(2.523% (1.26) = 2, 


Por lo tanto, como antes, vemos que el valor máximo de f es aproximadamente 2; también averiguamos 
que este máximo se presenta en x = 2.52 y y = 1.26. 


Curvas de nivel de producción 


Restricción de presupuesto | 
gix, v)=3.78 


— A 


Figura 14.29 En el punto, P, de producción máxima, los vectores 
gradiente de f y gradiente de g son paralelos. 
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Multiplicadores de Lagrange en general 


Supongamos que deseamos optimizar una función objetivo f(x, y) sujeta a una restricción g(x, y) = c. 
Consideramos sólo los puntos que satisfacen la restricción y entre ellos buscamos los posibles extremos. 
Hacemos la siguiente definición. 


Supongamos que P, es un punto que satisface la restricción g (x, y) = c. 


e f tiene un máximo local en P, sujeto a la restricción si f (P,) 2 f (P) para todos los puntos 
P cerca de P) que satisfacen la restricción. 


e  ftiene un máximo global en P, sujeto a la restricción si f (Po) 2 f (P) para todos los 
puntos P que satisfacen la restricción. 


Los mínimos locales y globales se definen de modo semejante. 


df E he 


f prad e 
Ea- a 


grad g 


Figura 14.30 Los valores máximo y mínimo 
de f (x, y) en g (x, y) = c están en puntos donde 
grad f es paralelo a grad g. 


Como vimos en el ejemplo de producción, los extremos restringidos se presentan en puntos donde 
los contornos de f son tangentes a los contornos de g; también pueden presentarse en puntos frontera de 
la restricción. A veces encontramos estos extremos al sustituir de la restricción en la función objetivo, 
pero el método de los multiplicadores de Lagrange funciona aun cuando la sustitución no es posible. 

En cualquier punto, el gradiente de f apunta en la dirección en que f aumenta más rápidamente. 
Supongamos que u es un vector unitario tangente a la restricción. Sif-u> 0, entonces la derivada direc- 
cional, fz es positiva y si se avanza en la dirección de u aumenta f. Si f- u<0, entonces f; es negativa 
y si se avanza en la dirección de —u aumenta f. Por lo tanto, en un punto P) donde f tiene un máximo 
local restringido, debemos tener f + u = 0. En consecuencia, en P tanto a f como grad g son perpen- 
diculares a u y por esto grad f y grad g son paralelos (véase Fig. la. 30). Así, siempre y cuando g 40 en 

Po, podemos usar el método siguiente: 


Para optimizar f sujeta a la restricción g = c, resolvemos las ecuaciones 


grad f = A gradg y g=c 


donde a A se le llama multiplicador de Lagrange. 
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Si f y g son funciones de dos variables, el método de Lagrange nos da tres ecuaciones para tres 
incógnitas, x, y, A: 
f= Ag,» 


t X 


f= Àg; g(x v)=c 


Si f y g son funciones de tres variables, el método de Lagrange nos da cuatro ecuaciones para cuatro 
incógnitas, x, y, Z, A: 


f= Age =g SAB. 2063) U=C 


Ejemplo 1 Encuentre los valorcs máximo y mínimo de x + y en el círculo X +y 4. 


Solución 


La función objetivo es 
fœ y=x+y, 
y la restricción es 


g(x, y=2+y= ; 


Como f = fi + fj =i +j y grad g= gi + 8j =2xi +2 yj, entonces grad f = À grad g resulta en 


]=2Ax, 
l=24 y. 
así que 
x=y 
También sabemos que 
xX +y =4, 


resultando x=y=42 o x=y=-4/2. 


Como f (x, y) =x + y, el valor máximo de f es f2, 42)= 22, y se presenta cuando x= y= v1; | 
el valor mínimo es FA2 12) =-242, y se presenta cuando x = y = -V2 (véase Fig. 14.31). | 


XL++y=4 


VA, 
~ 
"n 
bs 
t9 


f=U 


Figura 14.31 Los valores máximo y mínimo de 
$ (x, y) =x + y enel círculo x? + y? = 4 están en puntos 
donde los contornos de f son tangentes al círculo, 


ecuaciones para tres 


'uaciones para cuatro 


grad g resulta en 


lando x=y= V2; 
ase Fig. 14.31). 
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¿Cómo distinguir un máximo de un mínimo? 


Hay una segunda prueba de la derivada para clasificar los puntos críticos de problemas de optimización 
restringida, pero es más complicada que la prueba de la sección 14.1.7 Sin embargo, como se ve de los 
ejemplos, una gráfica de la restricción y algunas curvas de nivel bastan, por lo general, para aclarar 
cuáles puntos máximos, cuáles mínimos y cuáles no son ni uno ni otro. 


El significado de A en el ejemplo de producción 


En los ejemplos anteriores, nunca encontramos (ni necesitamos) el valor de A. No obstante esto, À tiene 
una interpretación práctica. 
Repasemos el problema de producción donde deseábamos maximizar 


f(x, y == yl 


sujeta a la restricción 
g(x, y)=x+ y =3.78. 


Resolvimos las ecuaciones 


GA ss de 


a Pny2B =>, 
x+y=3.78, 


para obtener x= 2.52, y = 1.26 y f (2.52, 1.26) = 2. Si continuamos hasta encontrar À resulta 
A = 0,53. 


Supongamos ahora que hicimos otro cálculo aparentemente ajeno. Supongamos también que nuestro 
presupuesto aumenta un poco, de 3.78 a 4.78, con lo que resulta una nueva restricción de presupuesto de 
x + y = 4.78. Entonces la solución correspondiente está en x = 3.19 y y = 1.59 y el nuevo valor máximo 
(en lugar de f = 2) es 


f= (3.1928 (1.5938 = 2.53. 


Observe que la cantidad en la que f ha aumentado es 0.53, que es el valor de A. Por lo tanto, en este 
ejemplo, el valor de À representa la producción adicional alcanzada al aumentar el presupuesto en uno, 
en otras palabras, es el “extra” que se obtiene con una unidad más de presupuesto. En efecto, esto es 
cierto en general: 
e El valor de A es aproximadamente el aumento en el valor óptimo de f cuando el presupuesto 
aumenta en 1 unidad. 
Más precisamente: 
+ El valor de A representa la rapidez de cambio del valor óptimo de f a medida que aumenta el 
presupuesto. 


' Ver J. E. Marsden y A. J. Tromba, Vector Calculus, 2a. ed., págs. 224-230, W. H. Freeman, San Francisco, 1981. 
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Ejemplo 2 Supóngase que la cantidad de alimentos producidos según la función f (x, y) = x7”? y 


Solución 


El significado de å en general 


Para interpretar A, observamos la manera en que el valor óptimo de la función objetivo f cambia 
conforme varía el valor c de la función de restricción g. El punto óptimo (xp, Yọ) dependerá, en general, 
del valor de restricción c. De esta forma, siempre que x, y Yọ sean funciones diferenciables de c, podemos 
usar la regla de la cadena para diferenciar el valor óptimo f (x(c), yy(c)) con respecto a c: 


of dyo 
dy de 


de ox dce 


df df dx 
+ 


En el punto óptimo (xp, Yọ), tenemos f, = Ag, y f, = Àg, y por lo tanto 
if ‘dg dx de d d 
A a E O SE =a) eE 
de Ox dc dy de de 


Pero, a medida que g (x(c), yo(c)) = c, vemos que dg/de = 1, y así dfídc = A. Por lo tanto, tenemos la 
siguiente interpretación del multiplicador de Lagrange A: 


El valor de A es la rapidez de cambio del valor óptimo de f a medida que c aumenta (donde 
g (x, y) = c). Si el valor óptimo de f se escribe como f (x(c), yy(c)), entonces tenemos 


Ag (le), yolc) =À. 


A Se lleva al 


máximo, pero está sujeta a la restricción de presupuesto x + y < 3.78. Suponga que el presupuesto se 
aumenta para conseguir un pequeño aumento en la producción. ¿A qué precio debe venderse el producto 
para justificar el aumento? 


Sabemos que A = 0.53, lo que nos dice que dfídc = 0.53. Por lo tanto, aumentar el presupuesto en US $! 
hace aumentar la producción en alrededor de 0.53 unidades. Para hacer redituable el aumento en 
presupuesto, los artículos adicionales producidos deben venderse en más de US $1. Por lo tanto, si p es 
el precio unitario del artículo, entonces 0.53p es el ingreso por las 0.53 unidades adicionales vendidas. 
En consecuencia, necesitamos que 0,53p > 1, de donde p > 1/0.53 = $1.89. 


Optimización con restricciones regidas por una desigualdad 


El problema de producción planteado al principio era llevar al máximo la producción f (x, y) sujeta ala 
restricción de presupuesto 


g y))=Ppix+Pp,y SC. 


Esta restricción de presupuesto está regida por una desigualdad, lo cual restringe (x, y) a una región de 
plano más bien que a una curva en el plano. En principio, debemos ver inicialmente si f(x, y) tiene on 
algún punto crítico en el interior, definido por 


PX + py <c. 


Sin emb 
ocurrir c 
recta de 


Del 
garantiza 
A 


Ejemplo 3 Encontra 
x? + y? Ss 
Solución Primero, 


encontrar 
está en el 

Aco 
esto, usan 
g se obtie 


SiA=0,€ 


y así 
Al combir 
así que 


Como y = 
Se lle 
región se p 


Por lo tante 


n objetivo f cambia 
ependerá, en general, 
ciables de c, podemos 
toac: 


rlo tanto, tenemos la 


> aumenta (donde 
1eMoOS 


YE 


y! se lleva al 
jue el presupuesto se 
venderse el producto 


resupuesto en US $1 
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Sin embargo, en el caso de una restricción de presupuesto, podemos ver que el máximo de f debe 
ocurrir cuando el presupuesto se ejerce en su totalidad, y así buscamos el valor máximo de f en la 
recta de frontera: 


PX + py =c. 


Estrategia para optimizar f (x, y) sujeta a la restricción g (x, y) $S c. 


Encuentre todos los puntos del interior g (x, y) < c donde grad f es cero o no está definido. 
Utilice multiplicadores de Lagrange para encontrar los extremos locales de f en la frontera 
8 (x, y)=c. 

Evalúe f en los puntos encontrados en los dos pasos anteriores y compare los valores. 


De la sección 14.2 sabemos que si f es continua en una región cerrada y acotada, R, entonces está 
garantizado que f alcanza sus valores máximo y mínimo globales en R. 


Ejemplo 3 Encontrar los valores máximo y mínimo de f (x, y) = (x — 1)? + (y — 2} sujeta a la restricción 


Solución 


A +y25 45. 


Primero, buscamos todos los puntos críticos de f en el interior de la región. Al hacer 


f.=2(x-1)=0 
f,=2(-2=0 


encontramos que f tiene exactamente un punto crítico en x= 1, y = 2. Como 1? + 2? < 45, el punto crítico 
está en el interior de la región. 

A continuación, encontramos los extremos locales de f en la curva de frontera x? + y? = 45. Para 
esto, usamos multiplicadores de Lagrange con restricción g (x, y) =x? + y? = 45. Al hacer grad f = A grad 
g se obtiene 


2 (x-1)=4:2x, 
2(y-2)=4:2y. 


Si A=0, entonces x = 1, y = 2, el punto crítico interior. Por lo tanto, en la frontera tenemos 


y asi 
y =2x. 


Al combinar esto con la restricción x? + y? = 45, resulta 


512 =45 
así que 
x 23. 
Como y = 2x, tenemos posibles extremos locales enx=3,y=6yx=-3, y=-6. 
Se llega a la conclusión que los únicos candidatos para los valores máximo y mínimo de f en la 
región se presentan en (1, 2), (3, 6), y (3,-6). Al evaluar f en estos tres puntos se encuentra 
f01,2)=0,  f(3,6)=20,  f(=3,—6)= 80. 


Por lo tanto, el valor mínimo de f es O en (1, 2) y el valor máximo es 80 en (-3, —6). 
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Problemas de optimización con dos restricciones 


En la práctica se encuentran problemas de optimización donde la función objetivo f es una función de 
tres o más variables, y donde hay dos o más funciones de restricción. En este caso los contornos de f, g 
y g, Son superficies. Para optimizar f sujeta a las restricciones g} = C} y 2, = C,, resolvemos el sistema de 
ecuaciones,’ 


grad f (x, y, z) = A, grad g, (%, y 2) + À grad g, (X, y, 2), 
8,46) 2)= Cp 
82 Œ Y 27) = Cp 


para las cinco incógnitas x, y, z, Ay, A. 


Ejemplo 4 El plano x + y + z = 1 corta el cilindro x? + y? = 2 en una curva C. Encontrar los puntos en C de altura 
mínima y máxima por encima del plano xy. 


Solución Como z es la distancia de un punto arriba del plano xy, deseamos maximizar la función objetivo 
f(x, y, 7 =2 sujeta a las restricciones 


g0y3=4+y=2 y g(y0=x+y+2=1. 


Resolvemos las ecuaciones grad f= A, grad g, +4, grad g,,y8, (X, y, z2) =2y 8, (%5, 2)= 1: 


0=24x+4,, 
0 = 24y + A, 
l= 4, 
24 y? =2, 
x+y+z= 


De las primeras dos ecuaciones obtenemos x = y. Al usar también la tercera resulta x = y = —1/(24) 
Al sustituir estos valores por x y y en la cuarta se obtiene 


A, =+1/2. 


Esto produce x= y = +1 y la última ecuación resulta en z = -1 y z = 3. Por lo tanto, P, = (-1,—1, 3) esel 
punto en C de altura máxima arriba del plano xy y P,=(1, 1, —1) es el punto de altura mínima. 


La función de Lagrange 


Con frecuencia se resuelven problemas de optimización restringida mediante una Función de Lagrange, 
L. Por ejemplo, para optimizar la función f (x, y) sujeta a la restricción g (x, y) = c, usamos la función de 
Lagrange 


L(x, y, A =f y)-Àlg (x y) -c). 


8 Una justificación del método de multiplicadores de Lagrange requiere el teorema de la función implícita. Ver, por ejemplo, J.E 
Marsden y M. H. Hoffman, Elementary Classical Analysis, 2a. ed., W. H. Freeman, Nueva York, 1993. 


Solución N 


st 


Pc 


? Ad 
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Para ver por qué es útil la función £, calculemos las derivadas parciales de £: 
ðL ð , 0 
o f es una función de 57 oF Á E, 
los contornos de f, 8, 
olvemos el sistema de 


ðL - 0f 4.02 

dy dy “dy 

ðL 

JA 
Observe que si (Xg Yọ) es un punto crítico de f (x, y) sujeta a la restricción g (x, y) = Cc y A es el corres- | 
pondiente multiplicador de Lagrange, entonces en el punto (Xp, Yg» Ap) tenemos 


Il 


(ex, y) —C). 


ðL ðL ðL 
—= 0 — = 0 ao O. 
dx dl dy y 9A 


untos en C de altura En otras palabras, (Xp, Yg: Ap) es un punto crítico para el problema de optimización no restringido del 
Lagrangiano, L(x, y, A). Por lo tanto, el Lagrangiano hace posible convertir un problema de optimización 
restringido en un problema no restringido. 

la función objetivo El Lagrangiano que se emplea para optimizar la función f(x, y, z) sujeta a dos restricciones 
8/53 y 8, (4 y Z) =C €s 


Ly zs A A) = F Œ y, 2) — À E y DC) A (8,0% y Y) = c3). 


11=1: Ejemplo 5 Una compañía tiene una función de producción con tres insumos, x, y y z, dados por 
fæ y 2) = 50x25 y US z195, 


El presupuesto total es de US $24 000 y la compañía puede comprar x, y y z a US $80, US $12 y US $10 
por unidad, respectivamente. ¿Qué combinación de insumos llevará a la máxima la producción?? 


Solución Necesitamos llevar al máximo la función objetivo 
1x=y=-1/(24,). f (y 2) = 50x25 y5 215, 
sujeta a la restricción 


g (x, y, Z) = 80x + 12y + 10z = 24,000. 


= (-1,-1, 3) es el Por lo tanto, la función de Lagrange es 
mínima. 
TE L(x, y, z) = 50x25 y US ¿1/5 2, (80x + 12y + 102 — 24,000), 
A 
y así buscamos soluciones al sistema de ecuaciones que se obtiene de grad £= 0: 


ðL 3/54 US _ — 
S£ = 20x™5y1/5 — 801 =0, 


ión de Lagra 
grange, gL = 20x2/5y 957115 - 12 4=0, 


nos la función de 


- 2 10x25y!/5745 - 104=0, 


sE = — (80x + 12y + 10z — 24,000) =0. 


x1, por ejemplo, J. E. ? Adaptado de M. Rosser, Basic Mathematics for Economists, pág. 363, Routledge, Nueva York, 1993. 
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Simplificamos este sistema para obtener 


| VS ..1/5.1/5 
A= — xy 
3 
` $. 2 5175 
A = US y M52 US, 
gn” 
A = xy U5 w5 


80x + 12y + 10z = 24,000. 


Al eliminar z de las primeras dos ecuaciones resulta x = 0.3y. Si se elimina x de la segunda y tercera 
ecuaciones resulta z = 1.2y y al sustituir x y z en 80x + 12y + 10z = 24 000 resulta 


80(0.3y) + 12y + 10(1.2y) = 24,000, 


así que y = 500. Por lo tanto obtenemos x = 150 y z = 600, y el valor correspondiente de f es 
f (150, 500, 600) = 4 622 unidades. 

La gráfica de la restricción es un plano en el espacio. Como los insumos x, y y z no deben ser nega- 
tivos, la restricción es un triángulo en el primer cuadrante, con bordes en los planos coordenados. En la 
frontera del triángulo, una (o más) de las variables x, y, z es cero y por ello la función f es cero. 
En consecuencia, x= 150, y = 500, z = 600 es un máximo. 


En los problemas del 1 al 17, utilice multiplicadores de Lagrange para encontrar los valores máximo y 
mínimo de f (x, y) sujetos a las restricciones dadas. 


L fa y=x+y š +y =l 2 fæ y=3x-2y, x +2:=44 
3. fœ y= x+ y xX-v=] 4 fœ y)=w, 4x? + y =8 

5 TORN=CEN +y a2 6 FAyN="=0+4w1% 0-1 
7. fx y, z)=x+3y+ 5z, X +y +z 

8. f&yz=2x+y+4z, xi+v+2=16 


9%. fauyo=--2 X+y =z 
10. f63D=-2y+22 +y +z] 
IL. fAyD=x+y+z sujetaa x+y +z =l y x-y=l 


12 fay=4+2 +y s4 13. fœ y=, č +2 <l 
14. fœ y=, ay IS. fœ y=x+3y, 2 +y <2 
16. fœ y=xXŻ+y x+y2l 17. fœy=rŻ-y, x2+ys1 


18. Una compañía fabrica un producto usando insumos x, y y z según la función de producción 
Q (x, y, z)= 20112 yl 2. 


Los precios por unidad son US $20 para x, US $10 para y y US $5 para z. ¿Qué cantidad de cada 
insumo debe emplear la compañía para fabricar 1 200 productos al mínimo costo?!% 


© Adaptado de M. Rosser, Basic Mathematics for Economists, pág. 363, Routledge, Nueva York, 1993. 


20, 


x de la segunda y tercera 
Jlta 


correspondiente de f es 
x, y y z no deben ser nega- 


dlanos coordenados. En la 
¿llo la función f es cero. 


A Q_ z_z>x o c—— 
e 


trar los valores máximo y 


2 


+2y Sd 
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Considere el caso de una empresa que fabrica una mercancía en dos plantas distintas. El costo total 
de fabricación depende de las cantidades, q, y q,, suministradas por cada planta, y está determi- 
nado por la función conjunta de costo, C = f(g,, qa). Suponga que 


$ (q, 9)=24; + q,9, + 43 + 500 


es una aproximación a la función conjunta de costo y que el objetivo de la compañía es producir 
200 unidades, y al mismo tiempo reducir al mínimo los costos de producción. ¿Cuántas unidades 
debe producir cada fábrica” 


Una industria fabrica un producto a partir de dos materias primas. La cantidad producida, Q, puede 
darse por la función de Cobb-Douglas: 


Q = cxt y?, 


donde x y y son las cantidades de cada una de las dos materias primas empleadas, y a, b y c son 
constantes positivas. Suponga que la primera materia prima cuesta $P, por unidad y la segunda 
cuesta $P, por unidad. Encuentre la producción máxima posible si no se pueden gastar más de $K 
en materias primas. 


Cada quien trata de distribuir equitativamente su tiempo para descansar y para trabajar. El resul- 
tado es que cuanto menos trabajemos, nuestro ingreso desciende. Por lo tanto, cada persona tiene 
curvas de indiferencia que relacionan el número de horas de descanso, /, con el ingreso, s. Si, por 
ejemplo, a una persona le da igual tener O horas de descanso y un ingreso de US $1125 por semana, 
por un lado, que 10 horas de descanso y un ingreso de US $750 a la semana por el otro, entonces 
los puntos l = 0, s = 1125, y l= 10, s = 750 están ambos en la misma curva de indiferencia. La 
tabla 14.4 proporciona información de tres curvas de indiferencia, I, H y M. 


TABLA 14.4 


Horas semanales 
de descanso 


Ingreso semanal 


a) Trace las tres curvas de indiferencia en papel para graficar. 

b) Suponga que dispone de 100 horas a la semana para trabajar y descansar, y que gana $10/h, 
Escriba una ecuación en términos de | y s que represente esta restricción. 

c) En el mismo papel para graficar, trace una gráfica de esta restricción. 

d) Calcule, de la gráfica, qué combinación de horas de descanso e ingreso escogería en estas 
circunstancias. Dé cl número correspondiente de horas por semana que trabajaría. Explique 
cómo efectuó este cálculo. 
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22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


La figura 14.32 muestra Vf para una función f (x, y) y dos curvas g (x, y) = 1 y g (x, y) =2. Observe 
que g = 1 es la curva interior y g = 2 es la curva exterior. Marque los puntos siguientes en una 
copia de la figura. 

a) El (los) punto(s) A donde f tiene un máximo local. 

b) El (los) punto(s) B donde f tiene un punto de silla de montar. 

c) El punto C donde f tiene un máximo en g = 1. 

d) Elpunto D donde f tiene un mínimo en g= 1. 

e) Si utilizó multiplicadores de Lagrange para encontrar C, ¿Cuál sería el signo de A? ¿Por qué? 


ANTTI A AAA 


Figura 14.32 


Diseñe un recipiente cilíndrico cerrado que contenga 100 em? y tenga la mínima área superficial 
posible. ¿Cuáles deben ser sus dimensiones? 


Una compañía fabrica x unidades de un artículo y y unidades de otro. La función 
C = 5x? + 2xy + 3y? + 800. 


es una aproximación al costo total en dólares, C, de producir estos dos artículos 

a) Si la cuota de producción para el número total de artículos (ambos tipos combinados) es 39, 
encuentre el costo de producción mínimo. 

b) Calcule el costo adicional o el ahorro si la cuota de producción se eleva a 40 o baja a 38. 


Una montañista en la cima de una montaña desea bajar a una menor altitud tan rápido como le sea 
posible. Suponga que la altitud de la montaña está dada aproximadamente por 


h (x, y) = 3000 = 
ie a 10000 


(5x? + 4xy + 2y?) metros, 


donde x, y son coordenadas horizontales sobre la tierra (en metros), con la cima de la montaña 
ubicada justo encima del origen. En treinta minutos, la montañista puede llegar a cualquier 


punto (x, y) en un círculo de radio 1000 m. ¿En qué dirección debe caminar para descender lo 
más posible? 


Suponga que la cantidad, q, de un producto fabricado depende del número de trabajadores, W, y la 
cantidad de capital invertido, K, y está representada por la función de Cobb-Douglas 


q= w34 Ku 


27. 
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Además, los costos de mano de obra son US $10 por trabajador, el costo de capital es US $20 por 
unidad, y el presupuesto es US $3 000. 


a) ¿Cuál es el número óptimo de trabajadores, y el número óptimo de unidades de capital? 

b) Demuestre que, en los valores óptimos de W y K, la relación entre la productividad marginal 
de mano de obra (9q/9W) y la productividad marginal de capital (9q/0K) es la misma que la 
relación entre el costo de una unidad de mano de obra y el costo de una unidad de capital. 

c) Vuelva a calcular los valores óptimos de W y K cuando el pruesupuesto aumenta en un dólar. 
Compruebe que al aumentar el presupuesto en US $1 es posible la producción de A unidades 
adicionales del artículo, donde A es el multiplicador de Lagrange. 


El director de una clínica de una zona residencial tiene un presupuesto anual de US $600 000 y 
desea distribuir este presupuesto de modo que se realice el máximo número de visitas a pacientes, 
V, que está dado como función del número de doctores, D, y el número de enfermeras, N, por 


V =1000D%6 N03, 
Los doctores reciben un salario de US $40 000 y las enfermeras de US $10 000. 


a) Plantee el problema de optimización restringida que ha de resolver el director. 

b) Describa verbalmente las condiciones que deben satisfacer 9V/0D y ƏV/ƏN para que V tenga 
un valor óptimo. 

c) Resuelva el problema formulado en el inciso a. 

d) Encuentre el valor del multiplicador de Lagrange e interprete su significado en este pro- 
blema. 

e) Enel punto óptimo, ¿cuál es el costo marginal de una visita a un paciente (es decir, el costo de 
una visita adicional)? ¿Aumentará o disminuirá dicho costo marginal con el número de visi- 
tas? ¿Por qué? 


Reduzca al mínimo 


f y z) = Væ- af + (yb? + (oy, 


sujeta a la restricción Ax + By + Cz + D = 0. ¿Cuál es el significado geométrico de su solución? 


Sea f (x, y) una función lineal, de modo que f (x, y) = ax + by + c donde a, b y c son constantes, y 

sea R una región en el plano xy. 

a) Si R es cualquier disco, demuestre que los valores máximo y mínimo de f en R se presentan 
en la frontera del disco. 

b) Si R es cualquier rectángulo, demuestre que los valores máximo y mínimo de f en R se 
presentan en las esquinas del rectángulo. También pueden presentarse en otros puntos del 
rectángulo. 

c) Explique, con ayuda de una gráfica del plano z = f (x, y), por qué son de esperarse las respues- 
tas obtenidas en los incisos a y b. 


a) Enel problema 26, ¿es otro el valor de A si el presupuesto cambia de US $3 000 a US $4 000? 

b) En el problema 27, es otro el valor de À si el presupuesto cambia de US $600 000 a US 
$700 000? 

c) ¿Qué condiciones debe satisfacer una función de producción Cobb-Douglas? 


Q =cK? L? 


para garantizar que el aumento marginal de producción (es decir, la rapidez de aumento de la 
producción con el presupuesto) no es afectada por el tamaño del presupuesto? 
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PROBLEMAS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO CATORCE 


1. Encuentre los puntos locales máximos, mínimos y de silla de montar de la función 
f(x, y) = sen x + sen y + sen (x+ y), O<x<x, 0<y<z. 
Para los problemas 2, 3 y 4, encuentre los puntos máximos y mínimos locales, y de silla de montar de las 
funciones dadas. Diga si los máximos o mínimos locales son máximos o mínimos globales. Explique. 
2. fy=134+3-3xy 3. f(x y)=xy+Inx+y?-10, (x>0) 
3 A 
4. fQAyY=x+yY+- + 
x y 


5. Suponga que f, =f =0en(1,3) y f,,<0, f, <0, Jẹ = 0. Dibuje un posible diagrama de contorno. 
6. Encuentre la recta de mínimos cuadrados para los puntos (0, 4), (1, 3), (2, 1). 

7. Encuentre el máximo y el mínimo de la función z = 4x? — xy + 4y? sobre el disco cerrado x? + y7 <2. 
8. ¿Cuáles son los valores máximo y mínimo de f (x, y) = -3x7 — 2y* + 20xy en la recta x + y = 100? 


9. Una compañía vende dos productos que son hasta cierto punto sustitutos uno del otro, como son el 
café y el té. Si aumenta el precio de uno, entonces la demanda del otro aumenta. Las cantidades 
demandadas, q, y q,, están dadas como función de los precios, p} y Pa, por 


q =517-3.5p, +0.8p, y q,=770-4.4p, + 1.4p¡. 
¿Qué precios debe cobrar la compañía para llevar al máximo el ingreso total por ventas?!! 


10. Una regla práctica en biología expresa que a medida que el área A de una isla aumenta diez veces, 
el número de especies animales, N, que viven en ella se duplica. La tabla 14.5 muestra el área (en 
km-) de varias islas de las Indias Occidentales y el número de especies que viven en cada una. 
Suponga que N es una potencia de A. Valiéndose de la regla práctica, encuentre 


a) N como función dc A. b)  InN como función de In A. 
c) Con los datos proporcionados, tabule In N contra In A y encuentre la recta de mejor ajuste. 
¿Está su respuesta de acuerdo con la regla”? 


TABLA 14.5 Número de especies en varias islas 


! Adaptado de M. Rosser, Basic Mathematics for Economists, pág. 318, Routledge, Nueva York, 1993. 
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Suponga que la cantidad, Q, fabricada de un cierto producto depende de la cantidad de mano de 
obra, L, y de capital, K, empleados, según la función 


Q = 900L1/2 KÈ 


Suponga que la mano de obra cuesta US $100 por unidad y que el capital cuesta US $200 por 
unidad. ¿Qué combinación de mano de obra y capital debe emplearse para producir 36 000 
unidades de los artículos al costo mínimo? ¿Cuál es el costo mínimo? 


Una organización internacional debe decidir cómo gastar los US $2 000 que se le han asignado 
para aliviar el problema del hambre en una región remota. Esperan dividir el dinero entre comprar 
arroz a $5/saco y frijoles a $10/saco. El número, P, de personas que se alimentarían si compraran 
x sacos de arroz y y sacos de frijoles está dado por 


¿Cuál es el número máximo de personas que pueden alimentarse, y cómo debe la organización 
asignar su dinero? 


La cantidad, Q, de un producto fabricado por una compañía está dada por 
Q =aK?® [04 


donde a es una constante positiva, K es la cantidad de capital y £ es la cantidad de mano de obra 

empleados. Los costos de capital son US $20 por unidad, los de mano de obra son US $10 por 

unidad, y la compañía desea que los costos de capital y mano de obra combinados no sean de más 

de US $150. Suponga que nos piden asesorar a la compañía, y nos enteramos de que se están 

empleando 5 unidades de capital y 5 de mano de obra. 

a) ¿Qué aconsejaría? ¿Debe la planta usar más mano de obra?, ¿menos? ¿Más o menos capital? 
Si es así, ¿cuánto? 

b) Escriba un resumen de una sola idea que pudiera emplearse para convencer al consejo de 
directores de seguir su recomendación. 


Un doctor desea programar visitas para dos pacientes que han sido operados de tumores, para 
reducir al mínimo la demora esperada en la detección de un nuevo tumor. Las visitas a los 
pacientes 1 y 2 se programan a intervalos de x} y x, semanas, respectivamente. Se pueden realizar 
un total de m visitas por semana para ambos pacientes combinados. 

Se considera que las tasas de recurrencia de tumores para los pacientes 1 y 2 son y, y v, tumores 
por semana, respectivamente. Por lo tanto, vv, + v)) y vy/(1, + va) son las probabilidades de que 
en el paciente 1 y el paciente 2, respectivamente, se detecte el siguiente tumor. Se sabe que la 
demora esperada en la detección de un tumor para un paciente auscultado cada x semanas es v/2. 
Por lo tanto, la demora esperada en la detección para ambos pacientes combinados está dada por!” 

i Xa vi a 


(Xp 15) = -—— + - 
f pi vytv 2 TT. 


Encuentre los valores de x, y x, en términos de v, y v} que minimicen f (x,, x,) sujeta al hecho de 
que m, el número de visitas por semana, es fijo. 


¿Cuál es el valor del multiplicador de Lagrange del problema 14? ¿Cuáles son las unidades de 4? 
¿Cuál es su significado práctico para el doctor? 


!2 Adaptado de Daniel Kent, Ross Shachter, et al., “Efficient Scheduling of Cystoscopies in Monitoring for Recurrent Bladder 
Cancer”, en Medical Decision Making, Hanley and Belfus, Filadelfia, 1989. 
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16. La ecuación de Cobb-Douglas proporciona un modelo para la cantidad total, q, de una mercancía A 
producida como función del número de trabajadores, W, y la cantidad de capital invertido, K. Se P}. Se 
trata de la función de producción 

q= cy Ka 


donde a y c son constantes positivas. Suponga que los costos de mano de obra son $p, por traba- 
jador, los costos de capital son $p, por unidad, y hay un presupuesto fijo de $b. Demuestre que 
cuando W y K están en sus niveles óptimos, la relación entre la productividad marginal de mano de 
obra y la productividad marginal de capital es igual a la relación entre el costo de una unidad de 
mano de obra y una unidad de capital. 


17. Un canal de irrigación tiene una sección transversal trapezoidal de 50m? de área, como en la figura 
14.33. El gasto promedio del canal es inversamente proporcional al perímetro húmedo, p, del 
canal, es decir, al perímetro del trapezoide de la figura 14.33, excluyendo la parte superior. Por lo 
tanto, para maximizar el gasto debemos reducir p al mínimo. Encuentre la profundidad d, el ancho 


w de la base y el ángulo 6 que den el gasto máximo. !3 20. 
d 
9 Ə 
Figura 14.33 21. 


18. La energía necesaria para comprimir un gas desde la presión p, a la presión py, , en N etapas es 
proporcional a 


2 \2 j ` 2 
ES P2 ) N a] taf PN+1 ) =N. 
PN j 


` 


Demuestre cómo seleccionar las presiones intermedias p»,..., py para reducir la energía nece- 
14 7 
saria. 


19. Una familia desea cambiarse a una casa en un punto que está mejor ubicado con respecto al 
escuela de los hijos y los lugares de trabajo de los padres. Véase la figura 14,34. 


Figura 14.34 


1\ Adaptado de Robert M. Stark y Robert L. Nichols, Mathematical Foundations of Design: Civil Engineering Systems, McGraw- 
Hill, Nueva York, 1972. 
!% Adaptado de Rutherford, Aris, Discrete Dynamic Programming, Blaisdell, Nueva York, 1964 pág. 35. 
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Actuamente viven en Q, la escuela está en P,, el trabajo de la madre en P, y el trabajo del padre en 
P,. Se trata de reducir al mínimo d = d} + d, + dy, donde 


a) 


b) 


c) 


di = distancia a la escucla, 

d, = distancia al trabajo de la madre, 

d, = distancia al trabajo del padre. 
Demuestre que grad d es un vector unitario que apunta directamente alejándose de P,, para 
i = 1,2, 3. [Sugerencia: dibuje contornos de d;; ponga especial atención en la separación de 
los contornos. ] 
Utilice su respuesta a la parte a) para dibujar gradiente de d en el punto Q de la figura 14.34. 
¿En qué dirección debe cambiarse la familia para disminuir d? 
Encuentre lo mejor que pueda el punto del diagrama donde gradiente de d = 0. ¿Qué condi- 
ción geométrica caracteriza a este lugar? 


Considere la función f (x, y) = 21" — 3xy + By" + x- y. 


a) 
b) 


c) 


Calcule los puntos críticos de f y clasifíquelos. 
Por el método de completar el cuadrado, grafique el diagrama de contorno de f y demucstre 
que el extremo local encontrado en el inciso a es global. 


Comenzando en el punto (1, 1), reduzca f al mínimo usando el método de búsqueda de gra- 
diente y compare su respuesta después de dos iteraciones con su respuesta al inciso a. 


Un rayo luminoso que cruza la frontera entre dos medios diferentes (por ejemplo el vacío y vidrio, 
o aire y agua) experimenta un cambio de dirección o es refractado en una cantidad que depende de 
las propiedades de los medios. Suponga que un rayo luminoso viaja del punto A al punto B, como 
se muestra en la figura 14.35, con velocidad v, en el medio | y velocidad v, en el medio 2. 


a) 


b) 


A Medio | 


a 


Medio 2 


------------------łp-------- 


p s + 
Figura 14.35 


Encuentre el tiempo 7 (9,, 0,) que tarda cl rayo para viajar de A a B, en términos de los ángu- 
los 6, 0, y las constantes a, b, v} y v. 
Demuestre que los ángulos 6,, O, satisfacen la restricción 


atan 0, +b tan 0,=d 


¿Cuál es el efecto en el tiempo, T, de hacer que 9, >- 7/2 (es decir, mover Ra la izquierda 
de A’) o hacer que O, > 7/2 (es decir, mover R a la derecha de B’)? 
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22, 


23. 


24. 


d) El principio de Fermat expresa que el rayo de luz sigue una trayectoria tal que el tiempo 
tomado T se reduce al mínimo. Utilice el método de multiplicadores de Lagrange para 
demostrar que T (0,, 0,) se reduce al mínimo cuando se cumple la ley de refracción de Snell. 


sen O, Vi 


senO, — v` 


(La constante v,/v, recibe el nombre de índice de refracción del medio 2 con respecto al 
medio 1. Por ejemplo, los índices del aire, agua y vidrio con respecto a un vacío son aproximada- 
mente 1.0003, 1.33 y 1.52, respectivamente. Los lentes modernos para leer se fabrican de plásticos 
con alto índice de refracción, para reducir peso y grosor cuando la receta prescribe mucho 
aumento.) 


Veintiséis equipos compiten por la copa Stanley de hockey. Al principio de la temporada un expe- 
rimentado aficionado calcula que la probabilidad de que el equipo i gane es algún número p, 
donde OS p,< 1 y 


ZO 
y pi= l. 

fa] 
Exactamente un equipo ganará en realidad, así que las probabilidades tienen que sumar 1. Si uno 
de los equipos, por ejemplo el í, está seguro de ganar, entonces p, es igual a | y todos los otros, 
deben ser igual a cero. Otro caso extremo ocurre si es igualmente probable que todos los equipos 
ganen, cuando las p, son iguales a 1/26, y el resultado de la temporada de hockey es totalmente 
impredecible. Por lo tanto, la incertidumbre del resultado de la temporada de hockey depende de 
las probabilidades Pp Pag En este problema medimos cuantitativamente esta incertidumbre 

mediante la siguiente función: 

; _ € np; 
S (Pi P29) =- È P; n? 


1=1 


Observe que como p; < !, se tiene —1n p; < 0 y por lo tanto $ 2 0. 

a) Demuestre que lím,-.0 p In p=0. (Esto significa que 5 es una función continua de las p, 
donde 0 $ p; < 1 y 1<1<26, si hacemos pln Plp=0 igual a cero. Como $ es entonces una 
función continua en una región cerrada y acotada, alcanza un valor máximo y un mínimo en 
esta región.) 

b) Encuentre el valor máximo de $ (p,,.... Pag) Sujeto a la restricción py +... + Pag = 1. ¿Cuáles 
son los valores de p, en este caso? ¿Qué significa su respuesta en términos de la incertidumbre 
en el resultado de la temporada de hockey? 

c) Encuentre el valor mínimo de $ (p,.... Pag), Sujeto a la restricción p; +... + pag = 1. ¿Cuáles 
son los valores de p, en este caso? ¿Qué significa su respuesta en términos de la incertidumbre 
en el resultado de la temporada de hockey? 

[Nota: La función $ es un ejemplo de una función de entropía; el concepto de entropía se emplea 

en teoría de la información, mecánica estadística y termodinámica cuando se mide la incertidun» 

bre en un experimento (la temporada de hockey en este problema) o sistema físico.] 


Encuentre la distancia mínima desde el punto (1, 2, 10) al paraboloide dado por la ecuación 
z=x7 + y”. Dé una justificación geométrica de su respuesta. 


T ; E 
El cono z = x= + y* es cortado por el plano z = 1 + x + y. Encuentre los puntos en la intersección del 
cono y el plano que estén más cerca y más lejos del origen. Dé una justificación geométrica de su 
respuesta. 
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CAPÍTULO QUINCE 


INTEGRACIÓN DE 
FUNCIONES DE 
VARIAS VARIABLES 


Una integral definida es el límite de una suma. Se usa una integral definida 
para calcular la población total de una región, dada la densidad de población 
como función de la posición. Si la densidad de población cs una función sólo 
de una variable (por ejemplo, la distancia desde el centro de una ciudad) ten- 
emos una integral definida ordinaria de una variable. Si la densidad depende 
de más de una variable, necesitamos una integral múltiple para calcular la 
población total. En este capítulo desarrollamos integrales dobles y triples en 
coordenadas cartesianas y polares. 
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15.1 


LA INTEGRAL DEFINIDA DE UNA FUNCIÓN DE DOS VARIABLES 


En esta sección vemos la forma de calcular una población total a partir de una densidad de población en 
el plano. Esto lleva a la definición de la integral definida de una función de dos variables. 


Densidad de población de zorras en Inglaterra 


La población de zorras en algunas partes de Inglaterra es importante para los funcionarios de salud públi- 
ca preocupados por la rabia que dispersan estos animales. El diagrama de contorno de la figura 15.1 
muestra la densidad de población D = f (x, y) de zcrras en el suroeste de Inglaterra, donde x y y están en 
kilómetros, medidos desde la esquina suroeste del mapa, y D en zorras por kilómetro cuadrado.! El con- 
torno de línea gruesa es la línea de la costa (aproximadamente) y puede considerarse como el contorno 
D = 0; es evidente que la densidad es cero fuera de ella. 


kilómetros al norte 


150 


100 


Norte 


— 
A 


kilómetros al este 


30 60 90 120 150 180 


Figura 15.1 Densidad de población de zorras en el sudoeste de Inglaterra. 


Ejemplo 1 Calcular la población total de zorras de la región representada por el mapa de la figura 15.1. 


Solución 


Deseamos encontrar los límites superior e inferior para la población. Subdividimos el mapa en los 36 
rectángulos que se muestran en la figura 145.1 y estimamos la población de cada rectángulo. Después 
encontramos un límite superior para la densidad de población de cada rectángulo, lo multiplicamos por 
el área del rectángulo para obtener un límite superior de la población de ese rectángulo y luego sumamos 
estos límites superiores para obtener un límite superior de la población total. En el rectángulo inferior 
izquierdo hay una pequeña región entre los contornos de 0.5 y 1, de modo que estimamos que la densi- 
dad de zorras de este rectángulo es de cuando mucho 9.6 zorras por kilómetro cuadrado. El siguiente rec- 
tángulo hacia el norte es todo mar y, por lo tanto, no hay zorras, pero en el rectángulo hacia el este hay 


! Adaptado de D. Murray, Mathematical Biology, Springer-Verlag, 1989. 
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TABLA 15.1 Estimaciones superiores TABLA 15.2 Estimaciones inferiores 
de la densidad de población de zorras 


app 
E fo foa aT 
ODIA EE 
o [atez astes s 
o ole leafst os 


de la densidad de población de zorras 


una región entre los contornos marcados | y 1.5, de modo que estimamos que la densidad máxima es de 15 
zorras por kilómetro cuadrado. Si continuamos de esta manera obtenemos los límites superiores de la tabla 
15.1. De igual manera obtenemos los límites inferiores que se muestran en la tabla 15.2, 

Cada rectángulo tiene un área de 30 X 25 =750 km*, de manera que resulta: 

Estimación inferior =(0.1+0.1+05+12+12+1+1+0.5+0.5)- 750 = 4575 zorras. 
Del mismo modo, obtenemos el límite superior: 
Estimación superior = 41.6 - 750 = 31 200 zorras 

El promedio de nuestros cálculos es de alrededor de 18 000 zorras, de manera que tomamos esto como 
nuestro estimado. Observe que hay una amplia discrepancia entre los cálculos superior e inferior; si tomamos 
subdivisiones más pequeñas podríamos efectuar estimaciones más precisas. 


Definición de la integral definida 


Las sumas empleadas para aproximar la población de zorras son similares a las sumas de Riemann que se 
usan para definir la integral definida de una función de una variable. Ahora definimos la integral definida 
para una función f de dos variables en una región rectangular. ? Dada una función continua f (1, y) delimi 
da en una región a < x < b y ¢ < y < d, construimos una suma de Riemann al subdividir la region en rec 
tángulos más pequeños. Esto se hace subdividiendo cada uno de los intervalos asxs<byc<v<denn 
y m subintervalos iguales respectivamente, y se obtienen nm subrectángulos (véase Fig. 15.2). 


y 

d A Ym 
y3 gi 

y2 
y; 
C= Yo 

` 

a= Xo X Xa X Yb 


Figura 15.2 — Subdivisión de un rectángulo en mm subrectángulos. 


El área de cada subrectángulo es AA, donde AA = Ax Ay, Ax = (b — a/n es el ancho de cada sub- 
división a lo largo del eje x y Ay = (d — c)/m el ancho de cada subdivisión a lo largo del eje y. Para cal- 
cular la suma de Riemann, multiplicamos el área de cada subrectángulo por el valor de la función en un 
punto del rectángulo y sumamos todos los números resultantes. Al seleccionar el punto que indique el 
valor máximo, M,, , de la función en cada rectángulo, se obtiene la suma superior, E, M, Ax Ay. 
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La suma inferior, E, L,, Ax Ay, se obtiene al tomar el valor mínimo en cada rectángulo. Por lo tanto, Solución Partimo 
cualquier otra suma de Riemann satisface la expresión f(x y) 
) superior 

` L, Ax Ay< y jæ y) Ax Ay s y M, Axby Pe 

Lj LJ LJ Me 


donde (x,, y; ) es cualquier punto del ¿j-ésimo subrectángulo. Definimos la integral definida tomando el 
límite conforme los números de subdivisiones, n y m, tienden al infinito. Al comparar las sumas superi- 
or e inferior, como se hizo para la población de zorras, se puede demostrar que el límite existe cuando 
la función, f, es continua. Obtenemos el mismo límite dejando que Ax y Ay tiendan a cero. Por lo tanto, 
tenemos la siguiente definición: 


Par 
la super 
Supongamos que la función f es continua en R, el rectángulo a $ x $ b, ¢ < y S d. Definimos la consecu: 
integral definida de f sobre R 
fdA= lím y f(x, y.) AxAy. A 
Ar, Av >D 4 Par 
ij 


divisione 


Tal integral recibe el nombre de integral doble. siones el 


A veces consideramos a dA como el área de un rectángulo infinitesimal de longitud dx y altura di, 
de modo que dA = dx dy. Entonces usamos la notación? 
e 
| sas= k FG y) ddy. 


J 


La suma de Riemann empleada en la definición, con subdivisiones rectangulares de igual tamaño, 


es sólo un tipo de suma de Riemann. Para una suma general de Riemann, las subdivisiones no tienen que 
ser todas del mismo tamaño. 


Ejemplo 2 Sea R el rectángulo 0 < x < 1 y 0 < y < 1. Utilizar sumas de Riemann para calcular fr NA, 


Y A > El ve 
A rior. Obse 


j i i divisiones 


€T { suma de F 
Node == : el primer 

X 
Figura 15.3 Gráfica de e" +1) La región 


sobre el rectángulo R. L 

En nuestre 
definida sí 
tadas por | 


> Otra notación común para la integral doble es Í Í a! dA. 


ctángulo. Por lo tanto, Solución 


l definida tomando el 
arar las sumas superi- 
l límite existe cuando 
n a cero. Por lo tanto, 


S d. Definimos la 


ngitud dx y altura dy, 


wes de igual tamaño, 
isiones no tienen que 


fer YI dA 
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Partimos R en 16 subrectángulos dividiendo cada borde en cuatro partes. La figura 15.3 muestra que 
f(x, y) =e+* disminuye a medida que nos alejamos del origen. Por lo tanto, para obtener una suma 
superior evaluamos f en cada subrectángulo en la esquina más cercana al origen. Por ejemplo, en el rec- 
tángulo 0 $ x < 0.25, 0 < y < 0.25, evaluamos f en (0, 0). 
Mediante la tabla 15.3 encontramos que 
Suma superior = [ ( 1 + 0.9394 + 0.7788 + 0.5698 ) 
+ (0.9394 + 0.8825 + 0.7316 + 0.5353 ) 


+ (0.7788 + 0.7316 + 0.6065 + 0.4437 ) 
+ (0.5698 + 0.5353 + 0,4437 + 0.3247 )] (0.0625) = 0.68. 


Para obtener una suma inferior, debemos evaluar f en la esquina opuesta de cada rectángulo, porque 
la superficie desciende tanto en dirección de x como de y. Esto produce una suma inferior de 0.44, En 
consecuencia, 

0.44 < ettr) dA <0.68 
R 


Para obtener una mejor aproximación, calculamos las estimaciones inferior y superior con más sub- 
divisiones. En la tabla 15.4 se muestran los resultados para varios casos con igual número de subdivi- 
siones en las direcciones x y y. 


TABLA 15.3 Valores de f (x, y)=e  *') del rectángulo R 


o po IRC o CI 
OCIO CIN II oso on 
7 


TABLA 15.4 Aproximaciones de suma de Riemann a A pateo dA 


Número de subdivisiones en las direcciones de x y y 


E O E SEO 
0.6168 0.5873 0.5725 0.5651 
0.4989 | 0.5283 0.5430 0.5504 


El verdadero valor de la doble integral, 0.5577. . . , está atrapado entre las sumas inferior y supe- 
rior. Observe que la suma inferior aumenta y la superior disminuye conforme crece el número de sub- 
divisiones. (¿Por qué?) Sin embargo, aun con 64 subdivisiones, que llevan a 64? = 4096 términos en la 
suma de Riemann, las sumas inferior y superior coinciden con el verdadero valor de la integral sólo en 
el primer lugar decimal. Por lo tanto, debemos buscar mejores formas de aproximar la integral. 


La región R 


En nuestra definición de la integral definida J f(x, y) dA, la región R es un rectángulo. Pero la integral 
definida se puede definir para regiones de otras formas, incluyendo triángulos, círculos y regiones aco- 
tadas por las gráficas de funciones continuas por partes. 
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Para aproximar la integral definida sobre una región, R, que no sea rectangular, usamos un 
cuadricula de rectángulos que se aproximan a la región. Obtenemos esta cuadrícula al encerrar Ren 
un rectángulo grande y subdividir ese rectángulo; consideramos sólo los subrectángulos que están der 
tro de R. 

Como se indicó en el vaso anterior, escogemos un punto (x,, y, ) de cada subrectángulo y formamos 
una suma de Riemann 


| 
| 
> f(x, yj) Ax Ay. y 
Sin embargo, esta vez la suma se electúa sólo sobre los rectángulos que están dentro de R. Por ejem 
plo, en el caso de la población de zorras podemos usar los rectángulos que están totalmente cn tierra 
A medida que las subdivisiones se hacen más finas, la cuadrícula se parece cada vez más a la región 
R. Para una función, f, que es continua en R, definimos la integral definida como sigue: 
E A Figura 15.4 
| fdA= lím y Fix, y,) Ax Ay 8 
Re Ax, Av >O 
Y) 


donde la suma de Riemann se toma sobre los rectángulos que están dentro de R. 

Podemos preguntarnos por qué es posible omitir los rectángulos que cubren el borde de R, Si los 
incluimos, ¿podríamos obtener un valor diferente para la integral? La respuesta es que para cualquier 
región que nos encontremos, el área de los subrectángulos que cubre el borde tiende a O conforme la 
cuadrícula se hace más fina. Por lo tanto, omitir estos rectángulos no afecta el límite. 


Ejemplo 3 Encontrar « 
xsly-ls 


interpretaciones de la doble integral 


Interpretación como un área 


Supongamos que f (x, y) = l para todos los puntos (x, y) de la región R. Entonces cada término de la 
suma de Riemann es de la forma 1 - AA = AA y la doble integral dará el área de la región R. 


Área (R) = | l dA = | dA 
ie R 


Solución  SiReselt 


interpretación como volumen La tab 


n? subrecté 


Asi como la integral definida de una función positiva de una variable puede interpretarse como el área la integral 


bajo ta gráfica de la función, de igual modo se puede interpretar la integral definida de una función 
positiva de dos variables como el volumen bajo su gráfica. En el caso de una variable, visualizamos 
las sumas de Riemann como el área total de los rectángulos construidos arriba de las subdivisiones, 
bn ei caso de dos variables, obtenemos barras sólidas en lugar de rectángulos. Conforme aumenta el 
número de subdivisiones, las partes superiores de las barras se aproximan mejor a la superficic, y el 
volumen de las barras se acerca más al volumen bajo la superficie y arriba de la región R (véase 
Pr. 15,4), 
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:amos una 
errar R en 
están den- 


formamos 


Por ejem- 
en tierra. 
la región 


Figura 15.4 Aproximación del volumen bajo una gráfica con sumas de Riemann cada vez más finas. 


s Ejemplo 3 Encontrar el volumen bajo la gráfica de f (x, y) = 2 — x ? — y ` que se encuentra sobre el rectángulo —1< 
R. Si los xS1y-l<y< 1 (véase Fig. 15.5) 
cualquier 
nforme la 


¡mo de la 
Figura 15.5 Gráfica de f (x, y) =2-—x?-—y?sobre-1<x<ly-1<y<1. 
Solución Si R es el rectángulo —1< x < 1, —1< y < 1, el volumen que buscamos está dado por 
Volumen = i Q-x2-y?)dA 
La tabla 15.5 contiene valores de sumas de Riemann, $, calculados al subdividir el rectángulo en 
dis n? subrectángulos y evaluar f en el punto con valores mínimos de x y y. La tabla sugiere que el valor de 
py la integral es aproximadamente 5.3. 

función 

1izamos 
VISIONES, TABLA 15.5 Sumas de Riemann 


menta el para h Q2- x-y?) dA 


cie, y el 


leisse Ep 
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Interpretación de la integral definida cuando f es una función de densidad 


Una función de dos variables puede representar una densidad por unidad de área, por ejemplo la densi- 
dad de población de zorras (en zorras por unidad de área), o la densidad de masa de una delgada placa 
metálica, Entonces, la integral | pf dA representa la población total o masa total de la región R. 


Interpretación de la integral definida como un valor promedio 


Como en el caso de una variable, la integral definida puede emplearse para calcular el valor promedio 
de una función: 


Valor promedio de f _. 1 | fdA 


en la región R ~ Áreade R 


Esto puede reescribirse como 
Valor promedio x área de R = ji fdA. 
De esta manera, si interpretamos la integral como el volumen bajo la gráfica de f, entonces podemos 


considerar el valor promedio de f como la altura de la caja con el mismo volumen que tiene la misma 
base (véase Fig. 15.6). 


z 


La base de la caja 


es el rectángulo R —— IE Valor promedio de f 


Figura 15.6 Volumen y valor promedio. 


Una manera de visualizar esto es imaginarse que el volumen bajo la gráfica está hecho de cera; si la 
cera se derritiera y nivelara dentro de las paredes erigidas en el perímetro de R, entonces terminaría en 
forma de una caja con altura igual al valor promedio de f. 


Problemas para la sección 15.1 


|, Una función f (x, y) tiene los valores de la tabla 15.6. Sea R el rectángulo 1 < x < 1.2, 2 < y <24, 
Encuentre las sumas de Riemann que sean estimaciones razonables de más o de menos para fp Fu 
y) dA con Ax=0.1 y Ay=0.2, 


TABLA 15.6 


`J 

= 
ES 
re. 


eS 
Y 
O 
Z 


2 
A 
îs 


mo: 


msidad 


1 por ejemplo la densi- 
a de una delgada placa 
le la región R. 


ular el valor promedio 


: f, entonces podemos 
en que tiene la misma 


tá hecho de cera; si la 
ntonces terminaría en 


xs 12,2<yS2.4. 
le menos para Í RÍO 


5: 


6. 
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La gráfica de f (x, y) = 2 + xy forma un sólido sobre el rectángulo R con0<x<2,0<y<4, 
Mediante sumas de Riemann con cuatro subdivisiones, encuentre los límites superior e inferior para 


el volumen de este sólido. 

Sea R el rectángulo con vértices (0, 0), (4, 0), (4, 4) y (0, 4) y sea f(x, y} = yxy 

a) Encuentre límites superior e inferior razonables para }ẹ f dA sin subdividir R. 

b) Calcule la J dA dividiendo R en cuatro subrectángulos y evaluando f en sus valores máximo y 
mínimo en cada uno. 


La figura 15.7 muestra la distribución de temperatura, en °C, en una habitación de 5 metros por 5 me- 
tros con calefacción. Mediante sumas de Riemann, calcule la temperatura promedio de la habitación. 


x 


x(m) 


bo 05 0 OS 0 sT 20 
Figura 15.7 Figura 15.8 


La figura 15.8 muestra el diagrama de contorno de una función z = f (x, y). Sea R el cuadrado —0.5 
Sx< 1,-0.5 < y< 1. ¿Es positiva o negativa la integral ¡e f dA? Explique su razonamiento. 

Un biólogo estudia la población de insectos y mide la densidad de población de moscas y mosqui- 
tos en diversos puntos en una región de estudio rectangular. En las figuras 15.9 y 15.10 se muestran 
las gráficas de las dos densidades de población para la región. Si suponemos que las unidades a lo 
largo de ejes correspondientes son las mismas en las dos gráficas, ¿hay más moscas o más mosqui- 
tos en la región? 


mosquitos 


moscas a 


longitud 
longitud AA 


posna 
N 
A 
NX 


Nil 
Dos E 


latitud latitud 


Figura 15.9 Figura 15.10 
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En 


mensionales de Riemann para calcular la integral dada. 


T: 


9, 


10. Sea f (x, y) una función de x y y que es independiente de y, es decir, f (x, y) = 2 (x) para alguna fun- 


' De Modern Physical Geography, Alan H. Strahler y Arthur H. Strahler, 4a. ed., John Wiley & Sons, Nueva York, 1992, pág, 124. 


los problemas 7 y 8 utilice un programa de computadora o calculadora que encuentre sumas bidi- 


Si R es el rectángulo 1 <x <2, I < y <3, calcule | + 12) da. 


sen (xy ) dA. 


Si R es el rectángulo =x $ x < 0, OS y S 7/2, calcule p 


sN 


El casco de una embarcación tiene un ancho de w(x, y) pies en un punto a x pies del frente y y 
pies abajo de la línea de flotación. A continuación se ilustra una tabla de valores de w. Formule 
una integral definida que indique el volumen del casco abajo de la línea de flotación y luego cal- 
cule el valor de la integral. 

TABLA 15.7 


Frente de bote > Parte trasera de bote 


OIE 


abajo de 

la línea 
de flotación 

(en pies) 


ción g de una variable. 

a) ¿Qué aspecto tiene la gráfica de f ? 

b) ScaR el rectángulo a < x < b, c < y <d. Por interpretación de la integral como volumen, y usar- 
do la respuesta del inciso a, exprese S,f da en términos de una integral de una variable. 

I. La figura 15.11 muestra contornos para la frecuencia anual de tornados por cada 10 000 millas 
cuadradas en Estados Unidos.* Cada cuadrícula mide 100 millas por lado. Utilice el mapa para cal 
cular el número total de tornados por año en a) Texas b) Florida c) Arizona 

E NEON al 


pag 


|gs 
1 


Figura 15.11 


12. L 


13. Sea 


14. Para c 


15.2 INTEGRA 
T 


En la secc 
vemos la f 
variable, 


3 De Physical 
pág. 133, 


encuentre sumas bidi- 


a x pies del frente y y 
valores de w. Formule 
z flotación y luego cal- 


= g (x) para alguna fun- 


zomo volumen, y usan- 
de una variable. 

or cada 10 000 millas 
tilice el mapa para cal- 
ida c) Arizona 


lueva York, 1992, pág. 128. 
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12. La figura 15.12 muestra contornos de cantidad de lluvia anual (en centímetros en Oregon”. Utilícela 
para calcular cuánta lluvia cae en Oregon en un año. Cada cuadrícula mide 100 kilómetros por lado. 


Océano 
Pacífico 


Figura 15.12 


13. Sea D la región dentro de un círculo unitario con centro en el origen, sea R la mitad derecha de D y 
sea B la mitad inferior de D. Diga (sin calcular el valor de ninguna de las integrales) si cada integral 
es positiva, negativa O cero. 


a) Í, dA b) Í, dA c) fẹ A d) fy 5x dA 
e) P dA À) JE O +35) dA g) la O° +5)dA h) dy ida 
i) fa -y dA DÍ, @-y)dA k) fp sen y dA I) ), cos y dA 
m) p e dA n) fo xe dA o) faxy? dA p) ly xcos y dA 
14. Para cualesquier números a y b, suponga que la + b |< la +b I. Utilice esto para explicar por qué 
| FdA|< | || dA. 
R dR 


15.2 INTEGRALES ITERADAS 


En la sección 15.1 aproximamos integrales dobles empleando sumas de Riemann. En esta sección 
vemos la forma de calcular exactamente integrales dobles recurriendo a integrales ordinarias de una 
variable. 


$ De Physical Geography of the Global Environment, H. J. de Bhj y Peter O. Muller, John Wiley & Sons, Nueva York, 1993, 
pág. 133. 
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Otra vez la población de zorras: expresar una integral doble como integral iterada 


Para calcular la población de zorras calculamos una suma de la forma 
Población total = ` FG, y, ) AxAy 
i 
donde t<i <n y | Sy Sm y los valores f (x,, y, ) se pueden distribuir como en la tabla 15.8. 


TABLA 15.8 Límites superiores para densidades 
de población de zorras para n=m=6 


Para cualquier valor de n y m, existen dos maneras de calcular esta suma: una consiste en sumar hor- 
izontalmente los renglones primero y la otra es sumar verticalmente las columnas primero. Si sumamos 
los renglones primero, podemos escribir la suma en la forma 


m o H 
Población total = | Y Fx; yj) Ax Ay 
J=! X 1=ł 4 
e -180 
La suma interior, $ f(x, y,)Ax , aproxima la integral J f(x, y;) dx. Por lo tanto, tenemos 
' 0 


r= 


mo, ,180 
Población total = Y | | f y;) dx ) dy 
40 í 
j=l ` á 
La suma exterior representa una suma de Riemann que aproxima otra integral, esta vez con inte- 
180 
grando f(x,y) dx, que es una función de y. Así, podemos escribir la población total en términos 
0 
de integrales anidadas de una variable: 
"150 180 y 
Población total = | ( | fa y) dx | dy 
vo 
\ / 


Como la población total está representada por Jg f dA, hemos descubierto una manera de expresar 


integrales dobles: 


Si R es el rectángulo a < x < b, c < y <d y si f (x, y) es una función continua de dos variables, 


entonces >) i ` 
( | f(x, y) dx dy 


“( y ul f 


| fdA = 


JIR 


La expresión OA f(x,y) dx), o simplemente ih J g f(x,y) dx dy, se llama integral iterada. 


La inte; 
con resj 


El par: 


Es útil « 
una sun 


lleva a y 


donde R 


Ejemplo 1 Un edifi 
esquina, 


Solución Si ponem 
la figura 
1/4 y pen 


Para calcı 
iterada ob 


La integra 


o integral iterada 


¿la tabla 15.8. 
ides 


a consiste en sumar hor- 
as primero. Si sumamos 


Por lo tanto, tenemos 


gral, esta vez con inte- 


ación total en términos y 
Solución 


ma manera de expresar 


ua de dos variables, 


a integral iterada. 
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La integral interior se realiza con respecto a x, manteniendo y constante, y luego el resultado se integra 
con respecto a y. 


El paralelo entre sumatoria repetida e integración repetida 


Es útil observar cómo la sumatoria y la notación de integral guardan entre sí un paralelismo. Visualizar 
una suma de Riemann como una suma de sumas, 


2 F(,, y) AxAy = y $ MAR Av 
A } 
tj EJ r 


lleva a ver una integral doble como integral de integrales: 


d b 
| ( | Jœ y) dx) dy 


7 


| Fx y) Ax = 
R 


donde R es el rectángulo aSx<b yc<y<d,. 


Ejemplo 1 Un edificio mide 8 pies de ancho y 16 pies de largo; tiene un techo plano de 12 pies de alto en una 


esquina, y 10 pies de alto en cada una de las dos esquinas adyacentes. ¿Cuáles el volumen del edificio? 


=| 


Figura 15.13 Cabaña con techo inclinado. 


Sı ponemos la esquina más alta en el eje z, el lado largo en el eje y y el lado corto en el eje x, como en 
la figura 15.13, entonces el techo es un plano con intersección z de 12, y pendiente en x de (—2)/8 =- 
1/4 y pendiente y de (-2//16 = —1/8. Por lo tanto, la ecuación del techo es 


l | 
X= A 

R 

Para calcular el volumen, integramos sobre el rectángulo 0 < x < 8, 0 < y < 16, Al formular una integral 
iterada obtenemos 

16 P8 


Z 1) ER 3 
viina (12 J` y) dx dy. 


8 


0 


La integral interior es 


UE; l 


TEN E LA RE IR le 
$ (12 — 47` goala g a pir 885. 
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Luego la integral exterior es 
16 16 


(88 = y) dy = (88y S y2) sy = 1280. 


Así que el volumen del edificio es de 1280 pies cúbicos. 


El orden de integración 


Al calcular la población de zorras podríamos haber escogido sumar las columnas (x fija) primero, en 
lugar de los renglones. Esto lleva a una integral iterada donde x es constante en la integral interior en 


lugar de y. De este modo, 


a 


E 


'hy fd Ñ 
f(x, y) dA = | ( | fx, y dy] dx 
R da Y 


donde R es el rectángulo a<x<b y csySd. 
Para cualquier función que pudiera encontrarse, no importa en qué orden integremos sobre una 
región rectangular R; se obtiene el mismo valor para la doble integral de cualquier modo. 


'h d bird 
i fdA 3 ( | f(x, y) a) dy = | ( l f (x,y) dy) dx 


c \ da a / 


Ejemplo 2 Calcular el volumen del ejemplo 1 como una integral iterada con y fija en la integral interior, 


Solución Al reescribir la integral tenemos 
NS 16 


, UN 16 \ 
Volúmen =| PA A El area do LR Jas 
o 140 4 qe JO Y * 4 16 0) 


id ] 
-| (176 - 4x) dx=(176x 2x2) | dx = 1280. 


integrales iteradas sobre regiones no rectangulares 


Ejemplo 3 La densidad en el punto (x, y) de una placa metálica en forma de triángulo rectángulo, como se muestra 


en la figura 15.14, es d (x, y). Expresar su masa como una integral iterada. 


| 
Figura 15.14 Placa metálica triangular 
con densidad ô (x, y) en el punto (x, y). 


Solución Mediante 
pieza este 


Al sumar 


donde R ı 
integral p 
rectángul: 


Esta integ 
de franjas 
b. Porlot 
rior con r 
tribucione 


a X 


Figura 15.15 Integr 
rectángulo usando frar 


Para 
franjas ve 
gulo en el 
la recta y : 
lo tanto, l; 


Por últime 
a 1. En coi 


Podríamos 
lugar de x 


(x fija) primero, en 
integral interior en 


egremos sobre una 
nodo. 


| interior. 


0, como se muestra 
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Solución Mediante una cuadrícula, divida la región en pequeños rectángulos de lado Ax y Ay. Así, la masa de una 
pieza está dada por 


Masa de rectángulo = Densidad - Área = 8 (x, y)Ax Ay. 


Al sumar sobre todos los rectángulos se obtiene una suma de Riemann que aproxima una integral doble: 


Masa = 


a ô (x, y;) dA 


donde R es el triángulo. El borde inclinado del triángulo es la recta y = | — x. Deseamos calcular esta 
integral por medio de una integral iterada. Consideremos cómo funciona una integral iterada sobre un 
rectángulo, como por ejemplo 


b d 
| | f(x y) dy dx 


Esta integral es sobre el rectángulo a < x < b, c S y < d. La integral interior con respecto a y es a lo largo 
de franjas verticales desde y = c a y = d. Hay una de estas franjas para cada valor de x entre x = a y x= 
b. Por lo tanto, el valor de la integral interior depende del valor de x. Después de calcular la integral inte- 
rior con respecto a y, calculamos la integral exterior con respecto a x, lo que significa sumar las con- 
tribuciones de las franjas verticales individuales que forman el rectángulo (véase Fig. 15.15). 


y y y 


d 1 b (x, 0) 1 | 


Figura 15.15 Integración sobre un Figura 15.16 Integración sobre un Figura 15.17 Integración sobre un 
rectángulo usando franjas verticales. triángulo usando franjas verticales. triángulo usando franjas horizontales. 


Para la región triangular de la figura 15.14, la idea es la misma. La única diferencia es que las 
franjas verticales individuales ya no van todas de y = ¢ a y = d. La franja vertical que entra al trián- 
gulo en el punto (x, 0) sale del mismo en el punto (x, 1 — x), porque el borde superior del triángulo es 
la recta y = 1 — x. Véase la figura 15.16. De este modo, en esta franja vertical, y pasa de O a I — x. Por 
lo tanto, la integral interior es 


l=x 
| ô (x, y) dy. 


Por último, como hay una de estas integrales para cada valor de x entre 0 y1, la integral exterior va de O 
a 1. En consecuencia, la integral iterada que buscamos es 


BR? 1-x 
Masa = | ô (x, y) dydx. 
0 0 


Podríamos haber escogido para integrar el orden opuesto, manteniendo y fija en la integral interior en 
lugar de x. Los límites se forman al ver franjas horizontales en lugar de verticales y expresando l” 
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valores de x en los puntos de extremo en términos de y. Una franja horizontal típica va de x=0ax= 
I — y, y como los valores de y en su totalidad varían de O a 1, la integral iterada es 


l l-y 
Masa = j i ô (x, y) dxdy. 


—_ o 


Límites sobre integrales iteradas 


e Los límites en la integral exterior deben ser constantes. 


è Sila integral interior es con respecto a x, sus límites deben ser constantes o bien expresiones en 


términos de y, y viceversa. 


Ejemplo 4 Encontrar la masa M de una placa metálica R limitada por y = x y y = x ?. con densidad dada por ô (x, y) 
=1 + xy kg/m? (véase Fig. 15.18). 


y (1,1) 


Figura 15.18 Placa metálica 
con densidad ô (x, y). 


Solución La masa está dada por 


Masa = | ô(x y) da. 
JR 


Integramos primero franjas verticales; esto significa que hacemos primero la integral de v, que va de la 
frontera inferior y = x ? a la frontera superior y = x. El borde izquierdo de la región está en x =0yd 
borde derecho está en el punto de intersección de y = x y y = x ?, que es (1, 1). Por lo tanto, la coorde- 
nada x de las franjas verticales puede variar de x=0ax= 1, entonces la masa está dada por 


t fa | 
M= lx | al" | (1 + xy) dy dx. 


Al calcular la integral interior primero resulta 


: ' 1 Ml a Pe. 
“=i (] ¿Ar dy Jaes | (0125 pe | dx 


e 


Ejemplo 5 Una 


Solución 


Ence 
Imag 
circu 


decir 


dond 
97/12 
del ej 
despe 


Por l 

e 
consi: 
nemo 
0a3 


Se obi 
(297 


vadex=0ax= 


expresiones en 


ıd dada por ô (x, y) 


il de y, que va de la 
n estáenx=0 y el 
lo tanto, la coorde- 
dada por 
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Ejemplo 5 Una ciudad está construida a la orilla del mar en forma de una región semicircular de 3 km de radio. 
Encontrar la distancia promedio desde cualquier punto de la ciudad al océano. 
Solución Imagine el océano abajo del eje x en el plano xy y considere la ciudad como la mitad superior del disco 
circular de radio 3 limitado por x ? + y ? = 9 (véase Fig. 15.19). 
La distancia desde cualquier punto (x, y) de la ciudad al océano es la distancia vertical al eje x, es 
decir y. Por lo tanto, buscamos calcular 


Distancia promedio = sehi l y dA, 
Area (R) "R 


donde R es la región entre la mitad superior del círculo x? + y? = 9 y el eje x. El área de Res 7 3°/2 = 
97/2. Para calcular la integral tomemos la integral interior con respecto a y. Una franja vertical típica va 
del eje x, es decir y = 0, al semicírculo. El límite superior debe expresarse en términos de x, de modo que 
despejamos x? + y? = 9 para obtener y = V9 — x? . Como x varía de —3 a 3 en toda la región, la integral es: 


y 1 13 E 9 
l ya | qa] dx= E | Ja 
R Y) j 4-3 2 1v0 j 


l 
= — (18 — (-18)) = 18. 
z. (-18)) 


3 
l X | 
(9 — x2) d=> Ox ==3) La 
Por lo tanto, la distancia promedio es 18/(97 /2) = 4/77 km. 
¿Qué pasaría si escogemos integrar primero con respecto a x? Entonces obtenemos los límites al 
considerar franjas horizontales, no verticales, y de x? + y? = 9 despejamos x en términos de y. Obte- 
nemos x=- y9 — y? en el extremo izquierdo de la franja y x= y9 — y” a la derecha. Ahora y varía de 
0 a 3 y, por lo tanto, la integral se convierte en: 


t3 (YI \ 3 
| as y de] dy = | (ys 


` 


$ 
1 
EZ 


a=y9-1 1 


de 
dl 2y 49 y" dy 


1=-49-y ) 


2 | ) 
=-(9-y992| =-(0-27)=18. 
z ( y^) r 3! ) 


Se obtiene el mismo resultado que antes. En consecuencia, la distancia promedio al océano es 
(2/97 ))18 = 4/7 km. 


-3 (x. 0) 3 


Figura 15.19 La ciudad junto al océano mostrando una 
franja vertical típica y una franja horizontal típica. 


e 
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Ejemplo 6 


Solución 


Ejemplo 7 


Solución 


En los ejemplos vistos hasta aquí, se dio la región y el problema era determinar los límites para la 
integral iterada. A veces sólo se conocen los límites y lo que buscamos es determinar la región. 


1 


6 p2 
Trazar la región de integración de la integral iterada Í | xy y? +1 dy dx. 
¡EE 


exi 
La integral interior es con respecto a y, así que imaginamos franjas verticales que cruzan la región de 
integración. La parte inferior de cada franja es y = x / 3, una recta que pasa por el origen, y la parte supe- 
rior es y = 2, una recta horizontal. Como los límites de la integral exterior son O y 6, toda la región está 
contenida entre las rectas verticales x = 0 y x= 6. Observe que las rectas y = 2 y y = x /3 se encuentran 
donde x = 6. La región se muestra en la figura 15.20. 


y 
y=2 


(6, 2) 


Figura 15.20 Región de integración 
para el ejemplo 6. 


Inversión de orden de integración 


A veces puede ser útil invertir el orden de integración en una integral iterada. Es sorprendente que una 
integral difícil o imposible de calcular con los límites en un orden, pueda ser tan fácil en el otro. El 
siguiente ejemplo es uno de tales casos. 


A 


Evaluar 


6 — -— 
à | A «y y + 1 dy dx usando la región trazada en la figura 15.20. 
TA 


Puesto que y y +1 no tiene antiderivada elemental, no podemos calcular simbólicamente la integra 
interior. Intentémoslo invirtiendo el orden de integración. De la figura 15.20 vemos que las franjas ho- 
rizontales van de x = 0 a x = 3y. En toda la región, y varía de O a 2. Por lo tanto, cuando cambiamos el 
orden de integración resulta 

dv 


jn 2 
3 aea 
phs ii Í, 0 


Ahora podemos por lo menos hacer la integral interior porque conocemos la antiderivada de x. ¿Qué pasa 
con la integral exterior? 


y + 1 dx dy. 


3 


2 (y 2 ] r 
paagi (£ 77) 
le f x yY + 1 dx dy A > yy + s 


y 0 


x=3 SE: 
y? > 
dy = | — (y? + 112 dy. 
x=0 2 


=(yY9+1)%2 72 =1=28, 


Así, invertir el orden de integración hizo mucho más fácil el problema anterior. Observe que antes 
de invertir el orden es esencial trazar la región sobre la que se realiza la integración. 


Problemas para la. 


Para los pro 
l. p Y/x+ 
2. Calcule 
3. | (5x 

PES 
f 

4, i Ox + 

Para cada ur 
5. y 

2 as 

| 

0 — 
7. y 


Para los prot 


'3 f4 
No 
dl 40 


14. Consider 


a) Tra 
b) Esc 


Evalúe la int 


I fi 
e | t 
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yar los límites para la 
nar la región. 


Problemas para la sección 15.2 


Para los problemas del 1 al 4, evalúe la integral dada. 


e cruzan la región de l; s yx + y dA, donde R es el rectángulo0Sx<1,0<yS2, 
rigen, y la parte supe- 
6, toda la región está 2. Calcule la integral del problema 1 usando el otro orden de integración. 


'= x /3 se encuentran 1 
; |! (5x? + 1) sen 3y dA, donde R es el rectángulo -1 Sx < 1,0<y< 7/3. 


U 


P 


7 L (2x + 3y}? dA, donde R es el triángulo con vértices en (—1, 0), (0, 1) y (1, 0) 
e 


Para cada una de las regiones R en los problemas del 5 al 8, escriba ll f dA como una integral iterada, 
5. y 6. d 


0 - s - L x 


sorprendente que una 
n fácil en el otro. El 


licamente la integral 


os que las franjas ho- Para los problemas del 9 al 13, trace la región de integración y evalúe la integral. 
zuando cambiamos el pira Ñ [ ON 
9. h j e “dy dx 10. dodo e“ dy dx 11. [ l sen (x) dy dx 
ES "0 Fo 
3 ) rv 
ivada de x. ¿Qué pasa 12: | l a xy dx dy 13. ha EE 2xy dy dx 


de E 


14. Considere la integral | g(x, y) dx dy. 


0s 0 
a) Trace la región sobre la que se efectúa la integración. 
b) Escriba la integral con el orden de integración invertido. 


2/2 dy. 


Evalúe la integral en los problemas 15, 16 y 17, invirtiendo el orden de integración. 
24 dx dy 
Yi 


P] | T 3 Ñ P] 
> a ; ve 2 , 
15. desa: e” dx dy 16. j 1. Y Sen (x?) dx dy iJ: le 


ar. Observe que antes 
n. 
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30. En realid 


O p2x+8 4 e2x+8 
18. Invierta el orden de integración fi f f(x, y)dy dx +Í | f(x, y)dy dx . como suj 
Tii Deg Suponga 
Para los problemas 19, 20 y 21 formule, pero no evalúe, una integral iterada para el volumen del sólido. 0) al otrc 
mente pr 


19. Bajo la gráfica de f (x, y) = 25 — x ? — y? y arriba del plano xy. 
20. Abajo de la gráfica de f (x, v) = 25 — x? — y ? y arriba del plano z = 16. 
21. La pirámide de tres lados cuya base está en el plano xy y cuyos tres lados son los planos verticales 


y =0 y v—x=4, y el plano inclinado 2x + y + z = 4. Identifig 

P 22,23 y 2 1 volumen de la región dad vions 

ara los problemas 22, 23 y 24, encuentre el volumen de la región dada. compare 
22. Bajo la gráfica de f (x, y) = xy y arriba del cuadrado 0 < x < 2, O <S y < 2 en el plano xy. 

i 15.3 INTEGRAL 


23. El sólido entre los planos z = 3x + 2y + 1 y z = x + y, y arriba del triángulo con vértices (1, 0, 0), 
(2, 2, 0) y (0, 1, 0) en el plano xy. Véase la figura 15.21. 


Una función 

misma mane 

E De nueva ci 
regiones, lue 

luego suman 

ES dividimos cé 
se muestra e 


z=3x+2y+1 


Figura 15.21 


24. La región R acotada por la gráfica de ax + by + cz = 1 y los planos coordenados. Suponga que a, b 

y c son positivas. 
25. Encuentre el promedio de distancia al eje x para los puntos de la región limitada por el eje x y la gé- 

fica de y = x — x?. El volu 
26. Demuestre que, para un triángulo rectángulo, la distancia promedio desde cualquier punto del trián- 

gulo a uno de los catetos es un tercio de la longitud del otro cateto. (Los catetos de un triángulo rec 


tángulo son los dos lados que no son la hipotenusa.) donde Ax = 
(X; Yp ze 
„| pl ; el pe 
27. Evalúe Í Í sen(x")dx dy 28. Evalúe | | — dx dy. 
0% ¿0 ee lnx 
29. Con frecuencia, en los aeropuertos, las puertas de salida están alineadas en una terminal como pur Si f es coni 
tos a lo largo de una recta. Si una persona llega a una puerta y tiene que llegar otra para abordar un 
vuelo de enlace, ¿qué proporción de la longitud de la terminal tendrá que caminar, en promedio! gral definid 


Esto puede modelarse si se seleccionan de manera aleatoria dos números, 0 Sx<1y0<y<ly 
se calcula el valor promedio de |x — y |. Utilice una doble integral para demostrar que, en promedio, 
la persona tiene que caminar 1/3 de la longitud de la terminal. 


dy dx, 


ra el volumen del sólido. 


son los planos verticales 


n el plano xy. 


lo con vértices (1, 0, 0), 


ados. Suponga que a, b 
ada por el eje x y la grá- 


alquier punto del trián- 
tos de un triángulo rec- 


na terminal como pun- 
ar otra para abordar un 
aminar, en promedio? 
SxSly0sysl,y 
trar que, en promedio, 
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30. En realidad, en el problema 29, las puertas de la terminal no están ubicadas continuamente de O a 1, 
como supusimos. Sólo hay un número finito de puertas y es probable que estén a distancias iguales. 
Supongamos que hay n + 1 puertas ubicadas a 1/n de distancia de un extremo de la terminal (xy = 


0) al otro (x, = 1). Si suponemos que todos los pares (i, j ) de puertas de llegada y salida son igual- 
mente probables, demuestre que 


Promedio de distancia entre dos puertas = > y y 
n+l) ; 
i=0 ¿¡=0 
Identifique esta suma, aproximada (pero no exactamente), con una suma de Riemann de n subdi- 
visiones para el integrando empleado en el problema 29. Calcule esta suma paran=5yn=10y 


compare con la respuesta de 1/3 obtenida en el problema 29. 


INTEGRALES TRIPLES 


I j 
n n 


Una función continua de tres variables puede integrarse en una región sólida W en el espacio, de la 
misma manera que una función de dos variables se integra sobre una región plana en dos dimensiones. 
De nueva cuenta, comenzamos con una suma de Riemann, Primero subdividimos W en pequeñas 
regiones, luego multiplicamos el volumen de cada región por un valor de la función de esa región y 
luego sumamos los resultados. Por ejemplo, si W es la cajaa Sx Sb. c <y<d,p <z <q, entonces sub- 
dividimos cada lado en /, m y n partes, seccionando por lo tanto a W en mn cajas más pequeñas, como 
se muestra en la figura 15.22. 


p 


Figura 15.22  Subdivisión de 
una caja en tres dimensiones. 


El volumen de cada cajita es 
AV = AxAvaz, 


donde Ax = (b — ay/l, Ay = (d — c)/m, y Az = (q — p)n. Al usar esta subdivisión, escogemos un punto 
(X> Yp 7) en la ijk -ésima cajita y hacemos una suma de Riemann 


pa (X Yj 24) AY 


pk 
Si f es EL conforme Ax, Ay y Az se aproximan a 0, esta suma de Riemann se aproxima a la inte- 


gral definida, ! 


f dV, llamada integral triple, que se define como 
{ fdV= lím y A dy» 24) AV. 


I m, n e 
nj k 
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Como en el caso de una integral doble, podemos evaluar esta integral como una integral iterada: Por lo tanto 


Integral triple como una integral iterada 
b 


¡ Hd 
| fdV= i | | | f(x, y, 2) dx dy ) de, 


donde y y z se tratan como constantes en la integral interior (dx), y z se trata como una constante 
en la integral de en medio (dy). La integración puede efectuarse en cualquier orden. 


Ejemplo 1 Un cubo C tiene lados de 4 cm de longitud y está hecho con un material de densidad variable. Si un vér- 
tice está en el origen y los vértices adyacentes están en los ejes positivos x, y y z, entonces la densidad 
(en gm/cmó) en el punto (x, y, z) es ô (x, y, z) = 1 + xyz gm/cm”. Encontrar la masa del cubo. 


Solución Considere un pedacito AV del cubo, suficientemente pequeño para que la densidad permanezca casi 
constante sobre él. Entonces 
Masa de un pedacito = Densidad - Volumen = ô (x, y, z) AV. 


Para obtener la masa total, sumamos las masas de los pedacitos y tomamos el límite conforme AV > 0. 
| Por lo tanto, la masa es la integral triple 


ETETE. 4p 
B (1 + xyz) dx dy dz = | | 
o do do Jo Jo 


x=4 
dy dz 


x=0 | nn 


M= 


dV = ii 
lc 2 


"4 


Ejemplo 3 Formul 
dz = 576 gm. 
J0 (10 GAZ jag gm la dens 


.4p4 > 
À Í Í, (4 + 8yz) dy dz = l [4y + 4y°z] se dz= 


Ejemplo 2 Expresar el volumen del edificio descrito en el ejemplo 1 de la página 236 como una integral triple. 


Solución El edificio está descrito por 0 S x < 8, 0 S y < 16, y 0 <z S 12 — x /4 — y /8 (véase Fig. 15.23). Para 
encontrar su volumen, lo dividimos en pequeños cubos de volumen AV = Ax Ay Az y sumamos. 
Primero formamos una columna vertical de cubos sobre el punto (x, y, 0). Esta columna va de z =0a 
2=12-x/4-y/8, y 


Volumen de la columna vertical = y AV = y AxAyAz = (y Az Ax Ay. 


A continuación alineamos estas columnas en forma paralela al eje y para formar una rebanada desde y= 


0 a y = 16. Por lo tanto Solución El cono 


Volumen de la rebanada = y y AzAy Ax. mente ĝ 


Por último, alineamos las rebanadas a lo largo del eje x desde x = O hasta x = 8 y sumamos sus 
volúmenes, para obtener 


Volumen del edificio = > > De Az Ay Ax. Hay una 


l iterada: 


anstante 


. Si un vér- 
a densidad 


:nezca casi 


we AV >O. 


gm. 


triple. 


1.23). Para 
sumamos. 
dez=0a 


desde y = 


amos sus 
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Por lo tanto, en el límite, 


8 (16 f 12-x/4-v/8 
Volumen del edificio = i [ | 1 dz dy dx. 


d 0 


(0, 0, 12) 


(0, 16, 10) 
(8, 0, 10) 


(8, 16, 8) 
(8, 0, 8) 4 


(0, 16, 0) 


Figura 15.23 Volumen del edificio como integral triple. 


Ejemplo 3 Formular una integral iterada para calcular la masa del cono sólido limitado por z = Vx" + y y z=3, si 


Solución 


la densidad está dada por ô (x, y, 2) =z. 


Figura 15.24 


El cono se muestra en la figura 15.24. Descomponemos el cono en pequeños cubos de volumen AV = 
Ax Ay Az, en los que la densidad es aproximadamente constante. La masa de cada cubo es aproximada- 
mente ô (x, y, 2) Ax Ay Az. El hecho de acomodar los cubos en columnas verticales sobre el punto (x, y, 
0) comenzando en el cono a la altura z = Vx? + y y subiendo a z = 3, indica que la integral interior es 


3 3 


_— S(x y, jan it 52 2. 
ys y y~ 


Hay una columna para cada punto del plano xy en la sombra proyectada por el cono. Como el cono z = 
Vx? + y? corta al plano horizontal z = 3 en el círculo 1? + y? = 9, esto quiere decir que hay una columna 
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para toda (x, y) en la arenon x?+y?<9. Al alinear las columnas en forma paralela al eje y resulta una 
rebanada de y = ~ 49 y? ay= V9 — y?, para cada valor fijo de x. Por lo tanto, los límites en la integral 


intermedia son 
PEET 3 


IE IVE Fy 
Por último, hay una rebanada para cada x entre —3 y 3, así que la integral que buscamos es 


" 3 P y9? 3 
| z dz dy dx. 
34-19-22 ¿Viv 


Observe que para establecer los límites en las dos integrales exteriores seguimos el mismo proce- 
dimiento que al establecer los límites para una doble integral sobre la región x? + y? < 9. 


Como se ilustra en el ejemplo anterior, para una región W contenida entre dos superficies, los límites 
interiores corresponden a estas superficies. Los límites medio y exterior aseguran que se integra sobre la 
“sombra” de W en el plano xy. 


Límites sobre integrales triples 


e Los límites para la integral exterior son constantes. 


e En los límites para la integral media sólo interviene una variable (la de la integral exterior). 
e En los límites para la integral interior intervienen dos variables (las de las dos integrales exte- 
riores). 


Problemas para la sección 15.3 


En los problemas del 1 al 4, encuentre las integrales triples de las funciones dadas sobre las regiones 
dadas. 
fx y 2)=x*+5y?-z, Wes la caja rectangular 0 < x < 2, -1S y S 1,2 <z <3. 
2. f œŒ y z)= sen x cos(y +z), W es el cubo O0SxSm,,OSySTm,OSZST. 
. h(x, y z)=ax + by + cz, Wes la caja rectangular 0 <x < 1,0 <y <1,0<z<2. 
4. fœ, y z)=e 5, W es la caja rectangular con vértices en (0, 0, 0), (a, O, 0), (0, b, 0), y (0, 0, o). 


Para los problemas del 5 al 11 describa o trace la región de integración para las integrales triples. Si los 
límites no tienen sentido, diga por qué. 


e N Gaay nfs 
5. E i le f (x, y, z) dz dy dx 6. , ' j f œ y, z2) dz dy dx 15.4 
po y 
7. i l 1 y Ddzdy dr 8. j pe e f (x, y, z) dz dxd 
Pza fa 
ý | lg AN $ 6% y, 2) de dx dy. 10. f l ji f (% y, 2) de dy dx 


15. Forn 

cion: 
El movin 
punto, el 
entonces 


donde m 
16. Uns 
=x+ 
yx) 
17. Encu 
y/2- 
El momet 
lar alrede: 
inercia de 
de los eje 


l 


Utilice esi 
18. Encu 
O<x 
19. Encu 
-C S; 


20. Deno 


ejes x 


INTEGRA 


Existen mi 
tal. Un eje 
aproximar 
esta secció 
turístico). 


ela al eje y resulta una 
as límites en la integral 


ie buscamos es 


uimos el mismo proce- 
-y 59, 


m 


s superficies, los límites 
1 que se integra sobre la 


integral exterior). 
; dos integrales exte- 


O 
AA + AAA 


ladas sobre las regiones 


SO. 


252. 
0), (0, b, 0), y (0, 0, ©. 
¡integrales triples. Si los 


dy dx 


f (x, y, z) dz dx d 


ES 


y dz dy dx 
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j vi -x Va- 
1. | i | f (x y, z) dz dy dx 


12. Encuentre el volumen de la pirámide con base en el plano z = —6 y lados formados por los tres 
planos y=0, y=x=4y2x+y+2=4. 

13. Encuentre la masa del sólido limitado por el plano xv, el plano yz, el plano xz y el plano (x /3) + 
(y 12) + (2/6) = 1, si la densidad del sólido está dada por (x, y, z) =x +v. 

14. Encuentre el valor promedio de la suma de los cuadrados de tres números x, y, z, donde cada número 
está entre 0 y 2. 


15. Formule, pero no evalúe, una integral iterada para el volumen del sólido formado por las intersec- 
ciones de los cilindros x2+3y2=1y14+22=1. 

El movimiento de un objeto sólido se puede analizar considerando la masa como concentrada en un solo 

punto, el centro de masa. Si el objeto tiene densidad p(x, y, z) en el punto (x, y, z) y ocupa una región W, 

entonces las coordenadas (x, y, Z) del centro de masa están dadas por 


t=] xpdV y=] ypdV T= t zpdV 
maw man 


m dW 
donde m=} p dV es la masa total del cuerpo. Utilice estas definiciones para los problemas 16 y 17. 
16. Un sólido está limitado abajo por el cuadrado z = 0,0 <x <1,0< y< l y arriba por la superficie z 
=x+y+ l. Encuentre la masa total y las coordenadas del centro de masa si la densidad es 1 gm/em* 
yx, y, z se miden en centímetros. 
17. Encuentre el centro de masa del tetracdro que está acotado por los planos x, y y z y el plano x + 
y 12 +2 1/3 = 1. Suponga que la densidad es ] em/cm*, 
El momento de inercia de un cuerpo sólido, alrededor de un eje en el espacio, indica la aceleración angu- 
lar alrededor de este eje para un momento de torsión (fuerza que tuerce al cuerpo). Los momentos de 


inercia de un cuerpo de densidad constante y masa m, que ocupa una región W de volumen Y alrededor 
de los ejes coordenados están definidos por 


, ! , 5 
e n ls O +22) dV l= T A Q? +2) dV I= i Jy ARA AV 


Utilice estas definiciones para los problemas 18, 19 y 20. 


18. Encuentre el momento de inercia alrededor del eje z del sólido rectangular de masa m dado por 
0Sx<1,0<y<2,0<72<3. 

19. Encuentre el momento de inercia alrededor del eje x del sólido rectangular =a < x< a, =h £ y < b y 
=C Sz Sc de masa m. 


20. Denotemos por a, b y c los momentos de inercia de un objeto sólido homogénco alrededor de los 
ejes x, y y z, respectivamente. Explique por qué a + b > ec. 


INTEGRACIÓN NUMÉRICA: EL MÉTODO DE MONTECARLO 


E A A a 


Existen muchas integrales definidas de una variable donde el integrando no tiene antiderivada elemen- 
tal. Un ejemplo conocido es | į e" dx. Existen también integrales dobles y triples insolubles. Se pueden 
aproximar por sumas de Riemann o por una variante de la regla de Simpson (véase el problema 10). En 


esta sección damos un método opcional que recibe el nombre de método de Montecarlo (por el centro 
turístico). 


250 CAPÍTULO QUINCE / INTEGRACIÓN DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 


Ejemplo de una variable 


Consideremos la integral ll a x? dx, cuyo valor, según sabemos, es 1/3. Ahora lo aproximaremos en forma 
probabilística. Graficamos la función y = x? en el cuadrado OS x<1,0<ySl y lanzamos dardos al 
cuadrado. Esperamos que algunos dardos se claven arriba de la curva y otros abajo. La fracción de los 
dardos que se claven abajo de la curva es un estimado de la proporción entre el área bajo la curva y el 
área del cuadrado. Ésta es la base del método de Montecarlo. 


Li 

los leng 

Ejemplo 1 Aproximar la integral j t x? dx usando el método de Montecarlo. número 
uno se ( 

Solución Si seleccionamos al azar puntos del cuadrado unitario de la figura 15.25, esperamos que la relación es igual 
entre el número de puntos de la región R, por ejemplo, Np, y el número total de puntos, N, aproxime bajo la ] 


la integral: 
1 
2 i 
Na ¿e dx y | 


x? dx 


N Área del cuadrado unitario +0 


Como estamos seleccionando los puntos al azar no podemos esperar obtener la misma proporción todo 
el tiempo, pero conforme aumenta el número de puntos, la aproximación debe mejorar. La tabla 159 
muestra los valores de N¿/N para seis intentos diferentes cada uno con N = 50 puntos. Éstos, y todos los 
demás intentos subsecuentes, se obtuvieron usando un programa de computadora para generar puntos al 
azar en la región y contando cuántos cayeron dentro de R. 


TABLA 15.9 Seis intentos, cada uno con N = 50 puntos 


Un ejemplo de 


Se puede 


Ejemplo 2 Utilizar ı 
Figura 15.25 Región cuya área es | o% dx 
como fracción del cuadrado unitario. 


Estas aproximaciones son particularmente buenas. Su promedio es 0.33, que tiene dos dígitos de 


precisión. Si se repite este proceso otra vez para N = 50 se obtienen los resultados de la tabla 15.10. Solución Esta inte; 


lat. 


z=€ 
TABLA 15.10 Seis intentos más para N = 50 puntos s1,0<) 
condiciór 
[nso] ni o2 EE O A 6) 
Observe que el promedio de éstos es 0.347, que no es tan cercano como el verdadero valor de 1/3 Si Ny de} 


de antes, pero recuerde que éste es un proceso aleatorio. Cada vez que se repita esperamos un result 
do diferente. Para continuar con este ejemplo, ahora omar! x? dx tomando valores cada vez 
mayores de N, por ejemplo N = 10, 100, 1000 y 10 000. Los resultados de un experimento de compu- 
tadora aparecen en la tabla 15.11, pero si realizamos un experimento semejante es probable que los 
resultados sean ligeramente diferentes. De cualquier modo, es evidente que conforme N aumenta, la 
relación se acerca más al valor exacto de 1/3. 


ximaremos en forma 

lanzamos dardos al 
>). La fracción de los 
za bajo la curva y el 


nos que la relación 
untos, N, aproxime 


na proporción todo 
jorar. La tabla 15.9 
s. Estos, y todos los 
a generar puntos al 


m N = 50 puntos 


ne dos dígitos de 
la tabla 15,10. 


idero valor de 1/3 
ramos un resulta- 
valores cada vez 
nento de compu- 
probable que los 
1 N aumenta, la 
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TABLA 15.11 Valor de Nę/ N a medida que N aumenta 


0.2000 0.3400 0.3250 0.3343 


La base del método de Montecarlo es la generación de números aleatorios. Por fortuna, casi todos 
los lenguajes de programación de computadoras cuentan con un generador de números aleatorios. Dos 
números aleatorios cualesquiera, x y y, entre O y 1, dan un punto (x, y ) en el cuadrado unitario. Entonces 
uno se cerciora de si y S x?. Si esto es cierto, el punto está en la región bajo la parábola. Suponemos que 
es igualmente probable que se escoja cada punto, lo cual hace posible que calculemos el área de la región 
bajo la parábola por el siguiente método. 


Método de Montecarlo para calcular una integral 


Supongamos que la integral [e f(x) dx está dada por el área de una región, R. Encierre la región 
en un rectángulo de área A. Si se escogen al azar N puntos de A y Np de ellos caen en la región R, 
entonces esperamos que 


NeR Área (R) >. ff dx 
N  Área(A)  Área(A) ` 


Un ejemplo de dos variables 


Se puede ampliar la idea del método de Montecarlo para evaluar integrales de más de una variable. 


Ejemplo 2 Utilizar un método de Montecarlo para aproximar la integral doble 


Solución 


} 1 
tel a 
| | e™™ +) dx dy. 
to o 


Esta integral expresa el volumen de la región W arriba del cuadrado unitario y abajo de la gráfica de 
¿=e (+13, Como el volumen que estamos considerando está contenido en el cubo C dado porO<x 
<1,0<y<1,y0<z< 1, contamos puntos de la forma (x, y, z) que estén en el cubo y satisfagan la 
condición 


Osses), 


Si Nọ de los N puntos escogidos al azar satisfacen esta condición, entonces, como Vol(C) = 1, tenemos 


Maug O 


Ifl 
= vaw =| | e~ +Y) dy dy. 
N VAO odo i 
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TABLA 15.12 Diez intentos, cada uno con N = 100 
En los 


precisi 
7. La 


10. A 
un 


La tabla 15.12 muestra cl valor de N¿/N para diez intentos de N = 100 puntos cada uno. El promedio 1 
de los diez valores N¿/ N es 0.563. Tomamos esto como un valor aproximado de la integral. Al tomar dif 
N = 10 000 resulta de 


| | N 
j e ur 'dx dy = —— 0.5654. 
' APA ) P 15.5 INTEGI 
Esto es consistente con la estimación hecha en el ejemplo 2 de la página 228. eee ee 
Cuando se use el método de Montecarlo, es importante seleccionar una pequeña caja C que con- 
tenga totalmente a la región W. Por intuición, cuanto mejor sea el ajuste entre los dos volúmenes, se 


necesitan menos puntos aleatorios para obtener una aproximación razonable. De hecho, el problema más Integración el 


grande con el método de Montecarlo es encontrar una caja rectangular suficientemente pequeña que Este ca 
encierre el volumen. 
para cal 
retícula 


Problemas para la sección 15.4 Ejemplo 1 Un biól 


en secto 
millone: 


Para resolver los problemas del 1 al 9 necesita una computadora o calculadora que genere números 
aleatorios. 

1. Utilice un método de Montecarlo para aproximar la integral | o VI =X dx. Explique geométricamente 
por qué su respuesta indica una aproximación para 7/4, 
Utilice un método de Montecarlo para aproximar la integral ) |, e dx. 
Aproxime la integral | E fi = e" dx dy a cuatro lugares decimales. 
Aproxime la integral | > È = xy" dx dy a dos lugares decimales. 


Aproxime la integral f f : = x seny dx dy y compare su resultado a la respuesta exacta. 


ON M O a Da 


Explique por qué el método de Montecarlo no sirve para aproximar la integral ja pp =a dx dy. 
En el método de Montecarlo, descrito en el texto, generamos tercias de números aleatorios y evaluamos 
la función en los primeros dos números para calcular una integral doble. Aquí está otro método de 
Montecarlo que exige sólo pares de números aleatorios. Recuerde que 


Valor promedio de _ l | fx, y) dx dy Song 
== ———| fy y. olució 
f(x, y) en R Área (R) +R n Para obte 
y i sector. A 
Puede calcularse el valor promedio de f si se escogen N puntos, (x,, y,), al azar en R, se suman los va tienenia 
lores de f en aquellos puntos y se divide entre N, con lo que resulta 
E 
[i 
A > N ial Ji yi) 
De esta manera, obtenemos la aproximación y los sect 


R fdA= Área (R )-A 


1uno. El promedio 
integral. Al tomar 


ña caja C que con- 
dos volúmenes, se 
10, el problema más 
nente pequeña que 


ue genere números 


ue geométricamente 


ta exacta. 

| aja =x" dx dy. 
atorios y evaluamos 
stá otro método de 


R, se suman los va- 
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En los problemas 7, 8 y 9 utilice este método para aproximar las integrales a dos lugares decimales de 
precisión. 
7. La integral del problema 3. 8. La integral del problema 4. 9. La integral del problema 5. 

10. A continuación, se presenta una manera de emplear dos veces la regla de Simpson para aproximar 
una integral definida. Supongamos que la integral es ÍÌ J$ = Vx" + y "dx dy. Utilice la regla de Simp- 
son con Ay = 1 para aproximar la integral interior cuando x permanece fija en 1. Repita para x = 
1.5,2, 2.5, 3, 3.5, 4, 4,5, 5. Ahora tenemos aproximaciones para la integral interior en nueve valores 
diferentes de x. Utilice otra vez la regla de Simpson con Ax = 1, usando los nueve valores diferentes 
de la integral interior para aproximar la integral exterior (y, por lo tanto, toda la integral doble). 


15.5 INTEGRALES DOBLES EN COORDENADAS POLARES 


Integración en coordenadas polares 


Este capítulo se inició colocando una cuadrícula rectangular sobre el mapa de densidad de población, 
para calcular la población total usando una suma de Riemann. Hay ocasiones, sin embargo, en que una 
retícula polar es más conveniente. En el apéndice G se incluye un repaso de las coordenadas polares. 


Ejemplo 1 Un biólogo que estudia la población de insectos que hay alrededor de un lago circular divide la zona 
en sectores polares, como en la figura 15.26. La densidad de población de cada sector se muestra en 
millones por km cuadrado. Calcular la población total de insectos que hay alrededor del lago. 


Río 


Figura 15.26 Lago infestado de insectos 
mostrando la densidad de población de 
insectos por sector. 


Solución Para obtener nuestro cálculo multiplicamos la densidad de población de cada sector por el área de ese 
sector. A diferencia de los rectángulos de una cuadrícula rectangular, los sectores en esta retícula no 
tienen todos la misma área. Los sectores interiores tienen área de 


Sr 


l (132 112?) = PE = 3.93 kmž, 


g 


y los sectores exteriores, de 


} 17 
42 2 = = 5. 2 
7 (7 73?) 4 5.50 km4, 
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así que calculamos 
Población (20) (3.93) + (17B.93) + (14.93) + (1783.93) + 
(136.50) + (1015.50) + (875.50) + (10)5.50) 


493 millones de insectos 


t 


vi 


¿Qué es dA en coordenadas polares? 


En el ejemplo anterior se empleó una retícula polar en lugar de una rectangular; esta última se traza con 
líneas verticales y horizontales correspondientes a x = k (una constante) y y = l (otra constante), respec- 
tivamente. En coordenadas polares, si se hace r = k resulta un círculo de radio k con centro en el origen 
y si se hace q = l se obtiene un rayo que emana desde el origen (a un ángulo / con el eje x ). Con estos 
círculos y rayos se traza una retícula polar. La figura 15.27 muestra una subdivisión de la región polar a 
<r <b, œs 085 f, usando n subdivisiones en cada dirección. Este rectángulo curvo es la clase de región 
que está representada naturalmente en coordenadas polares. 
En general, dividir R como se muestra en la figura 15.27, produce una suma de Riemann: 


y Fr, q; ) AA. 


EJ 
Sin embargo, calcular el área AA es más complicado en coordenadas polares que en coordenadas carte- 
sianas. La figura 15.28 muestra AA. Si Ar y A8 son pequeñas, la región sombreada es aproximadamente 


un rectángulo con lados r A9 y Ar, así que 
AA = rABAr. 


Arco de círculo 
de radio 7 


X 


Figura 15.28 Cálculo del área AA en 
coordenadas polares. 


Figura 15.27 División de una región 
usando retícula polar. 


Por lo tanto, la suma de Riemann es aproximadamente 
) Fr, 6, ) r, A9 Ar. 
1) 


Si tomamos el límite a medida que Ar y A8 se aproximan a 0, obtenemos 


A e Bl 
i fdA= | | fir 0) r dr d6. 


a 


Al calcular integrales en coordenadas polares, hagamos dA = r dr d8, o bien, dA = r d8 dr. 


o 


Ejemplo 2 Calcular 


Solución La región 
r= Vr} 


Entonces, 


eae e e e o a 


Ejemplo 3 Para cada 1 
Con base e 


a) 


Solución a) Como se 
Opción. E 


b) Uncíra 
describi 


3) + 


sta última se traza con 
tra constante), respec- 
on centro en el origen 
m el eje x ). Con estos 
ón de la región polar a 
ro es la clase de región 


de Riemann: 


en coordenadas carte- 
a es aproximadamente 


Arco de círculo 
de radio r 


—_—_—___—_———— A 
álculo del área AA en 
das polares. 


A =rd8 dr. | 
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Ejemplo 2 Calcular la integral de f (x, y) = 1/(x 2 + y 292 sobre la región R que se muestra en la figura 15.29. 


y 


X 


Figura 15.29 Integrar f 
sobre la región polar. 


Solución La región R está descrita por las desigualdades 1 < r < 2, 0 < 0 < 7/4. En coordenadas polares, 
r= Va? + y?, de modo que podemos escribir f como 


l l 
fœ) =-am 


Entonces, ni4 f2 E7 mn 
| fdA = | | 4 rdr d8 = | | r? ar) d8 
R J0 V a J0 J ] J 
i r= | ni4 1 PS 
z| -+ „i d0=|, 54105 


Ejemplo 3 Para cada región de la figura 15.30, diga si conviene integrar usando coordenadas polares o cartesianas. 
Con base en su forma, escribir una integral iterada de una función ordinaria f (x, y ) sobre la región. 
a) y b) y c) y d) y 

3 3 2 


A 


Figura 15.30 


Solución a) Como se trata de una región rectangular, las coordenadas cartesianas serán seguramente la mejor 
opción. El rectángulo está descrito por las desigualdades 1 < x < 3 y —1 < y S 2, así que la integral es 


4-1 f f y) dx dy. 


b) Un círculo se describe mejor en coordenadas polares. El radio es 3, así que r varía entre O y 3, y para 
describir todo el círculo, O va de O a 27. La integral es 


27 3 
ji k f(r cos 8, y sen 6) r dr d0. 
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c) La frontera inferior de este trapezoide es la recta y = (x /2) — 1 y la superior la recta y = 3, así que 
usamos coordenadas cartesianas. Si integramos primero con respecto a y, el límite inferior para la 
integral es (x /2) — 1 y el límite superior es 3. Los límites en x son x = 0 y x= 2. Por lo tanto la inte- 
gral es 

| 2 p3 
| (x, y) dy dx. 
0 e &/2)-1 fœ yad 

d) Ésta es otra región polar: es una parte de un anillo en que r va de 1 a 2. Como está en el segundo 

cuadrante, O va de 7/2 a m. La integral es 


us 


| f(r cos 0, r sen 0) r dr d0. 


van 


Problemas para la sección 15.5 


Para cada una de las regiones R de los problemas del 1 al 4, escriba Je f dA como integral iterada en 
coordenadas polares. 


l. a) PA y (km) 
Éi 
] 
X 
E: 
X 
-1 | 
Figura 15.31 Figura 15.32 
3. BI 4. ) 
Pa 0.5 
: ES 
-\2 W p: 
md t 
-V2 0.5 
Figura 15.33 Figura 15.34 
Trace la región sobre la que se calculan las integrales de los problemas del 5 al 11. 
2x 2 R | 
5. | | f(r, 0) r dr dO. 6. ha do f(r,0) r dr dð. 
la "| Ñ EFNI 
7. | |, £0,0) r drao. 8. |), 100rd0d,. 
Plá | l / cos TÍ 2/senó 
9. j > $(,0)rdrdó. o A | f(r.0) r dr de. 
' y m 1) 


a) 
b) 
c) 


Convier 


15. 


18. En 


19. Un 


a) 
b) 


c) 


22. Ein 


cuy; 
<0 


ri 


r la recta y = 3, así que 
el límite inferior para la 
= 2, Por lo tanto la inte- 


omo está en el segundo 


omo integral iterada en 


lı 


rdr de 
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4 rn 
Ll. | l f(r, 0)rd0adr. 
d -rh 


12. Evalúe A sen(x? + y?) dA, donde R es el disco de radio 2 con centro en el origen. 


13. Evalúe y (x? — y?) dA, donde R es la región del primer cuadrante entre los círculos de radio 1 y 
radio 2. 


14. Considere la integral le j? n Í( y) dy dx. 
a) Trace la región R sobre la que se realiza la integración. 
b) Reescriba la integral con el orden de integración invertido. 
c) Reescriba la integral en coordenadas polares. 


Convierta las integrales de los problemas 15, 16 y 17 a coordenadas polares y evalúe. 


E, VI py le x 
; = dy dx 
15. a x dy dx 16. E l xy dx dy 17. Jola z 


18. Encuentre el volumen de la región entre f (x, y) = 25 — xX? — y? y el plano xy. 


19. Un cono de helado puede modelarse por la región limitada por el hemisferio z = y o -y7 y el 
cono z = Vx? + y?, Encuentre su volumen. 

20. Un disco de 5 cm de radio tiene densidad de 10 g/cm? en su centro, de O en su borde, y su densidad 
es una función lineal de la distancia desde el centro. Encuentre la masa del disco. 

21. Una ciudad frente al océano rodea una bahía como se muestra en la figura 15,35. La densidad de 
población de la ciudad (en miles de personas por km cuadrado) está dada por la función ô (z 6), 
donde r y O son coordenadas polares con respecto a los ejes x y y mostrados, y las distancias indi- 
cadas en el eje y están en kilómetros. 


y (km) 
4 
PM Océano 
| 


x (km) 


“Bahía 


Figura 15.35 


a) Formule una integral iterada en coordenadas polares para obtener la población total de la ciudad. 
b) La densidad de población disminuye cuanto más se aleja de la orilla de la bahía; también dis- 
minuye cuanto más lejos se viva del mar. ¿Cuál de las siguientes funciones describe mejor 
esta situación? 
1) Ó(r,0)=(4-r)JQ+c0s 0) ii) 0(r,0)=(4-r)Q + sen 8) 
iii) 0(r,0)=(r+4)JQ+co0s 0) 
c) Calcule la población usando sus respuestas a los incisos a y b. 


22. El muelle de un reloj está de costado sobre una mesa; está hecho de un fleje de acero enrollado 
cuya altura es 0.2 pulgadas sobre la mesa. El borde interior es la espiral r = 0.25 + 0.48, donde O 
S 0 < 7/4 (de modo que la espiral realiza dos vueltas completas). El borde exterior está dado por 
r = 0.26 + 0.046. Encuentre el volumen del resorte. 
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15.6 INTEGRALES EN COORDENADAS CILÍNDRICAS Y ESFÉRICAS 


Algunas integrales dobles son más fáciles de evaluar en coordenadas polares y no en cartesianas. De 
igual manera, algunas integrales triples son más fáciles en coordenadas que no son cartesianas. 


Coordenadas cilíndricas 


Las coordenadas cilíndricas de un punto (x, y, z ) en el espacio se obtienen representando las coordenadas 
x y y en coordenadas polares, y haciendo que la coordenada z sea la coordenada z del sistema de coor- 
denadas cartesiano (véase Fig. 15.36). 


Relación entre coordenadas cartesianas y cilíndricas 


Cada punto en el espacio puede representarse usando 0 <$ r < œ, 0 < O< 27m, —> < z < œ, 
c = rcos 6, 
= rsen 6, 


= ? 
Sd 


Al igual que con coordenadas polares en el plano, observe que x? + y? = +“. 


(r, 0, 0) 


Figura 15.36 Coordenadas 
cilíndricas: (z 6, 2). 


Una manera útil de visualizar las coordenadas cilíndricas es trazar las superficies obtenidas hacien- 
do una de las coordenadas igual a una constante. Véanse las figuras 15.37 a la 15.39. 


r=1 


Figura 15.37 Las superficies Figura 15.38 Las superficies Figura 15.39 Las superficies 
r=lyr=2. 0=1/4 y 0=3714. z=-lyz=3. 
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15.6 INTEGRALES EN COORDENADAS CILINDRICAS Y ESFÉRICAS 259 


Al hacer r = c (donde c es una constante) se obtiene un cilindro alrededor del eje z cuyo radio es c. 
Al hacer 0 = c resulta un semiplano perpendicular al plano xy, con un borde a lo largo del eje z, hacien- 
do un ángulo c con el eje x. Al hacer z = c se obtiene un plano horizontal a lc | unidades del plano xy. 
Estas superficies reciben el nombre de superficies fundamentales. 

Las regiones que se pueden describir más fácilmente en coordenadas cilíndricas son aquéllas cuyas 
fronteras son tales superficies fundamentales. (Por ejemplo, cilindros verticales, o partes de cilindros ver- 
ticales en forma de cuña.) 


Ejemplo 1 Describir, en coordenadas cilíndricas, una rebanada de queso cortada de un cilindro de 4 cm de altura y 
6 cm de radio; la rebanada subtiende un ángulo de 7/6 en el centro (véase Fig. 15.40). 


Solución La rebanada está descrita por las desigualdades 0SrS6,y0S2<4,y0<0<7/6. 


Figura 15.40 Una rebanada de queso. 


Integración en coordenadas cilíndricas 


Para integrar en coordenadas polares, teníamos que expresar el elemento de área dA en términos de 
coordenadas polares: dA = r dr dO. Para evaluar una integral triple y: f dV en coordenadas cilíndric- 
as necesitamos expresar el elemento de volumen dV en coordenadas cilíndricas. 

Considere el elemento de volumen AV que se muestra en la figura 15.41; es una rebanada limita- 
da por superficies fundamentales. El área de la base es AA = rArA0. Como la altura es Az, el elemento 
de volumen está dado aproximadamente por AV = rArA0 Az, 


z rA0 Ar 
jpe 


Figura 15.41 Elemento de volumen 
en coordenadas cilíndricas. 


Coordenadas 
Al calcular integrales en coordenadas cilíndricas, haga dV = r dr d8 dz. Otros órdenes de inte- 


gración también son posibles. En la fi 
definen 
el orige 
misma 
Ejemplo 2 Encontrar la masa de la rebanada de queso del ejemplo 1, si su densidad es 1.2 g/cm?. 
Solución Si la rebanada es W, su masa es 
| 1.2 dV. 
w 
En coordenadas cilíndricas, esta integral es 
'4 fn (6 "4 pm/6 6 4 1 m/6 
| | 12rdrd0d=| | 06%) dod:=216 lle adds 
¿oJo Jo dodo 0 ¿000 
=21.6 (4 = 45.24 gramos. 
Ejemplo 3 Un tanque de agua en forma de semiesfera tiene radio a; su base es su cara plana. Encontrar el volumen, 
V, de agua del tanque como función de h, que es la profundidad del agua. E 
n coon 
Solución En coordenadas cartesianas, una esfera de radio a tiene la ecuación x? + y? + z? =a? (véase Fig. 15.42) 
En coordenadas cilíndricas, r? = x? + y?, y esto se convierte en 
De la fig 


124 2=a2. 


Por lo tanto, si queremos describir la cantidad de agua del tanque en coordenadas cilíndricas, dejamos 
que r varíe entre O y Ya” —2*, O varíe entre O y 2%, y z varíe entre O y A, y resulta 


Vol n "2z fh [vaz 2x fh 2 r= val 
NOS i av= | | | rdr dz d 0= | | z dede 
eagua jw Jo Jo JO ¿o Jo 2 =0 
IN f ' E 1 3 z=h 
> WE o a ATE 
=), ), ¿2-Bdd= |, 5l- la 28 
2 o 3, 
= | L fan = LN dó= xz fah - + Este 
D'e A 3) A la región 
p=k (un 
el semipl 


plano xy 


x 


Figura 15.42 Tanque de agua semiesférico 
con radio a y agua a una profundidad h. 


Figura 15.44 Las: 
p=1lyp=. 


ICAS 


no en cartesianas. De 
n cartesianas. 


ando las coordenadas 
¿ del sistema de coor- 


:s obtenidas hacien- 
l, 


Las superficies 
lyz=3,. 
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Al hacer r = c (donde c es una constante) se obtiene un cilindro alrededor del eje z cuyo radio es c. 
Al hacer 0 = c resulta un semiplano perpendicular al plano xy, con un borde a lo largo del eje z, hacien- 
do un ángulo c con el eje x. Al hacer z = c se obtiene un plano horizontal a lc | unidades del plano xy. 
Estas superficies reciben el nombre de superficies fundamentales. 

Las regiones que se pueden describir más fácilmente en coordenadas cilíndricas son aquéllas cuyas 
fronteras son tales superficies fundamentales. (Por ejemplo, cilindros verticales, o partes de cilindros ver- 
ticales en forma de cuña.) 


Ejemplo 1 Describir, en coordenadas cilíndricas, una rebanada de queso cortada de un cilindro de 4 cm de altura y 
6 cm de radio, la rebanada subtiende un ángulo de 7/6 en el centro (véase Fig. 15.40). 


Solución La rebanada está descrita por las desigualdades 0Sr<6,y0<2<4,y0<0< 1/6. 


Figura 15.40 Una rebanada de queso. 


Integración en coordenadas cilíndricas 


Para integrar en coordenadas polares, tenfamos que expresar el elemento de área dA en términos de 
coordenadas polares: dA = r dr d6. Para evaluar una integral triple j: f dV en coordenadas cilíndric- 
as necesitamos expresar el elemento de volumen dV en coordenadas cilíndricas. 

Considere el elemento de volumen AV que se muestra en la figura 15.41; es una rebanada limita- 
da por superficies fundamentales. El área de la base es AA = rArA0. Como la altura es Az, el elemento 
de volumen está dado aproximadamente por AV = rArA6 Az. 


Figura 15.41 Elemento de volumen 
en coordenadas rilíndrirac 


Coordenadas í 


Al calcular integrales en coordenadas cilíndricas, haga dV = r dr d8 dz. Otros órdenes de inte- 


gración también son posibles. En la fig 
definen c 
el origen 
misma qi 
Ejemplo 2 Encontrar la masa de la rebanada de queso del ejemplo 1, si su densidad es 1.2 g/cm?. 
Solución Si la rebanada es W, su masa es A 
| 1.2 dV. 
JW 
En coordenadas cilíndricas, esta integral es 
4 ¡m/6 [6 4 1/6 6 P4 pm/6 
| | | 1.2 E | osr] dô dz = 21.6 | d0 dz 
JoJo Jo Jodo 0 s0r0 
=21.6 (2J4= 45.24 gramos. 
Ejemplo 3 Un tanque de agua en forma de semiesfera tiene radio a; su base es su cara plana. Encontrar el volumen, 
V, de agua del tanque como función de h, que es la profundidad del agua. 
En coord: 
Solución En coordenadas cartesianas, una esfera de radio a tiene la ecuación x? + y? + z? = a? (véase Fig. 15.42) 
En coordenadas cilíndricas, r? = x? + y?, y esto se convierte en e 
j De la figt 
r+? =a 


Por lo tanto, si queremos describir la cantidad de agua del tanque en coordenadas cilíndricas, dejamos $ 


Relaci 
que r varíe entre O y Va? —z? , O varíe entre O y 27, y z varíe entre O y A, y resulta 


Cada p 
Volumen 2 h f va-l "2% (h 2 r=YVu 
d .| dV = | l rdrdzd 0= | l sT dz d0 
e agua w ¿o JO JO ¿0 0 2 r=0 
2 n 2 2=h 
>| Dig A Ademá 
| z (2z liso 0 
3 
r (ah - 2 Este : 
3 la región c 
p= k (una 
el semipla 


plano xy s 


X 


Figura 15.42 Tanque de agua semiesférico 
con radio a y agua a una profundidad A. 


Figura 15.44 Lass 
p=lyp=2 


denes de inte- 


ntrar el volumen 


éase Fig. 15,42). 


adricas, dejamos 


dz d0 


d0 


Figura 15.44 Las superficies 
p=lyp=2. 
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Coordenadas esféricas 


En la figura 15.43, el punto P tiene coordenadas (x, y, z ) en el sistema de coordenadas cartesianas. Se 
definen coordenadas esféricas, p, $ y O para P como sigue: p=Yx" + y” +2” es la distancia de P desde 
el origen; ¢ es el ángulo entre el eje z positivo y la recta que pasa por el origen y el punto P; y 8 es la 
misma que en coordenadas cilíndricas. 

Z 


P = (x, y, 2) 


(x, y 0) 
Figura 15.43 Coordenadas esféricas. 


En coordenadas cilíndricas, 
x=rcos 0, y y =rsen 6, y 2=2 


De la figura 15.43 tenemos z = p cos ¢ y r = p sen ¢, dando la siguiente relación: 


Relación entre coordenadas cartesianas y esféricas 


Cada punto en tres dimensiones está representado usando 0 S p<>*«,0<g4<TIyY0SOS27 
= psen (cos 0 
p sen Hsen O 
p cos q 
Además, p? = x? + y? + z2. 


Este sistema de coordenadas es útil cuando hay simetría esférica con respecto al origen, ya sea en 
la región de integración o en el integrando. Las superficies fundamentales en coordenadas esféricas son 
p = k (una constante), que es una esfera de radio k con centro en el origen, 8 = k (una constante), que es 
el semiplano con un borde a lo largo del eje z, y $ = k (una constante), que es un cono si k + 7/2 y el 
plano xy si k = 7/2 (véanse Figs. 15.44 a 15.46). 


Figura 15.45 Las superficies 
O=1x/4y0=3 1/4. 


Figura 15.46 Las superficies 
f=1/B3 y $p=21/3. | 
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Integración en coordenadas esféricas Solución  Supong 
15.48). 
Para usar coordenadas esféricas en integrales triples necesitamos expresar el elemento de volumen, dY, uña ES 
en coordenadas esféricas. De la figura 15.47, vemos que el elemento de volumen puede aproximarse fieras 
por una caja con bordes curvos. Un borde tiene longitud Ap. El borde paralelo al plano xy es un arco ¿nó 
de círculo hecho al hacer girar el radio cilíndrico r (= p sen $ ) un ángulo A6, y por tanto tiene longi- Jamet 
tud p sen $ A8. El lado restante se obtiene al hacer girar el radio p un ángulo Ag, y, en consecuencia, ginemo: 
tiene longitud p AG. Por consiguiente, AV = Ap (p AQX(p sen $ A0) = p% sen $ Ap AQ AP. Esta pas 
psengA compor 
| påọ figura, « 
y / esférica 
AB 
Eo 
Pseng; Sa 
LEER Ap Si se su 
A 
BS EEE y 
Pa 40 
X 
Figura 15.47 Elemento de volumen 
en coordenadas esféricas. 
De esta manera, 
Cuando se calculen integrales en coordenadas esféricas, haga dV = p° senġ dp dọ dO. También son 
posibles otros órdenes de integración. 
Ejemplo 4 Utilizar coordenadas esféricas para derivar la fórmula para el volumen de una esfera sólida de radio a. 
Solución En coordenadas esféricas, una esfera de radio a está descrita por las desigualdades 0 $ p < a, 0< 8$ Problemas para 
2# y0S $< x. Observe que O recorre todo el círculo, en tanto que ¢ sólo va de O a 7. Encontramos 
el volumen por integración de la función de densidad constante 1 sobre la esfera: 
sa | [El f’ a ri F En los | 
olumen =|, 1dV= o JE o P seng dpdġ dð = e sen 4 dp Lo 
2z x > 
e a| | _ 4na 2. f4 
de ld ds ll Pd E eje 
En los y 
3. f 
Ejemplo 5 Encontrar la magnitud de la fuerza gravitacional ejercida por una semiesfera sólida de radio a y densi ge 


dad constante $ en una masa unitaria ubicada en el centro de la base de la semiesfera. 4. ft 


mento de volumen, dV, 
nen puede aproximarse 
‚al plano xy es un arco 
y por tanto tiene longi- 
16, y, en consecuencia, 
Ap AQ AG. 


lọ d0. También son 


ra solida de radio a. 


es0<psa,0s Os 
: 0 a x. Encontramos 
- 


'sen $ dġd0 


a de radio a y densi- 
Ta. 
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Solución Suponga que la base de la semiesfera se apoya sobre el plano xy con centro en el origen (véase Fig. 
15.48). La ley de Newton de gravitación establece que la fuerza entre dos masas m, y m, separadas por 
una distancia r es F = Gm,m)y/r?. En este ejemplo, la simetría muestra que la componente neta de la 
fuerza sobre la partícula en el origen, debida a la semiesfera, está sólo en la dirección z. Cualquier fuerza 
en la dirección x o y desde alguna parte de la semiesfera quedará cancelada por la fuerza desde la parte 
diametralmente opuesta a la primera. Para calcular la componente neta z de la fuerza gravitacional, ima- 
ginemos una pequeña parte de la esfera con volumen DV, ubicada en las coordenadas esféricas (p, 0, 0). 
Esta parte tiene masa ô AV, y ejerce una fuerza de magnitud F sobre la unidad de masa en el origen. La 
componente z de esta fuerza está dada por su proyección sobre el eje z, que, según podemos ver de la 
figura, es F cos (. La distancia desde la masa ô AV a la unidad de masa en el origen es la coordenada 
esférica p. Por lo tanto, la componente z de la fuerza debida al pedacito AV es 


Componente z _ G (ôAV ) Me AS 
de la fuerza. — p? l 


Si se suman las contribuciones de las pequeñas partes, obtenemos una fuerza vertical con magnitud 
02% P aN 


l l: 


2 nf 112 
f |. E y 


p=a 


27 (7/12 
k pas z) (cos ø) p? sen ø dp dø d0 = la f Gô (cos ø sen p) Pl, o 


27 


> 
£ 


=11/2 


Gôa | -C cosg) i 
j 


27 
l S 


Componente z 


de la fuerza Fuerza F, debida 


a la masa ódV 


Masa unitaria X 


Figura 1548 Fuerza gravitacional de un hemisferio sobre una masa en el origen. 


Problemas para la sección 15.6 


En los problemas 1 y 2, evalúe las integrales triples en coordenadas cilíndricas. 
Lfarno=zdi+ry+o Wes la región 0 <r <4, 7/4 < 0S3714, -1 Sz <1. 


2. f(x y 2) =sen(x? + y ?), W es el cilindro sólido con altura 4 y con base de radio 1 con centro en el 
ejezenz=-1. 


En los problemas 3 y 4, evalúe las integrales triples en coordenadas esféricas. 


3. fœ% y z) = lx? + y? + 22) sobre la mitad inferior de la esfera de radio 5 con centro en el ori- 
gen. 


4. f (p, 0, $) = sen Q, sobre la región 0 S 0<27,0<4<7/4,1<pS2. 
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Para los problemas del 5 al 9, escoja un conjunto de ejes coordenados y luego formule la integral de tres 17. 
variables en un sistema conveniente de coordenadas para integrar una función de densidad ô sobre la 
región dada. 
5 6 1/2 7. Una parte de una esfera; el 18. 
f ángulo en el centro es 7/3. 
111 
è po i 
| 20. 
t 
“o n y 
“Se Para 
a 21, 
á 9 AS 
22. 
5 
23, 
24, 
10. Trace la región R sobre la que se realiza la integración: Para 
In z l 
| | l f (P, $, 0) p? sen $ dp dọ de e 
20 T/2 740 
Evalúe las integrales de los problemas 11 y 12. l 
( 
y Ye pi | | 
li. | | | PERE IES, dy dz dx x 
E (x? + y? +?) A 
per pAa-A l i l 
12. | | Í = — dde 
dOd- d-yīT (x+y)! f 
Sin efectuar la integración, diga si cada una de las integrales de los problemas 13 y 14 es positiva, neg- 
ativa o cero. Dé razones para su decisión. 15.7 APLI 
13. W, es la bola unitaria, x? +y? +z? <1. 
a) f sen pdV b) f cos ġ dV 
Para 
pe PA pobla 
14. W, es la mitad superior de la bola unitaria, 0 <z < y1- x° — y”. idad 
sida 
a) y (2-2) dv b) [po (=xz) dV ciona 


15. Escriba una integral triple que represente el volumen de una rebanada del pastel cilíndrico de altura 
2 y radio 5, entre los planos 0= 7/6 y 0= 7/3. Evalúe esta integral. 


16. Encuentre la masa M de la región sólida W dada en coordenadas esféricas por 
W=((p,$,0):0<pS3,0<S0<21,0<4S 7/4) 


si la densidad, ô (P), en cualquier punto P está dada por la distancia de P al origen. 


Funciones d 


Distr 


La tal 
togral 


mule la integral de tres 
de densidad ô sobre la 


arte de una esfera; el 
yen el centro es 7/3. 


y 14 es positiva, neg- 


al cilíndrico de altura 


igen. 
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17. Una nube esférica de gas de 3 km de radio es más densa en el centro que hacia su borde. La densi- 
dad, D, del gas a una distancia p km del centro está dada por D(p) = 3 — p. Escriba una integral que 
represente la masa total de la nube de gas, y evalúela. 


18. Encuentre el volumen que resulta de taladrar un agujero cilíndrico de radio R, de lado a lado, en 
una esfera de radio a, donde O < R < a, pasando por el centro de la esfera y a lo largo del polo. 


19. Utilice coordenadas apropiadas para encontrar la distancia promedio al origen de los puntos en la 
región de un cono de helado limitado por la semiesfera z = y8 -x7 =y? y el cono z = vic +. 
[Sugerencia: El volumen de esta región está calculado en el problema 19 de la página 257.] 

20. Calcule la fuerza de gravedad ejercida por un cilindro sólido de radio R, altura H, y densidad cons- 
tante d sobre una unidad de masa situada en el centro de la base del cilindro. 


Para los problemas del 21 al 24, utilice la definición de centro de masa dada en la página 249. 


21. Sea C un cono sólido con altura y radio 1 y contenido entre las superficies z = V4? + y+ y2= 
Si C tiene densidad de masa constante de 1 g/cm?, encuentre la coordenada z del 
centro de masa de C. 


22. Suponga que la densidad del cono C del problema 21 está dada por p (z) = z* g/em?. Encuentre 
a) La masa de € b) La coordenada z del centro de masa C. 


23. Para a > 0, considere la familia de sólidos limitados abajo por el paraboloide z = a (x? + y?) y arri- 
ba por el plano z = 1. Si todos los sólidos tienen densidad de masa constante de 1 g/cm*, demuestre 
que la coordenada z del centro de masa es 2/3 y por lo tanto es independiente del parámetro a. 


24. Encuentre la ubicación del centro de masa de una semiesfera de radio a y densidad b g/cmí. 
Para los problemas 25 y 26, utilice la definición de momento de inercia dada en la página 249. 


25. El momento de inercia de una bola homogénea sólida B, de masa | y radio a con centro en el ori- 
gen, es el mismo alrededor de cualquiera de los ejes coordenados (debido a la simetría de la bola). 
Es más fácil evaluar la suma de las tres integrales que intervienen en el cálculo del momento de iner- 
cia alrededor de cada uno de los ejes que calcularlos de manera individual. Encuentre la suma de 
los momentos de inercia alrededor de los ejes x, y y z y así encuentre los momentos de inercia indi- 
viduales. 


26. Encuentre el momento de inercia alrededor del eje z del sólido “cono gordo de helado” dado en 
coordenadas esféricas por 0O<p<a,0<p4S 4 y 0<0<2x. Suponga que el sólido es homogéneo 
con masa m. 


15.7 APLICACIONES DE LA INTEGRACIÓN A LA PROBABILIDAD 


Para representar la manera en que cantidades tales como la estatura o el peso están distribuidas en una 
población, utilizamos una función de densidad. En el apéndice F viene un repaso a las funciones de den- 
sidad de una variable. Para estudiar dos o más cantidades al mismo tiempo y ver cómo están rela- 
cionadas, empleamos una función de densidad de varias variables. 


Funciones de densidad 


Distribución de peso y estatura en madres encintas 


La tabla 15.13 muestra la distribución de peso y estatura en un estudio de madres encintas. El his- 
tograma de la figura 15.49 está construido de manera tal que el volumen de cada barra representa el 
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valor porcentual del rango correspondiente de peso y estatura. Por ejemplo, el área de la base de la 
barra que representa las madres que pesaron entre 60 y 70 kg y midieron de 160 a 165 cm de estatu- 
ra, es de 10 kg - 5 cm = 50 kg cm. El volumen de esta barra es 12%, así que su altura es 1290/50 kg 
cm = 0.24% /kg cm. Observe que las unidades del eje vertical son porcentaje/ kg cm. Por lo tanto, los 
volúmenes indicados en el histograma están en unidades de %. El volumen total es 100% = 1. 


TABLA 15.13 Distribución de peso y estatura en un estudio de madres encintas 


ERES EEN EEES 
A 


Y 0.25% 
| 
] 0.20% 
} 


l 0.15% por ciento 


0.10% por kg cm 
; | 0.05% 


175180 


Figura 15.49 Histograma que representa los datos de la tabla 15.13, 


Ejemplo 1 Encontrar el porcentaje de madres en el estudio con estatura entre 170 y 180 cm. 


Solución 


Sumamos los porcentajes, en sentido horizontal, de la hilera correspondiente a los límites de estan 
entre 170 y 180 cm; esto equivale a sumar los volúmenes de los sólidos rectangulares correspondiente 


del histograma. 
Porcentaje de madres =0+1+3+4+1=9%, 


Alisamiento del histograma 


Si tenemos grupos de menor peso y estatura (y una muestra más grande), podemos dibujar un hi 
tograma más liso y obtener mejores cálculos. En el límite, sustituimos el histograma con una super 
cie lisa, de manera tal que el volumen bajo la superficie sobre un rectángulo es el porcentaje de mad 
en ese rectángulo. Definimos un función de densidad, p (w, h), como la función cuya gráfica esk 
superficie lisa. Tiene la propiedad de que 


Funcio 


ee 


Ejemplo 2 


Solución 


— 


Ejemplo 3 


irea de la base de la 
a 165 cm de estatu- 
altura es 1290/50 kg 
cm. Por lo tanto, los 
es 100% = 1, 


Totales por estatura 


15.13, 


; límites de estatura 
es correspondientes 


nos dibujar un his- 
na con una superfi- 
ircentaje de madres 

cuya gráfica es la 
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Fracción de muestra con 
peso entre a y b y = 
estatura entre c y d 


Volumen bajo la gráfica de p 
sobre el rectángulo 


h ul 
= | | p (w, h) dh dw. 
aswsb,csh<d ait 


Funciones de densidad mixtas 


Generalizamos esta idea para representar dos características cualesquiera, x, y y, distribuidas en una 
población. 


Una función p (x, y) se llama función de densidad mixta para x y y si 


Fracción de la población con Volumen bajo la gráfica de p b fa 
xentre a y b y = arriba del rectángulo = | p (x, x) dy dx 
yentrec yd asxsSb,csys<d Pe 


donde 


| |- px y)dydx=1]1 y p(x y)2©0 para toda x y y. 


Una función de densidad mixta no necesita ser continua, como en el ejemplo 2 a continuación. 
Además, como en el ejemplo 4, las integrales que intervienen pueden ser impropias y deben ser calcu- 
ladas por métodos semejantes a los empleados para integrales impropias de una variable. 


Ejemplo 2 Sea p(x, y) definida en el cuadrado 0 $ x S 1,0 Sy S 1 por p(x, y) =x + y; sea p(x, y) =0 si (x, y) está 
fuera de este cuadrado. Verificar que p sea una función de densidad mixta. En términos de la distribu- 
ción de x y y en la población, ¿qué significa que p(x, y) = O fuera del cuadrado? 


Solución Primero, tenemos p (x, y) 2 0 para toda x y y. Para verificar que p es una función de densidad mixta, ver- 
ificamos que el volumen total bajo la gráfica sea 1: 


le pen y) dy deal le (x + y) dy dx 
y Ñ ( y 


El hecho de que p (x, y) = 0 fuera del cuadrado significa que las variables x y y nunca toman valores 


fuera del intervalo [0, 1], esto es, el valor de x y de y para cualquier individuo de la población siempre 
está entre 0 y 1. 


l l La y? xal 
=l ES 


Aeneae e e e e a EE E 


Ejemplo 3 Suponga que dos variables x y y están distribuidas en una población según la función de densidad del 


ejemplo 2. Encontrar la fracción de la población con x < 1/2, la fracción con y < 1/2 y la fracción con x 
<12y ys1/2. 
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Solución 


Ejemplo 4 


Solución 


La fracción con x S yz es el volumen bajo la gráfica a la er de la recta x = 1/2: 


1/2 P 1/2 ] p 
dy d h (+2) d; pa l + l dx 
i o+) dy ES Lo 3) qA= xX 3 
x 1/2 
=| SEFE A PEE 
2 2 7l0 8 4 8 


Como la función es simétrica en x y y, la fracción con y < 1/2 es también 3/8. Finalmente, la fracción 
con x < 1/2 y ys 1/2 es 
| 1/2 | 1/2 P 1/2 > 


(x + y) dy dx = | A (xy $ Hh 


1/2 " 1/2 


dx= 
Jo 


a + -į dx 


Recuerde que una función de densidad de una variable p (x) es una función tal que p(x) 2 0 para 
toda x, y es p(x) dx= l(véase apéndice F). 


Sean p, y p» funciones de densidad de una variable para x y y, respectivamente. Verificar que p (x, y) = 
p ¡(pa y) es una función de densidad mixta. 


Como p, y p, son funciones de densidad, son no negativas en todas partes. Por lo tanto, su producto 
p (0p260 = p(x, y) es no negativo en todas partes. Ahora debemos comprobar que el volumen bajo la 
gráfica de p sea 1. Como JS pO) dy=ly > pı (x) dx= 1, tenemos 


o j _ PO) dy) dx 


| | „ PC, y) dy ale | „ P10Dp20) dy dx VE Pi co 
= | : O pa piQ)dx=1. 


Probabilidad y funciones de densidad 


¿Cuál es la probabilidad de que una madre encinta pese de 60 a 70 kg y mida de 155 a 160 cm de estatu- 
ra? La tabla 15.13 muestra que 8% de las madres pertenecen a este grupo, así que la probabilidad de que 
una madre escogida al azar caiga en este grupo es de 0.08. 


Probabilidad de que una madre Volumen bajo la gráfica de p 


A 
tenga peso entre a y b = arriba del rectángulo = | l _ p (w, h) dh dw. 
y estatura entre c y d aswsb,cshsd o 


Para una función de densidad mixta p (x, y), la probabilidad de que x caiga en un intervalo de ancho 
Ax alrededor de x, y y caiga en un intervalo de ancho Ay alrededor de yọ, es aproximadamente p (Xp, Y) 
Ax Ay. Por lo tanto, p recibe con frecuencia el nombre de función de densidad de probabilidad. 


Ejemplo 5 Una má 
diámetre 
longitud 
diámetre 


¿Cuál es 


Solución Sabemos 


Prob 


Por lo tar 


] 
co 


La doble 


Por lo tan 


Dependencia e 


Si estudia 
Si todo lo 
si estudiar 
las person 


= 1/2: 


inalmente, la fracción 


dx 


tal que p(x) 2 O para 


erificar que p (x, y) = 


lo tanto, su producto 
1e el volumen bajo la 


) dy] dx 


2 pix) dx=1. 


5a 160 cm de estatu- 
a probabilidad de que 


? (w, h) dh dw. 


In intervalo de ancho 
madamente p (Xp, Yo) 
orobabilidad. 
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Ejemplo 5 Una máquina de una fábrica está ajustada para producir componentes de 10 cm de largo y 5 cm de 


Solución 


diámetro. En realidad, hay una ligera variación de un componente a otro. Un componente es útil si su 
longitud y diámetro se desvían de los valores correctos en menos de 0.1 cm. Si la longitud es x cm y el 
diámetro es y cm, la función de densidad de probabilidad para la variación en x y y es 


p(x, y) = Sa: e -10a - 10)* 5 -S0(1=5)" 


¿Cuál es la probabilidad de que un componente sea utilizable? (Véase Fig. 15.50.) 


y 


t ‘> 
LETE 


LD 


Figura 15.50 La función de densidad 


5042 -1001-100 -S0(y-5F 
px y)= =e e 


Sabemos que 


Probabilidad de que x y y satisfagan — 
50V2 
Xo- Ax Sx Sx +Ax = 
n Y7 Ay 
Yo- AY Sy S yo+ Ay 


, A x l 
YTA WEAN g1002-10 ¿50057 de dy. 
xy Ax i 


Por lo tanto, 


Probabilidad de que el 2 50V2 a | 10.1 ¿-100(:-10) ¿50-57 dy dy 
49 "99 


componente sea utilizable TT 
La doble integral debe evaluarse numéricamente. Esto resulta en 


Probabilidad de que el 5 soyY2 


1 (0.02556) = 0.57530 
componente sea utilizable T 


Por lo tanto, existe 57.5% de probabilidad de que el componente sea utilizable. 


Dependencia e independencia de variables 


Si estudiamos la distribución de estatura y peso en una población, esperamos ver una relación entre ellas. 
Si todo lo demás es igual, es más probable que las personas altas pesen más que las bajas. Por otra parte, 
si estudiamos la distribución de estatura e ingreso anual, no esperamos ver algo parecido a una relación; 
las personas altas y bajas probablemente ganan lo mismo, en promedio. 
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¿Cómo puede determinarse la dependencia a partir de la función de densidad mixta? 


Veamos cómo la dependencia entre peso y estatura aparece en la información de la tabla 15.13. Fijémo- 
nos en la columna correspondiente a madres encintas que pesan de 70 a 80 kg. Este grupo es 18% de 
toda la muestra. El subconjunto de este grupo con estatura entre 170 y 180 cm es 4% de toda la mues- 
tra. Por lo tanto, la probabilidad de que una mujer del grupo de este peso mida entre 170 y 180 cm es 


Probabilidad de que la estatura sea 170-180 cm y el peso 70-80 kg _ _4 
1 


= 0.22. 


Probabilidad de que el peso sea 70-80 kg 


Ahora veamos un grupo más liviano, el de mujeres que pesan de 60 a 70 kg. Este grupo representa el 
39% del total y el subconjunto con estatura de 170-180 cm es 3% del total. Por lo tanto, la probabilidad 
de que una mujer de este grupo mida 170-180 cm es 


Probabilidad de que la estatura sea 170-180 cm y el peso 60-70 kg 


Probabilidad de que el peso sea 60-70 kg 


3 
= = 0.08 
39 


Ésta es una probabilidad más baja que para el grupo de 70-80 kg. Esto se debe a que es menos probable 
que una mujer más liviana sea más alta que una más pesada. En esta situación, decimos que las dos varia- 
bles w y h son dependientes, porque en cierta medida dependen una de otra. 


Probabilidad condicional 


Podemos generalizar estas ideas a cualquier función de densidad mixta. Deseamos calcular la proba- 
bilidad de que y caiga dentro de ciertos límites, dado que x está dentro de ciertos límites. 


Si p (x, y) es una función de densidad de probabilidad, definimos la probabilidad condicional como 


Probabilidad 
condicional 
de quea Sx <b 
dado quec <y <d 


Probabilidad de que 
asxsbycsys<d 


Probabilidad de que 


b fd 
| [pasda 
da c 


0 Y 
| Poy ay az 


csy<sd 


Ejemplo 6 Para la función de densidad de probabilidad del ejemplo 5, calcular la probabilidad de que la longitud 
sea entre 9.9 y 10.1 pulgadas, dado que el diámetro está entre 


a) 4.9 y 5.1 cm 
Solución a) Tenemos que 
Probabilidad de que 9.9 <x < 10.1 
dado que 4.9 < y< 5.1 


b) 5.3 y 5.5 cm 


Probabilidad de que 9.9 <x < 10.1 y 4.9<y<5.1 


Probabilidad de que 4.9 < y < 5.1 


50 V2 10.1 f 5.1 
| | ¿1006107 ¿-500 SY dy da 
n 499449 
` $.1 
50 V2 | | e100- 10? -500 - SP dy dx 
m TEK) 
0.57 _ 0.84. 
0.68 


Ejemplo 7 


Solución 


b) De ii 
Pr 


Vean 
cionales. 
de 0.001: 
entre 9.9 
la variaci 
y y SOn Ir 


Para la fu 


Tenemos 


Como 1/2 
no parece 


¿Cómo 


Se dice q 
las probal 
de un dob 
pendiente 
de los dad 
para dos « 

Supo 
independi 


sidad mixta? 


a 15.13. Fijémo- 
rupo es 18% de 
Je toda la mues- 
0 y 180 cm es 


= 0.22, 


po representa el 
la probabilidad 


= 0.08. 


menos probable 
ue las dos varia- 


cular la proba- 
es. 


cional como 


que la longitud 


9<yS5.1 
1 


Y dy dx 


" dy dx 


Ejemplo 7 


Solución 
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b) De igual manera, encontramos que 


Probabilidad de que 9.9 <x< 10.1 
dado que 5.3 S y S 5.5 


Probabilidad de que 9.9 < x < 10.1 y53<y<5,5 
Probabilidad de que 5.3 < y < 5.5 


pa 101f55 
3 ; me 
ES e la E SS - 10] e Sw- 5Y dy dy 
= m = (55 
n | l l agong- LO ¿SOS yda 
0.00114 =0.84. 
0.00135 


Veamos los denominadores de las relaciones empleadas para calcular las probabilidades condi- 
cionales. Observe que es mucho menos probable que 5.3 < y < 5.5 a que 4.9 < y < 5.1 (una probabilidad 
de 0.00135 en contra de 0.68). Sin embargo, la probabilidad para que la longitud v caiga en el margen 
entre 9.9 $ x < 10.1 es la misma en ambos casos, o sea alrededor de 0.84. Por lo tanto, es evidente que 
la variación en la longitud es independiente de la variación en el diámetro. Decimos que las variables x 
y y son independientes. 


Para la función de densidad del ejemplo 2, encontrar la probabilidad de que x < 1/2 dado que y < 1/2. 


Tenemos que 
Probabilidad de que 


a Ade e 
xs dada y £ 


Probabilidad de que x <—} y y < : = Te 
A 


Probabilidad de que y < + 


Como 1/3 < 3/8, vemos que tener y < 1/2 hace menos probable que x < 1/2 . En este caso las variables 
no parecen ser independientes. 


¿Cómo puede saberse si dos variables son independientes? 


Se dice que dos eventos son independientes si la probabilidad de que ambos ocurran es el producto de 
las probabilidades de que ocurrieran individualmente. Por ejemplo, si se tiran dos dados, la probabilidad 
de un doble cuatro es (1/6) - (1/6) = 1/36. Esto es porque la cara que aparezca en el primer dado es inde- 
pendiente de la cara que aparezca en el segundo, y la probabilidad de que salga un cuatro en cualquicra 
de los dados es 1/6. Utilizamos esta idea para encontrar la función de distribución de probabilidad mixta 
para dos características x y y que varían de manera independiente en una población. 

Supongamos que x tiene función de densidad p,(x) y y tiene función de densidad p>(y). Six y y son 
independientes, entonces esperamos que 


Probabilidad de que 
XxX SXSxX+AX 
Y Yo SY E Yo + Ay 


_ Probabilidad de que Probabilidad de que 
SIX + Ax J y) Syot Ar 


= (PiX) Ax) - (Pa (Yo) Ay) 
= p¡(Xo)P20) Ax Ay. 
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Por otra parte, si p(x, y) es la función de densidad mixta para x y y, que es e 
distribu 


Probabilidad de que 
Xx xSx+Ax 
Y Yo SY S yy + AY 


z Volumen bajo la gráfica de p 
— arriba de xy S x < Xo + AX, yy S Y S yy + Ay 


= (P(Xy Yo) Ax Ay. Problemas para 


Por lo tanto, 
l. Six 
Pi YPONJAX Ay = p (Xp > Yo) Ax Ay. 


Al dividir entre Ax Ay, llegamos a la conclusión de que: 


Enc 
Si x tiene densidad de probabilidad p,(x) y y tiene densidad de probabilidad p,(y), y si x y y son 2. Lat 
independientes, entonces la densidad mixta para x y y es p(x, y) = p¡COp20). pa Sup 
a) 
b) 


Y recíprocamente, si la función de densidad mixta p(x, y) se puede escribir como producto de las 
funciones de densidad de una variable p (x) y pa(y), entonces 
k d) 


bid 
Probabilidad de que 
$ "Ni Pi 69 p20) dy dx 


asxsbycSysd 
"d 


pa 0) ds) dx 


[mo] 


e 
b 
= | py (9) dx + (probabilidad de que c < y Sd) 


= Probabilidad de que a < x $ b - probabilidad de que c $ y <$ d. 
Por esto las variables son independientes y, en consecuencia, concluimos que: 


Si la función de densidad mixta p de x y y puede expresarse como un producto p(x, y) = p 0p), 


donde p, y p, son funciones de densidad, entonces x y y son independientes. 


3. Supo 
La función de densidad de probabilidad normal de una variable con media 4 y desviación estánda 
o está definida por 
AX) E en uyrllo*) 
í O v2x 
E. : . O i a) I 
La función de densidad normal aparece con frecuencia en aplicaciones y es una de las funciones de der b) E 
sidad de probabilidad de más amplio uso. - 
4. Unal 
Ejemplo 8 Demostrar que la longitud y diámetro de las componentes del ejemplo 5 son independientes. 
Solución La función de densidad conjunta se puede escribir como 
a) E 


VIr / c) E 


50Y 2 ¿-100-10) ¿0 v2 eOr i) Jl 10 a] b E 
m i 


| V27 i 


Ly SIX y y son 


10 producto de las 


y) = p (0p209), 


osviación estándar 


funciones de den- 


Jientes. 
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que es el producto de una distribución normal en x con media 10 y desviación estándar 1/ (1042) yun 
distribución normal en y con media 5 y desviación estándar 1/10. 


Problemas para la sección 15.7 


l. 


Si x y y tienen función de densidad mixta 


p (x, y)= = (1 +2y) para0<x<1,0<y<l, 


0 en otro caso. 


Encuentre la probabilidad de que a) x>1/3. b) x< (1/3) + y. 


. La tabla 15.14 contiene algunos valores de la función de densidad mixta para dos variables x y y. 


Suponemos que x puede tomar valores de 1, 2, 3 y 4 y que y puede tomar valores de 1, 2 y 3. 
a) Explique por qué esta tabla define una función de densidad mixta. 

b) ¿Cuál es la probabilidad de que x = 2? 

c) Encuentre la probabilidad de que y < 2. 

d) Encuentre la probabilidad de que x <3 y y <2. 


TABLA 15.14 Lae 


l 
Figura 15.51 


. Suponga que la función de densidad mixta para x, y está dada por 


araO0<x<ys< 
f(x y) = kxy  para0<x<yS<l, 
0 en otro caso. 


a) Determine el valor de k. 
b) Encuentre la probabilidad de que (x, y) esté en la región sombreada de la figura 15.51. 


4. Una función de densidad mixta está dada por 


| kx? para0<xs2y0<ysi, 
f(x y E 


| 0 en otro caso. 


a) Encuentre el valor de la constante k. | 
b) Encuentre la probabilidad de que un punto (x, y) satisfaga x + y < 2. | 
c) Encuentre la probabilidad de que un punto (x, y) satisfaga x< 1 y y< 1/2. | 
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5. Una compañía aseguradora de servicios médicos necesita saber qué proporción de sus pólizas les 
costará mucho dinero porque las personas aseguradas tienen más de 65 años y están enfermas. Para 
calcular esta proporción, la compañía define un índice de incapacidad, x, con O < x < 1, donde x= 


15.8 NOTAS. 


O representa perfecta salud y x = 1 representa incapacidad total. Además, la compañía utiliza una En fass 
función de densidad f (x, y), definida de manera tal que la cantidad grales il 

f(x, y) Ax Ay mos de 
aproxima la fracción de población con índice de incapacidad entre x y x + Ax, y con edad entre y y factor p 


y + Ay. La compañía sabe por experiencia que una póliza ya no cubre su costo si la persona asegura- 
da tiene más de 65 años y un índice de incapacidad mayor de 0.8. Escriba una expresión para encon- 


trar la fracción de las pólizas de la compañía en poder de personas que satisfacen estos criterios. Repaso de cal 


6. Suponga que se selecciona un punto al azar de la región S del plano xy que contiene todos los pun- 


tos (x, y) tales que -1 Sx < 1, -2<y<2 yx- y 20 (al azar quiere decir que la función de densi- e 
dad es constante sobre $). 5 
a) Determine la función de densidad mixta para x y y. 
b) SiT es un subconjunto de $ con área a, entonces encuentre la probabilidad de que un punto 
(x, y) esté en T. 

7. Encuentre la densidad conjunta de x y y, donde x y y son independientes, x tiene una distribución Ésta es u 
normal con media 5 y desviación estándar 1/10, y y tiene una distribución normal con media 15 y sión de « 
desviación estándar 1/6. 15.53 mi 

8. La probabilidad de que una sustancia radiactiva se desintegre en el tiempo ¢ es modelada por la fun- Ar y 40, 
ción de densidad se hace n 

p(t)=2e% en círcul: 

para £20, y p (À = 0 para t < 0, La constante positiva A depende del material, y recibe el nombre 
de tasa de desintegración. 
a) Verifique que p sea una función de densidad. 12 
b) Considere dos materiales con tasas de desintegración A y u, que se desintegran independiente- 

mente uno de otro. Escriba la función de densidad mixta para la probabilidad de que el primer 37/8 

material se desintegre en el tiempo 1 y el segundo en el tiempo s. 
c) Encuentre la probabilidad de que la primera sustancia sc desintegre antes que la segunda. ni4 

9. Suponga que la figura 15.52 representa un campo de béisbol, con las bases en (1, 0), (1, 1), (0, 1)y 70/8 
la placa del home en (0, 0). El límite exterior de los jardines es una parte de círculo alrededor del 
origen, con radio 4. Siempre que un bateador golpea una pelota podemos registrar el lugar del 
campo (es decir, en el plano) donde un jugador atrapa la pelota. 

Sea p (1, 6) una función en el plano que indica la densidad de la distribución de esos lugares, 
Escriba una expresión que represente la probabilidad de que un Ait sea atrapado en Figu 


a) El jardín derecho (región R) b) El jardín central (región C). 


y 


Cambio general 


Considere: 
coordenad: 


Así como 1 
rectangular 
bio de coor 


Figura 15.52 


:ión de sus pólizas les 
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ən estos criterios. 


ntiene todos los pun- 
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15.8 NOTAS ACERCA DEL CAMBIO DE VARIABLES EN UNA INTEGRAL MÚLTIPLE 


En las secciones anteriores usamos coordenadas polares, cilíndricas y esféricas para simplificar inte- 
grales iteradas; en esta sección estudiamos cambios de variables más generales. En el proceso, vere- 
mos de dónde sale el factor extra de r cuando cambiamos de coordenadas cartesianas a polares, y el 
factor p ? sen $ cuando cambiamos de coordenadas cartesianas a esféricas. 


Repaso de cambio polar de variables 


Considere la integral le (x + y) dA donde R es la región del primer cuadrante limitada por el círculo x 
24 y 2= 16 y los ejes x y y. Al escribir la integral en coordenadas cartesianas y polares tenemos 


, AVES 


VOE 


ni2P4 


(x+ y) dy dx = l lr (r cos 0 + rsen8) r dr d9. 


Ésta es una integral sobre el rectángulo en el espacio r0 dado por O < r < 4, 0 < O0 < 7/2. La conver- 
sión de coordenadas polares a cartesianas cambia este rectángulo en un cuarto de disco. La figura 
15.53 muestra la forma en que un rectángulo típico (sombreado) del plano r8, con lados de longitud 
Ar y A9, corresponde a un rectángulo curvo del plano xy con lados de longitud Ar y rA8. La r extra 
se hace necesaria debido a la correspondencia entre r,0 y x,y no sólo encorva las rectas r=1,2,3,... 
en círculos, sino que también alarga las rectas alrededor de círculos cada vez más grandes. 


0 r=2  r=3 ) 
ni2 a 
37/8 cal E ANT 
7/4 7 O=x/4 o OS E 
AA \ 1 , 
PP \ 1L0=R/8 
7/8 0O=x/8 | A \ E 1 
r ik j | x 
| 2 3 4 | 2 3 4 


Figura 15.53 Cuadrícula del plano r8 y la correspondiente cuadrícula curva del plano xy. 


Cambio general de variables 


Consideremos ahora un cambio general de variable, donde las coordenadas x, y están relacionadas a las 
coordenadas s,t por las funciones diferenciables 


x=x(s. 1) y=y(5,1) 


Así como una región rectangular del plano rO corresponde a una región circular del plano xy, una región 
rectangular, 7, del plano st corresponde a una región curvada, R, del plano xy. Suponemos que el cam- 
bio de coordenadas es uno a uno, es decir, que cada punto de R corresponde a un punto de 7. 
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(x(s, t+ Al), y(s, t + At) 
(s, t + At) Cada pu 
T, 
fs, 1) (s + As, 1) (x(s + As, 0), y(s + As, 0)) a 
(Ms, 1), y(5, 1) Í Esteras 
L e = tenemos 
Figura 15.54 Un rectángulo T;; del plano st y la correspondiente región KR, , del plano xy. 
Dividimos T en pequeños rectángulos Ti con lados de longitud As y Aż (véase Fig. 15.54). La parte 
correspondiente R, j del plano xy es un cuadrilátero con lados curvos. Si escogemos As y Af muy p 
pequeños, entonces por linealidad local, R,,es aproximadamente un paralelogramo. : Ea $ 
Recuerde del capítulo 12 que el área del paralelogramo con lados a y b es lla X b'||. Por lo tanto, > 
es necesario expresar los lados de R;, como vectores. El lado de R, correspondiente al lado inferior 
de Tij tiene extremos en (x (s,t ), y (s,£) y x(s + As,0), y (s + As,£)), así que en forma vectorial dicho 3. 


lado mide 


dx 
Os 


De igual manera, el lado de R, , correspondiente al borde izquierdo de 7; ; está dado por 


a=(x(s + As, f) — x(s, i + (S + As, t) —y(s, 1))j + OK = 


D dv E 
A: D As] j+ok 
sie (Zas) 


Ejemplo 1 Verificar « 


fax r [d \j . 
b=| a ar) 5+ | Lar) + ok 
d(x, y) 


dr, 0) — 


Al calcular el producto cruz tenemos 


Área R; j= |a x b ||- (ia) (ha) (500) (52 09) 


A ? AN 1 


Solución 


A 


dx 0y dx dy Ejemplo 2 Encontrar 


E N a o 
; Solución Sea x=as, 
Si se usa notación de determinantes, definimos el jacobiano, A) ) como sigue 
X(s,t) e del plano s 
círculo uni 
əx Əy 
dx, y) _ əx dy ox, ðy_ |” d 


A(s, Əs Ə ðt ðs |æ ð Area de « 


Por lo tanto, puede escribirse Cambio de vari 
ta 


Para integre 


Para calcular ¡A f(x + y) dA, donde f es una función continua, nos fijamos en la suma de Rieman defi 
obtenida al dividir la región R en pequeñas regiones curvadas R, ¡y resulta etine un 


Entonces, el 


+ As, t), y(s + As, 1)) 


y 


R;, del plano xy. 


se Fig. 15.54). La parte 
ogemos As y At muy 
no. 

lla x b||. Por lo tanto, 
diente al lado inferior 
forma vectorial dicho 


dy 


A $ 
= As} j+ Ok. 
S j 


lo por 


la suma de Riemann 


15.8 NOTAS ACERCA DEL CAMBIO DE VARIABLES EN UNA INTEGRAL MÚLTIPLE 277 


; ox y) 
ls v)dA = 5 f xp y): Area de R, ;= >N Ten) | D | As At. 
Jj Mji 


Cada punto (x; y;) corresponde a un punto (s, f;), así que la suma puede escribirse en términos de s y t: 


Ax, y j 
ds dt. 
dls, t) sa 


pa f(x, y) dA = | Fls, tp), y (S,, t) 
iJ 
Ésta es una suma de Riemann en términos de s y t, así que a medida que As y At se aproximan a 0, 
tenemos 
Ax, 
os, 


| Fx, y) dA = | fa (s, Ds y (s, D| > dt. 


Para convertir una integral de coordenadas x, y a s, t hacemos tres cambios: 
1. Sustituir x y y en el integrando en términos de s y t. 
2. Cambiar la región xy de R en una región st de T. 


d(x, y) 


3. Introducir el valor absoluto del jacobiano, que representa el cambio del ele- 


ds, À ” 


mento de área. 


de y Ox, 
Ejemplo 1 Verificar que el jacobiano si 3 = r para coordenadas polares x = r cos 6, y = r sen O. 
TA 


dx dy 
Ax y) _| rr Tar | cosg senB]__ a Ao 
reo a Es A =r cos“ 9 + rsen“0 sr. 
Solución A e 


z a 
Ejemplo 2 Encontrar el área de la elipse = + ir =1, 
a 
Solución Sea x = as, y = bt. Entonces la elipse x a ? + y /b += 1 del plano xy corresponde al círculo s2++t*= 1 
. a 0 
del plano st. El jacobiano es f b 


círculo unitario del plano st, tenemos 


= ab . Por lo tanto, si hacemos que R sea la elipse del plano xy y T el 


Área de elipse xy = Í I dA = | lab ds dt = ab i ds dt = ab - Área de círculo st = stab. 


Cambio de variables en integrales triples 
Para integrales triples existe una fórmula similar. Supongamos que las funciones diferenciables 
x=x(s, 14), y=y(85, hu) z=z(s tu) 


definen un cambio de variables de una región 5 en el espacio stu a una región W en el espacio xyz. 
Entonces, el jacobiano de este cambio de variables está dado por el determinante 
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Ejemplo 3 


Solución 


Problemas para la sección 15.8 


d ds ds 
AAA a k 
SLU (a o e 
dx Y z 
du du du 


Así como el jacobiano en dos dimensiones indica el cambio del elemento de área, el jacobiano en tres 

dimensiones representa el cambio del elemento de volumen. Por lo tanto, tenemos 

a(x, y, 7) 

o(s, t, u) 
El problema 3 que está al final de esta sección pide verificar que el jacobiano del cambio de varia 

bles a coordenadas esféricas es p* sen f. El siguiente ejemplo generaliza el ejemplo 2 a elipsoides. 


ds dt du. 


| f(x, y, z) dx dy dz = , f (x(s, t, u), y (S, t, u), 2(S$, t, u)) 


2 2 
7 


2 
Encontrar el volumen del elipsoide a z +5 5l. 
a c 


Sea x = as, y = bt, z = cu. El jacobiano resulta ser abc. El elipsoide xyz corresponde a la esfera stu: $ 
+ 12 + u? = 1. Por lo tanto, como en el ejemplo 2, 


Volumen de elipsoide xyz = abc - volumen de esfera stu = abc $ T= 4 zabc. 


1. Encuentre la región R del plano xy correspondiente a la región T = {(s,t )10 < s < 3, 0 < t < 2} bajo 
el cambio de variables x = 2s — 3t, y = s — 2t. Compruebe que 

a(x, y) 

a(s, t) 

2. Encuentre la región R del plano xy correspondiente a la región T= {(s,t)10 <s <2, s <t<2} bajo 
el cambio de variables x = s ?, y = t. Compruebe que 


e 
Y a(x, y) 
| gardy ! o(s, t) 


3. Calcule el jacobiano para el cambio de variables en coordenadas esféricas: 


ds dt. 


| dray=), 


ds dt. 


x= p sen (cos Ø, y = p sen p sen 0, Z= pcos q. 
4. Para el cambio de variables x = 3s — 4t, y = 5s + 2t, demuestre que 
axy) alst) | 
dst) dwy) 
5. Utilice el cambio de variables x = 2s + t, y = s — t para calcular la integral fs (x + y ) dA, donde Res 
el paralelogramo formado por (0, 0), (3, —3), (5, -2) y (2, 1). 
6. Utilice el cambio de variables x =+s, y= $1 para calcular la integral K (x2 + y? ) dA, donde Res 


la región limitada por la curva 4x ? + 9y ? = 36. 


N 


kr] 


29 


DAT IES EZ] 


Tra 


„ el jacobiano en tres 


dt du. 


del cambio de varia- 
plo 2 a elipsoides. 


ade a la esfera stu: s? 


553,0S/<2) bajo 


5S2,5<1<2) bajo 


+ y ) dA, donde R es 


+ y") dA, donde R es 
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7. Utilice el cambio de variables s = xy, t = xy? para calcular fr xy? dA, donde R es la región limitada por 
xy = 1, xy = 4, xy? = 1, %9? = 4. 
Xx — 


8. Evalúe la integral | R cos| pr > | dxdy donde R es el triángulo limitado porx+y=1,x=0yy=0. 
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1. La figura 15.55 muestra contornos del promedio anual de precipitación pluvial (en pulgadas) en 
América del Sur. Cada cuadro de la cuadrícula mide 500 millas por lado. Calcule el volumen total 
de lluvia que cae en un año en la región considerada. 

2. La figura 15.56 indica isotermas para temperaturas mínimas en invierno en Washington, DC.” Los 
cuadros de la cuadrícula miden una milla por lado. Encuentre la temperatura mínima promedio 
sobre toda la ciudad (la ciudad es la región sombreada). 


/ | 
f 
ADA 
AQ TT 
WPF | 
HAMAS UA 
Figura 15.55 Figura 15.56 
Trace las regiones sobre las que se realizan las integrales de los problemas del 3 al 6. 
4 y 1 sen 
E i | nad 4. i E fE y) dx dy 
I fv 1 0 
aids a EF dxd 
-1 4- Via? » Y) 0y lol y TED dy 


Calcule exactamente las integrales de los problemas del 7 al 12. (En las respuestas puede haber e, 7, 
V2, etcétera.) 


$ De Modern Physical Geography, Alan H. Strahler y Arthur H. Strahler, 4a. ed., John Wiley & Sons, Nueva York, 1992, 
pág. 144. 
1 De Physical Geography of the Global Environment, H. J. de Blij y Peter O. Muller, John Wiley & Sons, Nueva York, 1993, 
pag. 220. 
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o da 1 i 4 23. Calcu 
T | 6 | o | a (y +2) dx dy dz 8 | , (sen (2 — y)) cos (3x - 7) dx dy Supon 
d ` í g 
24. En est 
10 20.1 i jè Pa 
9, | r | A xe dy dx 10. | d | (sen? x) (cos x)(cos y) dx dy 
d (i e í 
Mi ; E li ue KT a) C 
ME ies o y cos (xy) y dx E Pe e dy dx 
13. Escriba f f(x, y) dA como integral iterada si R es la región de la figura 15.57. e 
g Ji | 
4 
i R 
R c) E 
e : 25. Unap 
Ez) 4 S Ei l 2 lar de 
Figura 15.57 Figura 15.58 atrace 
26. Encue 
14. Evalúe j Vx" +y? dA donde R es la región de la figura 15.58. can er 
15. Formule fr f dV como integral iterada en todos los seis órdenes posibles de integración, donde R 
es el hemisferio limitado por la mitad superior de x? + y? +z? = 1 y el plano xy. 
Evalúe las integrales de los problemas 16, 17 y 18 cambiándolas a coordenadas cilíndricas o esféricas 
como convenga. 
i VI- Pard? i IC p Vaa 
16. | | Je A =3 dz dy dx 17 | | seta 2 dx dy dz 
y 4 -Vied l Pa ý 0 J-v9-z =- 19 -y 
18. oe Vi- a Aevi 
Í, 0 - (AVIAR yA) dz dy dx 
19. SiIW=((11:1Sx?+y?*<4, 05254) evalúe la integral ja re dé 
+ y”) 
20. Escriba una integral que represente la masa de una esfera de radio 3 si la densidad de la esfera en 
cualquier punto es el doble de la distancia de ese punto al centro de la esfera. 27. Encue 
21. Un bosque junto a un camino tiene la forma de la figura 15.59. La densidad de población de cone- h 
jos es proporcional a la distancia desde el camino. Es O en el camino, y de 10 conejos por milla PR $ 
cuadrada en la orilla opuesta del bosque. Encuentre la población total de conejos del bosque. ne 
media 
Camino “——— 10 múlas —— 
(2, 5) (8. 5) 
Bosque 5 millas 
— i 5 L 
(0, 0)-e— 6 millas—:! (6, 0) ¿e 


Figura 15.59 


Para los problemas 22 y 23 utilice la definición de momento de inercia de la pág. 249. 

22. Considere un ladrillo rectangular de longitud 5, ancho 3 y altura 1, y densidad uniforme !. Calcule 
el momento de inercia alrededor de cada uno de los tres ejes que pasan por el centro del ladrillo, 
perpendicular a cada uno de los lados. 


"CA | A B 


23. 
3x- 7) dx dy 
24, 
JS y) dx dy 
dx 
L 
25 
26. 
integración, donde R 
ay 
;ilíndricas o esféricas 
? dx dy dz 
371 4V. 
sidad de la esfera en 
27. 
' población de cone- 
0 conejos por milla 
əs del bosque. 
45° 


9. 
niforme 1. Calcule 
centro del ladrillo, 
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Calcule el momento de inercia de una pelota de radio R alrededor de un eje que pasa por su centro. 
Suponga que la pelota tiene densidad constante de 1. 


En este problema hay que derivar una de las fórmulas notables de las matemáticas, a saber: 
| ed lí. 


a) Cambie la siguiente integral doble a coordenadas polares y evalúela. 


| | e e2+rB dx dy 


AD dx dy | | ea). 


b) Explique por qué 


c) Explique por qué las respuestas a los incisos a y b dan la fórmula que buscamos. 


. Una partícula de masa mm se coloca en el centro de una de las bases de un cascarón cilíndrico circu- 


lar de radio interior r,, radio exterior r,, altura A, y densidad constante & Encuentre la fuerza de 
atracción gravitacional ejercida por el cilindro sobre la partícula. 

Encuentre el área de la media luna con arcos de círculo como bordes y las dimensiones que se indi- 
can en la figura 15.60. 


— Je Die 
Figura 15.60 


Encuentre el área de los marcos metálicos con uno o cuatro huecos que se muestran en la figura 
15.61. Empiece con coordenadas cartesianas x, y alineadas a lo largo de un lado. Considere coorde- 
nadas inclinadas u = x — y, v = y en las que el marco queda “enderezado”. [Sugerencia: Primero 
describa la forma del recorte en el plano uv; en seguida calcule su área en el plano uv y, por último, 
mediante jacobianos, calcule su área en el plano xy.] 


135° 1352 


Figura 15.61 
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28. Un río sigue la trayectoria y = f(x) donde x y y están en kilómetros. Cerca del mar, se ensancha en 
una laguna, luego se estrecha otra vez en la desembocadura. Véase Fig. 15.62. En el punto (x, y). la 
profundidad, d(x. y) de la laguna está dada por 


d (x. y) = 40 — 160 (y — f (x))* — 40x* metros 


La laguna misma está descrita por d(x, y) > 0. ¿Cuál es el volumen de la laguna en metros cúbicos? 
g p ] ¿ g 
ĮSugerencia: Utilice nuevas coordenadas 4 = x /2, v = y — f (x) y jacobianos.] 


y Rio. v=f(x) 


(1, fil)) 


Laguna 


Figura 15.62 


1 del mar, se ensancha en 
62. En el punto (x, y), la 


guna en metros cúbicos? 
3.) 


(x) 


CAPÍTULO DIECISÉIS 


CURVAS Y SUPERFICIES 


PARAMETRIZADAS 


En el cálculo de una variable estudiamos el movimiento de una partícula a lo 
largo de una línea. Por ejemplo, representamos el movimiento de un objeto, 
lanzado al aire hacia arriba, mediante una sola función, A (t), que es la altura 
del objeto sobre el suelo en el instante £. 

Para estudiar el movimiento de una partícula en el espacio, debemos 
expresar todas las coordenadas de la partícula en términos de r, de lo que resul- 
ta x (t), y (£) y z (0) si el movimiento es en tres dimensiones. Esto se llama re- 
presentación paramétrica de la trayectoria de movimiento, que es una Curva; 
la representación paramétrica permite encontrar la velocidad y aceleración de 
la partícula. Además, utilizamos la parametrización para estudiar superficies 
en el espacio tridimensional. 
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16.1 CURVAS PARAMETRIZADAS 


¿Cómo se representa un movimiento? 
Para representar el movimiento de una partícula en el plano xy empleamos dos ecuaciones, una para la 
coordenada . de la partícula, x= f (t), y otra para la coordenada yv, y = g (t). Entonces, en el tiempo z, la 
partícula está en el punto (f (^, g (0). La ecuación para x describe el movimiento de derecha a 1zquier- 
da: la ecuación para y describe el movimiento de arriba hacia abajo. Las dos ecuaciones para x y y se 


llaman ecuaciones paramétricas con parámetro t. 


Describir el movimiento de la partícula cuyas coordenadas en el tiempo f son x = cos t, y = sen t. 


Ejemplo 1 
Solución Como (cos 1)” + (sen 1)" = 1, tenemos x + + y? = 1. Esto es, en cualquier instante 1 la partícula está en Diferentes mo 
el punto (x, y) en algún lugar del círculo unitario x + + y ? = 1. Graficamos los puntos en diferentes A 

instantes para ver cómo se mueve la partícula en el círculo (véanse Fig. 16.1 y tabla 16.1). La partícula El 
se desplaza a una velocidad uniforme, y completa una vuelta alrededor del círculo, en el sentido con- Jemplo 3 Describi 
ecuacion 


trario al de las manecillas del reloj, cada 277 unidades de tiempo. Observe la forma en que la coordena- 
da x pasa repetidamente en un sentido y en otro desde —l a 1, en tanto que la coordenada y sube y baja 


repetidamente de —! a 1. Los dos movimientos se combinan para trazar un círculo. A 
Solución Como (c 


TABLA 16.1 Puntos del círculo con lo unitari 
x=cost, y=sent mueve tre 
t 
= Je 
=2 
t= 3/2 IRAVA / 
Figura 16.1 El círculo parametrizado 
por x = cos f, y= sen t. 
Ejemplo 2 La figura 16.2 muestra las gráficas de dos funciones, f (1) y g (t). Describir el movimiento de la partícu- 
la cuyas coordenadas en el tiempo t son x = f (t), y = g (t). Figura 16 
1 $ 

fW 38 AT O por 
ES AS n f ia, El ejen 

| 2 3 4 I 2 3 4 parámetro. 


ella) pero a 
de calcular 


q:  _ __ 
Ejemplo 4 Describir el 


Figura 16.2 Gráficas de x= f (t) y y = g (t) usadas para trazar la trayectoria 
(f (0, g (©) en la figura 16.3. 


Entre los tiempos 1=0 y £= 1, la coordenada x pasa de O a 1, en tanto que la coordenada y permanece 
fija en 0. De este modo, la partícula se desplaza a lo largo del eje x de (0, 0) a (1, 0). Luego, entre los 
tiempos t = 1 y 1=2, la coordenada x permanece fija en x= 1 en tanto que la coordenada y pasa de 0a 
l. Entonces, la partícula se desplaza a lo largo de la línea vertical de (1, 0) a (1, 1). Del mismo modo, 
entre los tiempos 1 = 2 y t = 3, se desplaza horizontalmente de regreso a (0, 1), y entre los tiempos f=3 
y t= 4 desciende por el eje y a (0, 0). De este modo, traza el cuadrado de la figura 16.3. 


Solución 


Jaciones, una para la 
zes, en el tiempo z, la 
de derecha a izquier- 
ciones para x y y se 


OS f, y =sen f. 


t la partícula está en 
untos en diferentes 
a 16.1). La partícula 
» en el sentido con- 
en que la coordena- 
enada y sube y baja 


lo con 


iento de la partícu- 


>: 
4 


toria 


nada y permanece 
'. Luego, entre los 
nada y pasa de 0 a 
Del mismo modo, 
> los tiempos 1 = 3 
1.3, 
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Figura 16.3 El cuadrado parametrizado por (f (0), e (2). 


Diferentes movimientos a lo largo de la misma trayectoria 


Ejemplo 3 Describir el movimiento de la partícula cuyas coordenadas x y y en el tiempo + están dadas por las 
ecuaciones 


x=c083f, y= sen 3r. 


Solución Como (cos 3t ) - + (sen 3t ) == 1, tenemos x ? + y += 1, resultando un movimiento alrededor del círcu- 
lo unitario; pero si graficamos los puntos en tiempos diferentes, vemos que en este caso la partícula se 
mueve tres veces más rápido que en el ejemplo 1 de la página 284 (véanse Fig. 16.4 y tabla 16.2). 


y 
t= n6 


TABLA 16.2 Puntos del círculo 


con X = cos 3t, y = sen 31 


t= 3/6 


Figura 16.4 El círculo parametrizado 
por x = cos 31, y = sen 3£. 


El ejemplo 3 se obtiene del ejemplo 1 al sustituir t por 3£, lo que recibe el nombre de cambio de 
parámetro. Si hacemos un cambio de parámetro, la partícula traza la misma curva (o una parte de 
ella) pero a una velocidad diferente o en una dirección diferente. La sección 16.2 muestra la manera 
de calcular la velocidad de una partícula en movimiento. 


Ejemplo 4 Describir el movimiento de la partícula cuyas coordenadas x y y en el tiempo £ son 


x=cos (e),  y=sen(e”) 
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Solución Al igual que en los ejemplos 1 y 3, tenemos que x + + y ? = 1, de manera que el movimiento ocurre 
en el círculo unitario. Conforme el tiempo t pasa de — (hace mucho tiempo) a O (el presente) y al «e 
(dentro de mucho tiempo), e" pasa de casi O a 1 y regresa a casi 0. Por lo tanto, (x, y ) = (coste), 
seníe”" ) ) pasa de casi (1, 0) a (cos 1, sen 1) y regresa a casi (1, 0). En realidad, la partícula no llega 
al punto (1, 0) (véanse Fig. 16.5 y tabla 16.3). 


Y (cos l, sen 1) 


TABLA 16.3 Puntos en círculo 
con X = cos (en, y= sen (e) 


E radián (1,0) | 1=-100, 1 = 100 
A 


Figura 16.5 E] círculo parametrizado por 
x=cos (e) y= sen (e). 


Representaciones paramétricas de curvas en el plano 


A veces nos interesa más la curva trazada por la partícula que el movimiento mismo. En ese caso las 
ecuaciones paramétricas reciben el nombre de parametrización de la curva. Como puede verse al com- 
parar los ejemplos 1 y 3, dos parametrizaciones diferentes pueden describir la misma curva en dos 
dimensiones. Aun cuando el parámetro, que por lo general se denota por £, puede no tener significado 
físico, es todavía útil considerarlo como tiempo. 


Ejemplo 5 Dar una parametrización del semicírculo de radio 1 que se muestra en la figura 16.6. 


1 y 


Figura 16.6 Encuentre una Figura 16.7 Encuentre una parametrización 
parametrización de este semicírculo. de la elipse 4x + + 9y? = 1. 


Solución Podemos usar las ecuaciones x = cos f y y sen £ para el movimiento en sentido contrario al de las 
manccillas del reloj en un círculo, del ejemplo 1 de la página 284. La partícula pasa por (0, l)ent=x 
/2, se desplaza en sentido contrario al giro de las manecillas del reloj alrededor del círculo, y llegaa 
(0, —1) en t = 377 /2. Por lo tanto, una parametrización es 


lA 


n 
X= COS f, y = sen Í, > <t 


A + 
Ejemplo 6 Dar un 


Solución Como. 
y por 3 


Por 
sin repa 
por ejen 


Parame 


La gráfic 


RA 
Ejemplo 7 Dar ecua 
trización? 


Solución  Seax= t 
da a derec 
da a derec 


Curvas d 


Algunas cu 
el siguiente 


A 
Ejemplo 8 Suponga qu 
dado por 


Solución La coordena 
segundos. L 
cada 27 segi 
dos, la curv 
Lissajous (ve 
at, y = sen bi 


¡imiento ocurre 


resente) y al co 
y ) = (cos(e=”), 
rtícula no llega 


in ese caso las 
> verse al com- 
1 curva en dos 
ner significado 


Y 
Jra 


trización 


“ario al de las 
(0, D)ent=x 
zulo, y llega a 
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Ejemplo 6 Dar una parametrización de la elipse 4x* + 9y? = 1 que se muestra en la figura 16.7, 


Solución 


Como (2x)* + (3y?= 1, adaptamos la parametrización del círculo del ejemplo 1. Al sustituir x por 2x y 
y por 3y resultan las ecuaciones 2x = cos t, 3y = sen t. Una parametrización de la elipse es entonces 


r=L cos, yx sen í, 0<1<2m 


2 3 


Por lo general, necesitamos que la parametrización de una curva recorra la curva de un extremo al otro 
sin repasar parte alguna. Esto es diferente de la parametrización del movimiento de una partícula, donde, 
por ejemplo, una partícula puede desplazarse muchas veces alrededor del mismo círculo. 


Parametrización de la gráfica de una función 


La gráfica de cualquier función y = f (x) puede parametrizarse si se logra que el parámetro f sea x: 


x=t y=f(0. 


Ejemplo 7 Dar ecuaciones paramétricas para la curva y = x * — x. ¿En qué dirección traza la curva esta parame- 


Solución 


trización? 


Sea x = t, y = t? — t. Entonces, y=13—t=x*—x. Como x= 1, la coordenada de x se desplaza de izquier- 
da a derecha conforme el tiempo aumenta, de modo que la partícula traza la curva y = x ° — x de izquier- 
da a derecha. 


Curvas dadas paramétricamente 


Algunas curvas complicadas pueden graficarse más fácilmente si se emplean ecuaciones paramétricas; 
el siguiente es un ejemplo de tales curvas. 


Ejemplo 8 Suponga que t es el tiempo en segundos. Dibuje la curva trazada por la partícula cuyo movimiento está 


Solución 


dado por 


x=c0s 3f, y=sen 51. 

La coordenada x oscila hacia adelante y hacia atrás entre 1 y —1, completando 3 oscilaciones cada 277 
segundos. La coordenada y oscila hacia arriba y hacia abajo entre 1 y —1, completando 5 oscilaciones 
cada 271 segundos. Como las coordenadas en x y en y regresan a sus valores originales cada 2% segun- 
dos, la curva se vuelve a trazar cada 277 segundos. El resultado es una curva llamada figura de 
Lissajous (véase Fig. 16.8). Los problemas del 35 al 38 se refieren a figuras de Lissajous con x = cos 
at, y = sen bt para otros valores de a y b. 


288 CAPÍTULO DIECISÉIS / CURVAS Y SUPERFICIES PARAMETRIZADAS 


Figura 16.8 Una figura de 
Lissajous: x = cos 3t, y = sen St. 


Ecuaciones paramétricas en tres dimensiones 


Para describir paramétricamente un movimiento en el espacio tridimensional, necesitamos una tercera 
ecuación que proporcione z en términos de £. 


Ejemplo 9 Describir verbalmente el movimiento dado paramétricamente por 
x=c0sft, y=sent 2=L 
Las coordenadas x y y de la partícula son las mismas que en el ejemplo 1, que produce movimiento circi- 


lar en el plano xy, en tanto que la coordenada z aumenta de manera constante. De este modo, la partícula 
traza una espiral ascendente, como un resorte helicoidal (véase Fig. 16.9). Esta curva se llama hélice, 


Solución 


t 


Figura 16.9 La hélice x = cos t, y= sen t, z= t. 


Ejemplo10 Encontrar ecuaciones paramétricas para la recta que pasa por el punto (1, 5, 7) y es paralela al vector 
aj +4k. 


Imaginemos una partícula en el punto (1, 5, 7) en el tiempo t = O que efectúa un desplazamiento dei 
+ 3j + 4k por cada unidad de tiempo, t. Cuando ż = 0, x= 1 y x aumenta en dos unidades por cada unidad 
de tiempo. Así, en el tiempo t, la coordenada x de la partícula está dada por 


Solución 


x=1+2£ 


Análoga 
de tiemp 
tanto, las 


El ejemplo anter 


Las e 
tor al 


Obs: 
funcione: 


A o e eres 


Ejemplo 11 a) Des 


b) Ence 


Solución a) Lac 


b) La re 


Por lo tar 


Observe « 


¿Dónde atravie 


Las ecuac 
ficie dada 


e o 


Ejemplo 12 Encontrar 
el origen. 


Solución La ecuaci: 


Para enco; 
cas de la r 


necesitamos una tercera 


duce movimiento circu- 
este modo, la partícula 
rva se llama hélice. 


es paralela al vector 


lesplazamiento de 27 
ades por cada unidad 
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Análogamente, la coordenada y comienza en y = 5 y aumenta a razón de 3 unidades por cada unidad 
de tiempo; la coordenada z, en z = 7 y aumenta en cuatro unidades por cada unidad de tiempo. Por lo 
tanto, las ecuaciones paramétricas de la recta son 


x=1+2f y=5+3t  2=7+4f. 


El ejemplo anterior puede generalizarse así: 


Las ecuaciones paramétricas de una recta que pasa por el punto ( Yy Zo) y es paralela al vec- 
tor al + bj +ck son 


xX=XyFAt yY=yg tbt, 2z=2+Cl 


Observe que la parametrización obtenida antes para una recta expresa las coordenadas x, y y z como 
funciones lineales del parámetro £. 


Ejemplo 11 a) Describir verbalmente la curva dada por estas ecuaciones paramétricas: 
x=3+t y=2th 2=1-1 
b) Encontrar ecuaciones paramétricas para la recta que pasa por los puntos (1, 2, —1) y (3, 3, 4). 
Solución a) La curva es una recta que pasa por el punto (3, 0, 1) y es paralela al vector į +2j- K. 
b) La recta es paralela al vector de desplazamiento entre los puntos P = (1, 2, —1) y O = (3, 3, 4). 
PÒ =(B- DI + GD + (4-1) K =2 +j SK. 
Por lo tanto, las ecuaciones paramétricas son 
x=1+2ft, y=2+£ 2=-1+5£ 


Observe que las ecuaciones x =3 + 2t, y =3 +t, z= 4 + 5t representan a la misma recta. 


¿Dónde atraviesa una curva a una superficie? 


Las ecuaciones paramétricas para una curva permiten encontrar en dónde la curva interseca una super- 
ficie dada. 


Ejemplo 12 Encontrar los puntos donde la recta x= t, y = 2t, z = 1 + f atraviesa la esfera de radio 10 con centro en 
el origen. 


Solución La ecuación para la esfera de radio 10 y centro en el origen es 
x? +y? +z? = 100. 


Para encontrar los puntos de intersección de la línea y la esfera, se sustituyen las ecuaciones paramétri- 
cas de la recta en la ecuación de la esfera, de lo cual resulta 


12+4124+(1+2)= 100, 
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o bien 15. Un 
61? + 21-99 =0, com 
que tiene sus dos soluciones en aproximadamente t = 4.23 y t = 3.90. Si se utiliza la ecuación 16. Lar 
paramétrica para la recta, (x, y, z) = (£, 2£, 1+ £), vemos que ésta corta la esfera en los dos puntos 17. Una 
(x, y, Z) = (4.23, 24.23), 1 + (4.23) ) = (4.23, -8.46, -3.23), 18. Una 
(3, 
y 19. Con 
(x, y», z) = (3.90, 2(3.90), 1 + 3.90) = (3.90, 7.80, 4.90), 
a) 
b) 
Problemas para la sección 16.1 =m c) 
20. Supi 
guie 
Para los problemas del 1 al 4, describa el movimiento de una partícula cuya posición en el tiempo ż es | 
x= f (0), y = g (1), donde las gráficas de f y g son como se muestra. I. | 
| 2. 
E x y 
l 2} SÍ z 
pHo / 1p 80 
pda. | PET I 
3 
X y 
Figura 16.12 Figura 16.13 
Los problemas del 5 al 10 dan parametrizaciones del círculo unitario, o de una parte del mismo. En cada O 
caso, describa verbalmente cómo el movimiento dibuja el círculo, incluyendo cuándo y dónde la partícu- di 
la se desplaza en el sentido de las manecillas del reloj y cuándo y dónde lo hace en sentido contrario al 
de las manecillas del reloj. trazar 
5. x=C08f,  y=-sent 6. x=senf, y=cost 22. Desc 
7. x=c0s (£),  y=-sen (t?) 8. x=cos(£-t)  y=sen (t-t) 
9. x=cos(lnż), y=-sen(lnż) 4. x=cos(cosf), y=sen (cost) Escriba un 
11. Describa las semejanzas y diferencias entre los movimientos en el plano dados por los siguientes 23. El cín 
tres pares de ecuaciones paramétricas: 24. El cír 
= E =p E =p =% 

a) x=t y=t b) x=, y=é4 c) x=, y=. Para los pı 
Escriba una parametrización para cada curva del plano xy en los problemas del 12 al 18. 35 TS re 
12. Un círculo de radio 3 con centro en el origen y trazado en el sentido de las manecillas del reloj. 26. Lara 
13. Una línea vertical que pasa por el punto (-2, —3). DIa rec 
14. Un círculo de radio 5 con centro en el punto (2, 1) y trazado en sentido contrario de las manecillas I8; Lärec 


del reloj. 


se utiliza la ecuación 
1 los dos puntos 


ción en el tiempo f es 


y g (t) 


13 


e del mismo. En cada 
do y dónde la partícu- 
n sentido contrario al 


rr 


1) 
r(cos t ) 


os por los siguientes 


y=, 
al 18. 
aneciłlas del reloj. 


rio de las manecillas 
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15. Un círculo de radio 2 con centro en el origen, trazado en el sentido de las manecillas del reloj 
comenzando desde (—2, 0) cuando ż = Q. 


16. La recta que pasa por los puntos (2, —1) y (1, 3). 
17. Una elipse con centro en el origen y que cruza el eje x en +5 y el eje yen +7. 


18. Una elipse con centro en el origen que cruza el eje x en +3 y el eje y en +7. Comience en el punto 
(23, 0) y trace la elipse en sentido contrario al de las manecillas del reloj. 


19. Conforme ? varía, las siguientes ecuaciones paramétricas trazan una recta en el plano 


x=2+3 y=4+7t 
a) ¿Qué parte de la recta se obtiene al restringir £ a números no negativos? 
b) ¿Qué parte de la recta se obtiene si f se restringe a —1 < t < 0? 
c) ¿Cómo debe restringirse t para dar la parte de la recta a la izquierda del eje y ? 


20. Suponga que a, b, c, d, m, n, p, q > 0. Relacione cada pareja de las ecuaciones paramétricas si- 
guientes con una de las rectas l}, L,, l, l4 de la figura 16.14. 


x=a+ct, 
I. IL 
y =-—b + dt. 


x=M + pt, 


y =n-ql. 


Figura 16.14 Figura 16.15 


21. ¿Qué puede decirse sobre los valores de a, b y k si las ecuaciones 
x=a+kcost y=b+ksent, 0S:t<2x, 

trazan cada uno de los círculos de la figura 16.15? a Ci b) G c) E 

22. Describa verbalmente la curva representada por las ecuaciones paramétricas 
x=3+, y=5-P 2=7+28. 

Escriba una parametrización en tres dimensiones para cada una de las curvas de los problemas 23 y 24. 
23. El círculo de radio 2 en el plano xz, con centro en el origen. 
24. El círculo de radic 3 con centro en el punto (0, O, 2) y paralelo al plano xy. 
Para los problemas del 25 al 29, encuentre ecuaciones paramétricas para la recta dada. 
25. La recta que pasa por los puntos (2, 3, —1) y (5, 2, 0). 
26. La recta que apunta en la dirección del vector 3j — 3j + K y pasa por el punto (1, 2, 3) 
27. La recta paralela al eje z que pasa por el punto (1, 0, 0). 
28. La recta de intersección de los planos x — y +z = 3 y 2x +y -z =5. 
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29. La recta perpendicular a la superficie z = x? + y? en el punto (1, 2, 5). 


16.2 MOVIN 
30. ¿Se intersecan las líneas de los problemas 25 y 26? €cFqrMQA—— o 
31. ¿Es visible el punto (-3, -4, 2) desde el punto (4, 5, 0), si hay una bola opaca de radio 1 con cen- 

tro en el origen? En esti 
32. Demuestre que las ecuaciones cular li 


x=3+t, y=2 :=1-4 Vectores de f 
Recuer 
r=xi 
yj + zk 


satisfacen las ecuaciones x + y + 3z = 6 y x — y — z = 2. ¿Qué indica esto a cerca de la curva para- 
metrizada por estas ecuaciones? 

33. Dos partículas viajan a través del espacio. En el tiempo + la primera partícula está en el punto 
El +1, 4—t,-1 +2£) y la segunda partícula está en (7 + 2t, -6 + 2t, —1 +1). 
a) Describa las dos trayectorias. 
b) ¿Chocan las dos partículas? Si es así, diga cuándo y dónde. 
c) ¿Se cruzan las trayectorias de las dos partículas? Si es así, diga dónde. 


34. Imagine una luz que brilla sobre la hélice del ejemplo 9 en la pág. 288 desde un punto muy abajo 
de cada uno de los ejes. Trace la sombra que proyecta la hélice sobre cada uno de los planos coor- 
denados: xy, xz y yz. 


Grafique las figuras Lissajous en los problemas 35 al 38 usando una calculadora o una computadora. 


35. x=c08 2t, y= sen 5t 36. x=c0s3ft,  y=sen?7t 
37. x=c082f,  y=send4f 38. x=c0s2t,  y=sen V3t 


39. El movimiento a lo largo de una línea recta está dado por una sola ecuación, por ejemplo x = t° -1 Las 
donde x es distancia a lo largo de la línea. Es difícil ver el movimiento con ayuda de una gráfica, 
porque sólo traza la línea en x, como en la figura 16.16. Para visualizar el movimiento, introduci- 
mos una coordenada y y la dejamos aumentar lentamente, de ello resulta la figura 16.17. Intente 
lo siguiente en calculadora o computadora. Sea y = t. Ahora grafique las ecuaciones paramétricas 


x=13%-t, y= t para —3 < t < 3, por ejemplo. ¿Qué indica la gráfica de la figura 16.17 sobre el 


movimiento de la partícula? 
y 


Figura 16.16 Figura 16.17 


vectoria 


denomil 
una cur 


y la héli 


Véase la 


Para los problemas 40, 41 y 42 grafique el movimiento a lo largo de la línea x por el método del 
problema 39. ¿Qué indica cada gráfica sobre el movimiento de la partícula? 


40. x=cosft, -10S t<10 41. x=1%-2124+3t-7, -3<S1t<2 
42. x=tInft 001S1SI10 


ica de radio 1 con cen- 


serca de la curva para- 


icula está en el punto 
l1+2). 


le un punto muy abajo 
no de los planos coor- 


o una computadora. 


31 


por ejemplo x=1 3-4, 
ayuda de una gráfica, 
10vimiento, introduci- 
1 figura 16.17. Intente 
vaciones paramétricas 
figura 16.17 sobre el 


y 


e 


ura 16.17 


x por el método del 


3S1<2 
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En esta sección escribimos ecuaciones paramétricas mediante vectores de posición, lo que permite cal- 
cular la velocidad y aceleración de una partícula que se desplaza en dos o en tres dimensiones. 


Vectores de posición y curvas parametrizadas como funciones vectoriales 


Recuerde que un punto en el plano con coordenadas (x, y) se puede representar por el vector de posición 
' =xi + yj que se muestra en la figura 16.18. Análogamente, en tres dimensiones escribimos * = xi + 
yj +zk (véase Fig. 16.19). > 


(xv, 2) 


Figura 16.18 Vector de posición 
r del punto (x, y). 


Figura 16.19 Vector de posición 
r del punto (x,y,z). 


Las ecuaciones paramétricas x= f (t), y = g (0), z = h (À pueden escribirse como una sola ecuación 
vectorial 


r (Ð =fF Qi +g (Ð) +h(0k 


denominada parametrización. Según varía el parámetro 1, el punto con el vector de posición r (t) traza 
una curva en tres dimensiones. Por ejemplo, el movimiento circular 


x=c0s f, y =sen1 se puede escribir como r = (cos fi + (sen t)j 
y la hélice 
x= cos f, y = sen t, z = t se puede escribir como r = (cos £)í + (sen Dj + tk 


Véase la figura 16.20. 


Figura 16.20 La parametrización envía el intervalo a $ t S b, a 
la curva C, en tres dimensiones. 
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Ejemplo 1 Encuentre una parametrización para el círculo de radio $ con centro en el punto (-1, 2). 


Solución 


Así, todo pu; 


y ; y de ; Ec 
El círculo de radio 1 con centro en el origen está parametrizado por la función vectorial. 
; z À La 
ri (t)=cos ti +sentj, 0St<27. iof 
El punto (—1, 2) tiene el vector de posición r0 =- i + 2j. El vector de posición r (f), de un punto sobre el 
círculo de radio 4 con centro en (-1, 2) se encuentra al sumar 4 ri a Fý (Véanse Figs. 16.21 y 16.22.) De 
esta manera, 
e 


r(0)=r9++ 5 (1) = -j+ 1 (cos ti + sen tj ) = ( -1 +} cos 1) i+ (2 +- sen D j, 
Ejemplo 2 Encon 
a) L 
b) El 


o, lo que es lo mismo, 
x=-1 +-+ cost, y=2+2Lsenr, 0S1S2r. 


Solución a) Li 


rı (t) = cos ti + sen tj 


y 


Y 


El vector de v 


La veloc 
propieda 


Figura 16.21 El círculo x? +y? = 1 Figura 16.22 El] círculo de radio + y 
parametrizado por centro (—1, 2) parametrizado por 
r (1) = cos ti +sentj. r ()="r,+ T r (8). 


Ecuación paramétrica de una recta Por lo 
objeto 
Considere una línea recta en la dirección de un vector v que pasa por el punto (Xo» Yo» Zo) con vector de | 
posición r o: Se comienza en Li y se avanza hacia arriba y hacia abajo sobre la línea, sumando diferentes 
AA 
múltiplos de v a ro (véase Fig. 16.23). , 
Ejemplo 3 Un niño es 
2 minutos, 


Solución El niño se 
revolución 
así que la 
velocidad « 
lar al radio 


Figura 16.23 La rectar ()=r,¿tv. 


ito (-1, 2). 


vectorial. 


(0), de un punto sobre el 
Figs. 16.21 y 16.22.) De 


+ + sen Di 


2.5 


0.5 


de radio 4 y 
izado por 


(0. 


o» Yo» Zo) CON vector de 
za, sumando diferentes 
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Así, todo punto de la recta se puede escribir como r, + tv, y de ahí lo siguiente: 


Ecuación paramétrica de una recta 


La recta que pasa por el punto con vector de posición F} = Xl + Yoj + 2pk en la dirección del vec- 
tor v =ai +bj + ck tiene ecuación paramétrica 


r()= Fo + mw. 


Ejemplo 2 Encontrar la ecuación paramétrica para 
a) La recta que pasa por los puntos (2, —1, 3) y 1, 5, 4). 
b) El segmento de recta de (2, -1, 3) a (1, 5, 4). 


Solución a) La recta pasa por (2, —1, 3) y es paralela al vector de desplazamiento v = — 3i + 6j +k del punto 
(2, —1, 3) al (1, 5, 4). Por lo tanto, la ecuación paramétrica es 
r (t)=2i -j+3k +t(-3i +6j +k). . 


b) En la parametrización del inciso a, £ = 0 corresponde al punto (2, —1, 3) y t= 1, al punto 1, 5, 4). 
De este modo, la parametrización del segmento es 
r (t)=2i -j +3k +t(—3i +6 +k), 0stS1. 


El vector de velocidad 


La velocidad de una partícula en movimiento se puede representar mediante un vector con las siguientes 
propiedades: 


El vector de velocidad de un objeto en movimiento es un vector v tal que: 
e La magnitud de v es la velocidad del objeto. 


e La dirección de v es la dirección del movimiento. 


Por lo tanto, la velocidad del objeto es ]]v]] y el vector velocidad es tangente a la trayectoria del 
objeto. 


Ejemplo 3 Un niño está sentado en una rueda de la fortuna de 10 metros de diámetro que completa una revolución cada 
2 minutos. Encuentre la velocidad del niño y dibuje vectores de velocidad en dos tiempos diferentes. 


Solución El niño se desplaza a velocidad constante alrededor de un círculo de 5 metros de radio y completa una 
revolución cada 2 minutos. Una revolución alrededor de un círculo de radio 5 es una distancia de 107, 
así que la velocidad del niño es 107 /2 = 51 ~ 15.7 m/min. En consecuencia, la magnitud del vector 
velocidad es 15.7 m/min. La dirección de movimiento es tangente al círculo y, por lo tanto, perpendicu- 
lar al radio en ese punto. La figura 16.24 muestra la dirección del vector en dos tiempos diferentes. 
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Velocidad 
15.7 m/min 


Velocidad 
15,7 m/min 


Figura 16.24 Vectores de velocidad de un niño en una rueda de la fortuna (observe 
que los vectores estarían en dirección Opuesta si se ven desde el otro lado). 


Cálculo de la velocidad 


Encontramos la velocidad, como en el cálculo de una variable, al tomar un límite. Si el vector de posi- 
ción de la partícula es r (f) en el tiempo t, entonces el vector de desplazamiento entre sus posiciones en 
los tiempos t y t + At es Ar =r (t+ Ab —r (t) (véase Fig. 16.25). En este intervalo, 


Velocidad promedio = 


En el límite, a medida que Af tiende a cero, tenemos la velocidad instantánea en el tiempo t 


El vector de velocidad, v (1), de un objeto en movimiento con vector de posición r (£) en el tiem- 
po tes 


r (t+ A) -r (t) 


: Ar 
v(t) = ím —= lím 
(1 ao At ar»o At 
. ) E E e ER 
siempre que exista dicho límite. Se utiliza la notación v = ar r' (0. 
4 


Observe que la dirección del vector de velocidad r '(t) de la figura 16.25 es aproximadamente la del 
vector Ar y que la aproximación mejora a medida que At > 0. 


Ar=r(1+A0=r(0) 


ri (A) 
r(t + At) 


Figura 16.25 El cambio, Ar, en el vector de posición para una 
partícula que se mueve en una curva y el vector de velocidad v = r’ (f) 


Las componentes del vector de velocidad 


Si representamos paramétricamente una curva por medio de x= f (t), y = g (t), z = h (t), entonces su vec- 
tor de posición puede escribirse como r (t) = f(t)i + g(t} + A(t)k . Podemos ahora calcular el vector de 
velocidad: 


Por tanto, tenen 


Lase 
tor de 


| 


Ejemplo 4 Encontra 


Solución 


3, usandc 
ocurra en 


La rueda 


trario de 1 


donde ws 
277/0, deb 


Por lo tant 


donde £ est 


Para compr 


lv 


que concue 
correcta, de 
ción de la p 


Tve 


tor de posi- 
osiciones en 


n el tiem- 


amente la del 


onces su vec- 
r el vector de 
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N 
Fiii (FU + Ati + g(t + AD) + h(t + ADK) — (FNE + gj + hK) 
TMo At 
e MAR de 2780-80 e har ADM y 
a+ ol At At Ar 


OIE: g'(t)j + h'(t)k 


- A AS dy dz k 


de! tde 


Por tanto, tenemos el siguiente resultado: 


Las componentes del vector de velocidad de una partícula en movimiento en el espacio, con vec- 
tor de posición F () = f(Ði + g(Mj + A(Ðk en el tiempo z, están dadas por 


dy 
ay 


Pa ua Me , lx > > dz 
v M= +g +h =i Ej e k 


Ejemplo 4 Encontrar las componentes del vector de velocidad para el niño de la rueda de la fortuna del ejemplo 
3, usando un sistema coordenado con el origen en el centro de la rueda y de tal manera que la rotación 
ocurra en sentido contrario de las manecillas del reloj. 


Solución La rueda de la fortuna mide 5 metros de radio y completa una revolución cada 2 minutos en sentido con- 
trario de las manecillas del reloj. El movimiento está parametrizado por una ecuación de la forma 


r(t)=5c0s (ni +5 sen (nj, 
donde æ se escoge para hacer que el periodo sea 2 minutos. Como el periodo de cos (œt) y sen (œt) cs 
27/@, debemos tener 


——= 2, así W= T. 
w 


Por lọ tanto, el movimiento está descrito por la ecuación 

r (t)=5 cos (mti +5 sen (Ty, 
donde + está en minutos. La velocidad está dada por 

dx. dy 


v F N Ea =-3 m sen (Tti + 5x cos (mt). 


Para comprobar, calculamos la magnitud de v, 


jiv I| = VS m? sen? (rt) + (Sm. cos? (nt) = 5 n Vsen? (zt) + cos? (101) = 5r 15.7, 


que concuerda con la velocidad que calculamos en el ejemplo 3. Para comprobar que la dirección es 
correcta, debemos demostrar que el vector v en cualquier tiempo + es perpendicular al vector de posi- 
ción de la partícula en el tiempo t. Para hacer esto, calculamos el producto punto de v y r: 


ver =(Sasen (TAi +57 cos(a tj) (5 cos (ADE + 5 sen (at) j) 
= -257 sen (m t) cos(x t) + 25m cos(a t) sen(T t) = 0. 
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Por lo tanto el vector de velocidad, v, es perpendicular a r y en consecuencia es tangente al círcu- 
lo (véase Fig. 16.26). 


V= -5r sen (mi) i + Sr cos (ni) j 


r= -5 cos (m1) i+ 5 sen (ni j 
t 


Figura 16.26 Velocidad y radio vector de 
movimiento alrededor de un círculo. 


Vectores de velocidad y líneas tangentes 


Como el vector de velocidad es tangente a la trayectoria de movimiento, puede utilizarse para encontrar 
ecuaciones paramétricas para la línea tangente, si la hay. 


Ejemplo 5 Encontrar la línea tangente en el punto (1, 1, 2) a la curva definida por la ecuación paramétrica 


Solución 


r (t)=Pi +j +2tk. 


En el tiempo ż = 1 la partícula está en el punto (1, 1, 2) con vector de posición r) = i +j +2k.El veo 
tor de velocidad en el tiempo tes r’ (t) =2ti + 31? +2k, así que en el tiempo £= 1 la velocidad es 
v=r'(1)=2í + 3j +2k. La línea tangente pasa por (1, 1, 2) en la dirección de v, así que tiene la 
ecuación paramétrica 


r(t =ro+tv =(+j+2k)+1(Qi +3) +2k). 


El vector de aceleración 


Así como la velocidad de una partícula que se desplaza en dos o tres dimensiones es una cantidad vec- 
torial, también lo es la rapidez de cambio de la velocidad de la partícula, es decir su aceleración. La figu 
ra 16.27 muestra una partícula en el tiempo £ con vector de velocidad v (t) y luego un poco después en 
el tiempo t + At. El vector Av = y (t + At) — v(t) es el cambio en velocidad y apunta aproximadamente 
en la dirección de la aceleración. Por lo tanto, 


Za ; Av 
Aceleración promedio = Kr 


En el límite, a medida que At —> 0, tenemos la aceleración instantánea en el tiempo t 


Movimiento ı 


Ejemplo 6 Encon 


Solución El vec 
el vect 


zia es tangente al círcu- 


lizarse para encontrar 


1 paramétrica 


zi +j +2k. El vec- 
=] la velocidad es 
e v, así que tiene la 


s una cantidad vec- 
celeración. La figu- 
In poco después en 
t aproximadamente 


npo £: 
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El vector de aceleración de un objeto que se mueve con velocidad v (4) en el tiempo t es 


AY VERA) 
a ma aan o At am At - 


v (1) 


v(t) 
v(t + At) 


YUE AD Av =v(t+A)-v (i) 


Figura 16.27 Cálculo de la diferencia entre dos vectores de velocidad. 


Componentes del vector de aceleración 


Si representamos paramétricamente una curva en el espacio mediante x = f(t), y = g(0), z = A(®), podemos 
expresar la aceleración en componentes. El vector de velocidad v (^ está dado por 
v O= FDE + gO +h OK. 
De la definición del vector de velocidad, tenemos 
v(t+A)-v() _ dy 
At 


a (= lím- ] 
9) aár-*0 dt 


Si empleamos el mismo método para calcular dv / dt como hicimos para calcular dr / dt en la página 
297, obtenemos 


Las componentes del vector de aceleración, a (t ), en el tiempo t , de una partícula que se 
mueve en el espacio con vector de posición r (t) = f()i + g(t} + h(t)k en el tiempo t, están 


dadas por 


a (t) = f'E + g (Oj+ A (0k= 


Movimiento en un círculo y a lo largo de una línea 


Ejemplo 6 Encontrar el vector de aceleración para el niño de la rueda de la fortuna de los ejemplos 3 y 4. 
Solución El vector de posición del niño está dado por r (t) = 3 cos (1rfji + 5 sen (zdj. En el ejemplo 4 vimos que 
el vector de velocidad es 


> O = , 
v(i = Fi + FT = -57 sen (TAi + 57 cos (Tf) . 
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Por lo tanto, el vector de aceleración es Pa 
- s dir 
dix, d.e 6t 


al) =- Í t = 57) 7 cos (ANİ A57) + TE sen (TH). 


Sar? cos (AHi — 57? sen (mt); 


La longitu 


Observe que a(t) = — 7?r (t). En consecuencia, el vector de aceleración es un múltiplo de r (1) y apunta La 
hacia el origen. 
A A A A 
El movimiento del niño de la rueda de la fortuna es un ejemplo de movimiento circular uniforme, 
cuyas propiedades se enuncian a continuación (véase problema 26). Igu 
cur 
Movimiento circular uniforme 
Una partícula cuyo movimiento está descrito por Sil 
r(t)=R cos (ot )i +R sen (ot )j dist: 
A š , está 
e Se mueve en un círculo de radio R con periodo 277 /%. 
e La velocidad, v, es tangente al círculo y además es constante ||v|| = œ R. 
S 
e La aceleración, a, apunta hacia el centro del círculo con |jal| = ivl /R. v 
En el movimiento circular uniforme, el vector de aceleración refleja el hecho de que el vector de 
velocidad no cambia en magnitud, sólo en dirección. Ahora examinamos el movimiento en línea recta 
cuando el vector de velocidad siempre tiene la misma dirección, pero la magnitud cambia. Esperamos 


que el vector de aceleración apunte en la misma dirección que el vector de velocidad, si la velocidad es 
creciente, y en dirección opuesta al vector de velocidad si la velocidad es decreciente. 


Ejemplo 8 Encc 


Ejemplo 7 Considerar el movimiento dado por la ecuación vectorial Solución Laci 


r(1)=2 +6] + (13 +14 +3) +K). 


Demostrar que éste es un movimiento en línea recta en la dirección del vector 4i + 3] + k y relacionar 
el vector de aceleración al vector de velocidad. 


Solución El vector de velocidad es c 
- A DA rarían 
v = (3 + 114 í +35 +k). de 9.4 

Como (31 ? + 1) es un escalar positivo, el vector de velocidad v apunta en la dirección del vector 4i 

+ 3j + k. Ademés, 
1 Problemas par 
Rapidez =|1 || = (32 + 1) V42+32+ 12 =426 (38 + 1) 

Observe que la velocidad es decreciente hasta que £ = 0, luego comienza a aumentar. El vector de ace- LE 


leración es 


a =61 (4 +3j +k). 


MAD 


tiplo de -(£) y apunta 


ÓN 


ito circular uniforme, 


de que el vector de 
uento en línea recta 
cambia. Esperamos 
d, si la velocidad es 
te. 


3 + k y relacionar 


ción del vector 4; 


. El vector de ace- 
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Para £ > 0, el vector de aceleración apunta en la misma dirección que 4i + 3j +k, que es la misma 
dirección de v. Esto tiene sentido porque el objeto está acelerando. Para £ < 0, el vector de aceleración 
6t(41 + 3j + k) apunta en la dirección opuesta a v porque el objeto está reduciendo su velocidad. 


La longitud de una curva 


La velocidad de una partícula es la magnitud de su vector de velocidad: 


Velocidad = Ill = A dx y ! l ) y de y 


di | dt dt 
Igual que en una dimensión, podemos encontrar la distancia recorrida por una partícula a lo largo de una 
curva al integrar su velocidad. Así, 


fh 
Distancia recorrida | Iv Ol| dt. 


Si la partícula nunca se detiene, ni invierte su dirección conforme se desplaza a lo largo de la curva, la 
distancia que recorre será la misma que la longitud de la curva. Esto sugiere la siguiente fórmula, que 
está justificada en el problema 33: 


Si la curva C está dada paramétricamente para a < t < b por funciones suaves y si el vector de 
velocidad v no es O para a < t < b, entonces, 
Dh 


Longitud de c = lv] de 


Ejemplo 8 Encontrar la circunferencia de la elipse dada por las ecuaciones paramétricas 
x=2c08f, y=sent, OSSA. 


Solución La circunferencia de esta curva está dada por una integral que debe calcularse numéricamente: 
f in d > 1 > 2r 
A A po ax Y á 
Circunferencia = | ) + dt= -2 sen 1)? + (cos 1)? dt 
0 dt dt 0 ví fa 
2 


y [A 
T 
= Í y 4 sen? t + cos?t dt = 9.69 


Como la elipse está inscrita en un círculo de radio 2 y circunscribe un círculo de radio 1, espe- 
raríamos que la longitud de la elipse se encuentre entre 27 (2) = 12.57 y 27% (1) = 6.28, así que el valor 
de 9.69 es razonable. 


Problemas para la sección 16.2 


l. a) Explique cómo se sabe que la siguiente pareja de ecuaciones r = (2 + Pi +(4+ 30), r = 
(A - 21) + (1 -—6tf y parametriza la misma recta. 
b) ¿Cuáles son la pendiente y la ordenada al origen de esta recta? 
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2. La ecuación r = 10k ++ (1 +2j + 3k) parametriza una línea. 
a) Supongamos que uno se restringe a t < 0. ¿Qué parte de la línea obtenemos? 
b) Supongamos que uno se restringe a O < ¢ < 1. ¿Qué parte de la línea obtenemos? 
3. a) Explique por qué la línea de intersección de dos planos debe ser paralela al producto cruz de 
un vector normal al primer plano y un vector normal al segundo. 


b) Encuentre un vector paralelo a la recta de intersección de los dos planos x + 2y — 3z = 7 y 3x 22. Cons 
=y+z=0. 
c) Encuentre ecuaciones paramétricas para la línea del inciso b. dond: 
4. Mediante incrementos de tiempo de 0.01, dé una tabla de valores cercanos a t= 1 para el vector de a) i 
posición del movimiento circular b) i 
r (t) = (cos t)i + (sent )j. c) 
Utilice la tabla para aproximar el vector de velocidad, v, en el tiempo t = 1. Demuestre que v es j 
Si i i a 23. Supo 
perpendicular al radio desde el origen en t= 1. 
j z es 
5. a) Trace la curva parametrizada x = t cos £, y = £ sen t para O $ t S 47. DA 
b) Utilice un cociente de diferencias para aproximar los vectores de velocidad v (f) para t = 2, b) i 
4y6. 
i » y Cc) ¿ 
c) Calcule los vectores de velocidad v(t) para t = 2, 4 y 6, exactamente y trácelos sobre la gráfi- Es p 
ca de la curva. y 
Para los problemas del 6 al 9, encuentre el vector de velocidad v(t) para el movimiento dado de una 24. El ses 
partícula. También encuentre la rapidez |lv(£)]] y los tiempos, si los hay, cuando la partícula se detiene. r 
6. x= y=8P 7. x=cos(t2), y=sen(1?) 
8. x=cos2t, y=sent 9 x=N-2 y=P-3t, 2=31%-41% Si lo: 
; Poet F agotá 
10. Encuentre las ecuaciones paramétricas de la línea tangente en t= 2 para el problema 6. Po 
Para los problemas del 1} al 14, encuentre los vectores de velocidad y aceleración para los movimien- 0. ¿L 
tos dados. 25. Deter 
ll. x=3c0st, y=4sen! 12, x=t,y=t-t segun 
13. x=2+3f y=4+1 2z=1-1 14. x=3c08(12), y=3 sen (t?) z=t* tros, y 
Encuentre la longitud de las curvas en los problemas 15, 16 y 17. 26. El m 
15. x=3+5t,y=1+41,2=3-—!para | S1<2. Explique su respuesta. z : 
; 3) 
16. x= cos (e'), y = sen (e!) para 0 <$ t < 1. Explique por qué es razonable su respuesta. c) 
L 
17. x= cos 3t, y = sen 5t para O S t S 27. 27. Seha 
18. Una partícula que pasa por el punto P = (5, 4, -2) en el tiempo t = 4 avanza con velocidad constante círcul 
vy=2i- 3j + K. Encuentre las ecuaciones paramétricas para su movimiento. avanz 
19. Una partícula que pasa por el punto P = (5, 4, 3) en el tiempo + = 7 se mueve con velocidad cons- está e 
tante v = 2i — 3j + 2k. Encuentre las ecuaciones para su posición en el tiempo +. a) F 
20. Un objeto que se mueve con velocidad constante en tres dimensiones (con coordenadas en metros) o) E 
pasa por el punto (1, 1, 1), y cinco segundos más tarde por el punto (2, —1, 3). ¿Cuál es su vector c) E 
de velocidad? ¿Cuál es su vector de aceleración? p 
a > ` 
21. La tabla 16.4 contiene las coordenadas x y y de una partícula en el plano en el tiempo t. Si se supone 29 Emily 
que la trayectoria es lisa, estime las siguientes cantidades: luciór 
a) El vector velocidad y la velocidad en el tiempo t = 2. Sordo 
b) Los valores del tiempo, si los hay, cuando la partícula avanza paralelamente al eje y. 5 . 
) ù 


c) Los valores del tiempo, si los hay, cuando la partícula se haya detenido. 
e) i 


5? 
mos? 
al producto cruz de 


:+2y-32=7 y 3x 


1 para el vector de 


demuestre que v es 


ad v(t) para t = 2, 


elos sobre la gráfi- 


vento dado de una 
rtícula se detiene. 


y3 = 4t? 
lema 6. 


Jara los movimien- 


de G 


esta. 


relocidad constante 
on velocidad cons- 
t. 

denadas en metros) 


¿Cuál es su vector 


mpo ż. Si se supone 


e al eje y. 


22. 


23) 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 
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TABLA 16.4 


Co CIA CI CI CA a EC REI 


159) ED E CI A E E A A E 
La ap ese 0 e a [0 


Considere el movimiento de la partícula dado por las ecuaciones paramétricas 


x=t9-3t, y=1t?-2t, 
donde el eje y es vertical y el eje x es horizontal. 
a) ¿Se detiene alguna vez la partícula? Si es así, ¿cuándo y dónde? 
b) ¿Se desplaza alguna vez la partícula hacia arriba o hacia abajo? Si es así, ¿cuándo y dónde” 
c) ¿Se desplaza alguna vez la partícula horizontalmente hacia la derecha o la izquierda? Si es así, 
¿cuándo y dónde? 
Suponga que r (t) = costi + sentj + 2tk representa la posición de una partícula en una hélice, donde 
z es la altura de la partícula sobre el suelo. 
a) ¿Se desplaza hacia abajo la partícula? ¿Cuándo? 
b) ¿Cuándo llega la partícula a un punto a 10 unidades sobre el suelo? 
c) ¿Cuál es la velocidad de la partícula cuando está 10 unidades sobre el suelo? 
d) Suponga que la partícula sale de la hélice y se desplaza a lo largo de una línea tangente a la 
espiral en este punto. Encuentre las ecuaciones paramétricas para esta línea tangente. 


El señor Skywalker viaja a lo largo de la curva dada por 


r (1) =-2e Wi +5 cos tj — 3 sen (20k. 
Si los propulsores se apagan, su nave sigue de largo por una línea tangente a r (t). A punto de 
agotársele el combustible, observa que una estación de Xardon está abierta en el punto con coor- 
denadas (1.5, 5, 3.5). Al calcular rápidamente su posición, apaga los propulsores en el instante t = 
O. ¿Llegará a la estación Xardon? Explique. 


Determine el vector de posición r (f) para un cohete que es lanzado desde el origen en el instante t = 0 
segundos, llega a su punto más alto en (x, y, z) = (1000, 3000, 10 000), donde x, y, z se miden en me- 
tros, y después del lanzamiento está sometido sólo a la aceleración debida a la gravedad, de 9.8 m/s”. 


El movimiento de una partícula está dado por r (t) = R cos(wrji + Rseníot)j, con R>0, w> 0. 
a) Demuestre que la partícula se mueve en un círculo y ecuentre el radio, la dirección y el periodo. 
b) Determine el vector de velocidad de la partícula y su dirección y magnitud. 

c) ¿Cuál es la dirección y magnitud del vector de aceleración de la partícula? 


Se hace girar una piedra atada a una cuerda a velocidad constante con periodo 277 segundos en un 

círculo horizontal con centro en el punto (0, 0, 8). Cuando f = 0, la piedra está en el punto (0, 5, 8); 

avanza en el sentido de las manecillas del reloj cuando se observa desde arriba. Cuando la piedra 

está en el punto (5, 0, 8), la cuerda se revienta y se mueve bajo la acción de la gravedad. 

a) Parametrice la trayectoria circular de la piedra. 

b) Encuentre la velocidad y aceleración de la piedra en el momento antes de reventarse la cuerda. 

c) Escriba, pero no resuelva, las ecuaciones diferenciales (con condiciones iniciales) satisfechas 
por las coordenadas x, y, z dando la posición de la piedra después que ha salido del círculo. 


Emily está de pie en la orilla de un carrusel, a 10 metros del centro. El carrusel completa una revo- 
lución cada 20 segundos. Cuando Emily pasa encima de un punto P en el suelo, deja caer una pelota 
desde una altura de 3 metros. 

a) ¿A qué velocidad se desplaza Emily? 

b) ¿Qué tan lejos de P llega la pelota al suelo? (La aceleración debida a la gravedad es 9.8 m/s?.) 

c) ¿Qué tan lejos de Emily llega la pelota al suelo? 
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29. Un faro L está ubicado en una isla en medio de un lago, como se muestra en la figura 16.28, f 
Considere el movimiento del punto donde ei haz de luz desde £ llega a la orilla del lago. ( 
a) Suponga que el haz de luz gira en sentido contrario a las manecillas de un reloj alrededor de £ ( 

a una velocidad angular constante. ¿En cuál punto, A, B, C, D o E es mayor la rapidez del a 
punto? ¿en cuál es menor? 
b) Repita el inciso a, suponiendo ahora que el haz de luz gira en sentido contrario a las maneci- 
llas del reloj de modo que barre áreas iguales del lago en tiempos iguales. b 
c) ¿Qué sucede si se pone el faro en otros puntos del lago? ¿Puede la velocidad del punto en la 
orilla ser infinita para el mciso a? 
d) Suponga ahora que el lago es rectangular. ¿Qué le pasa al vector de velocidad en las esquinas? 
Para el inciso b, demuestre que la velocidad es constante a lo largo de cada lado (posiblemente 
una constante diferente en cada lado). 
A —  possį 
Trayectoria de la Luna 
. , Trayectoria del Planeta 
¿Estella 4 
Fig 
Figura 16.28 El faro en el lago. Figura 16.29 


30. Un luna hipotética gira en órbita alrededor de un planeta que, a su vez, gira alrededor de una 
estrella. Suponga que las órbitas son circulares y que la luna gira 12 veces alrededor del planeta 
en el tiempo que tarda el planeta en dar una vuelta alrededor de la estrella. En este problema 
investigaremos si la luna podría detenerse en algún instante (véase Fig. 16.29). 

a) Suponga que el radio de la órbita de la luna alrededor del planeta es 1 unidad y que el radio de 
la órbita del planeta alrededor de la estrella es R unidades. Explique por qué el movimiento de 
la luna relativo a la estrella puede describirse por las ecuaciones paramétricas 

x= R cos t + cos(121), y= R sen t+sen(12£). 


16.3 SUPER 


¿Cómo se par 


b) Encuentre el valor para R y f tal que la luna se detenga en relación a la estrella en el tiempo!. En la se 
c) En una calculadora gráfica, trace la trayectoria de la luna para el valor de R obtenido en el 
inciso b. Experimente con otros valores de R. 
31. Suponga que F(x, y) = 1/(x 7 + y 2+ 1) indica la temperatura en el punto (x, y) en el plano. Una En tres « 
mariquita se desplaza a lo largo de una parábola, según las ecuaciones paramétricas 
yzi y=2P LAS 
. f KE , Añadim: 
Encuentre la rapidez de cambio en la temperatura de la mariquita en el tiempo ?. lo en el | 
32. Este problema generaliza el resultado del problema 31. Suponga que F(x, y) indica la temperatura 
en cualquier punto (x, y) del plano y que una mariquita se desplaza en el plano con vector de posi- 
ción en el tiempo £ dado por r (6) = x(Di + KO y vector de velocidad r'(£). Utilice la regla de la Sup 
cadena para demostrar que la rapidez de cambio en la temperatura de la mariquita en el tiempo tes horizont: 
grad F (r (D) -r (0. para par: 
33. En este problema justificamos la fórmula para la longitud de una curva dada en la página 301. Esto 
Suponga que la curva C está dada por ecuaciones paramétricas lisas x = x(£), y = y(0), z = z(f) para Ea 
rección 


a S t S b. Si se divide el intervalo del parámetro a $ t S b mediante los puntos f,,...,f,_¡0 


tra en la figura 16.28. 
illa del lago. 
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pequeños segmentos de longitud At=1,, | — t, obtenemos una división correspondiente de la curva 
C en pequeñas partes. Vea la figura 16.30, donde los puntos P; = (x (£), y (t), z (t,)) sobre la curva 
C corresponden a valores del parámetro de t = 1,. Sea C, la porción de la curva C entre P, y P,, |. 
a) Utilice linealidad local para demostrar que 


Longitud de C; = Vx (+ y ayi ay Ar. 


b) Utilice el inciso a y una suma de Riemann para explicar por qué 


h 


Vx (+y (+z (0 dt. 


Longitud de C = 
“id 
At 
++ — 
a=b li h ti tizi fh =b 


Figura 16.30 Una subdivisión del intervalo del parámetro y la subdivisión correspondiente 
de la curva C. 
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¿Cómo se parametriza una superficie? 


En la sección 16.1 parametrizamos un círculo en dos dimensiones por medio de las ecuaciones 
x=C08f, y=sent. 
En tres dimensiones, el mismo círculo del plano xy tiene ecuaciones paramétricas 
x=c0sf, y=sent 2=0, 


Añadimos la ecuación z = 0 para especificar que el círculo está en el plano xy. Si deseáramos un círcu- 
lo en el plano z = 3, utilizaríamos las ecuaciones 


x=c0st y=sent z=3. 


Supongamos ahora que z varía libremente, al igual que £. Obtenemos círculos en todos los planos 
horizontales, formando el cilindro de la figura 16.31. De este modo, necesitamos dos parámetros, £ y z, 
para parametrizar el cilindro. 

Esto es cierto en general. Una curva, aun cuando pueda estar en dos o tres dimensiones, es en sí uni- 
dimensional; si nos desplazamos siguiendo la curva, sólo podemos ir hacia atrás y hacia adelante en una 
dirección. Por lo tanto, es suficiente un parámetro para trazar una curva. 


Uso de 


Podemos 
cas para 
=COs f, y 


Para 


LE Paramel 


La gráfic: 
S y t sean 


Figura 16.31 El cilindro 
x=C0SÍ y=Senfz2=2. 


Ejemplo 1 Hacer un: 


Una superficie es bidimensional; en cualquier punto dado hay dos direcciones independientes por Solución La superfi 
las que podemos avanzar. Por ejemplo, en el cilindro podemos avanzar verticalmente, o girar hori- tonces las 
zontalmente alrededor del eje z. Así que necesitamos dos parámetros para describirlo. Podemos con- dentro del 


siderar los parámetros como las coordenadas de un mapa, la longitud y la latitud sobre la superficie 
de la Ticrra, por ejemplo. 


En el caso del cilindro nuestros parámetros son £ y z, de modo que En la 
De esta fo 
X=CO0SÍ vy=senf} 2=2, 0SIS2R, -o<z<oo, 
Dy y $ , ; Paramet 
La última ecuación, z = z, parece extraña, pero nos recuerda que estamos en tres dimensiones, no en dos, 
y que a la coordenada z se le permite variar libremente sobre nuestra superficie. En general, expresamos Considére: 
las coordenadas, (x, y, z), de un punto en una superficie $ en términos de dos parámetros, $ y £ ción fa Pi 
a} : vV¡0av,,! 
x= fist) y=f (51), 2=f (5,1). 2 
Conforme varían los valores de s y £, el correspondiente punto (x, y, z) recorre la superficie S (véase 
Fig. 16.32). La función que envía cl punto (s, t) al punto (x, y, z) se denomina parametrización de la 
superficie. 
7 e \ 
/ y 
/ DPED o = Como sy, ı 
, / (x, y, 2)= E 
á / Mis Ds, Df ls 10) Ecuacic 
Figura 16.32 La parametrización envía cada punto (s, t) en la región R de los parámetros a un e planc 
elos v, 


punto (x, y, 2) = (£,(5, D, £As, 1), fals, 1) en la superficie S. 


lependientes por 
te, O girar hori- 
. Podemos con- 
re la superficie 


ones, no en dos, 
ral, expresamos 
S, $ y E 


erficie S (véase 
trización de la 


ametros a un 
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Uso de vectores de posición 


Podemos utilizar el vector de posición r = xi + yj + 2k para combinar las tres ecuaciones paramétri- 
cas para una superficie en una sola ecuación vectorial. Por ejemplo, la parametrización del cilindro x 
= cos 1, y = sen t, z = z se puede escribir como 


r (12) =costi +sentj +zk OSt<2f, —ow<z<oo, 


Para una superficie parametrizada general S, escribimos 


r(s,0=f ($, DI + fa (s, D] + f; (s, Dk. 


Parametrización de una superficie de la forma z = f (x, y) 


La gráfica de una función z = f (x, y) se puede dar paramétricamente con sólo hacer que los parámetros 
s y tsean x y y: 


z=f (s, À. 


Ejemplo 1 Hacer una descripción paramétrica del hemisferio inferior de la esfera x? + y? +z? = 1. 


Solución La superficie es la gráfica de la función =- y I - y? x? sobre la región x? + y? < 1 en el plano. En- 
tonces las ecuaciones paramétricas son x = s, y= t, zZ = =y 1 — s$? — f, donde los parámetros s y t varían 
dentro del círculo unitario. 


En la práctica consideramos a x y y como parámetros en lugar de introducir nuevas variables s y 7. 
De esta forma, podemos escribir x = x, y = y, Zz = f (x, y). 


Parametrización de un plano 


Considérese un plano que contiene dos vectores no paralelos, v} y v3 y un punto P, con vector de posi- 
ción r g. Puede llegarse a cualquier punto del plano comenzando en P, y avanzando en forma paralela a 
v; 0 a vz, sumando múltiplos de ellos a r , (véase Fig. 16.33). 


Figura 16.33 El plano r(s, 1) = Fo + sv, + tv, y algunos 
puntos correspondientes a varias opciones de s y £. 


Como sv, es paralelo a v} y tv, es paralelo a v,, tenemos el siguiente resultado: 


Ecuaciones paramétricas para un plano 


El plano que pasa por el punto con vector de posición 7 , y que contiene los dos vectores no para- 
lelos v, y v, tiene ecuación paramétrica 


(Ss. 1)=r¿+sv,+1v, 
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Siro=Xol + Yoj + ZK, Y Y =aqji + a,j +a,k, y v¿=b,i + b,j + bk, entonces las ecuaciones 
paramétricas del plano pueden escribirse en la forma 
x=x +50 +b, y =yy+5S0)+Ib,  Z=Zg +t sa, + tb.. 
Observe que la parametrización del plano expresa las coordenadas x, y y z como funciones lineales 


de los parámetros s y t. 


Ejemplo 2 Escribir una ecuación paramétrica para el plano que pasa por el punto (2, —1, 3) y que contiene los vec- 
tores y, =2i +3j -k y v,=i -4j +5k. 
Solución La ecuación paramétrica es 
r (s, D= y+ +), =20 -]+3k +s (2i +3 k) +l -4j -5k) 
=(2+2s+Đ)i +(1+35-40 +83 -s+ 50k, 
o, en forma equivalente, 


x=2+2s5+1 y=-14+35-4. 2=3-<+5£ 


Parametrizaciones usando coordenadas esféricas 


Recuerde las coordenadas esféricas p, $ y 8 introducidas en la página 261 del capítulo 15. En una esfera 
de radio p = a podemos utilizar $ y O como coordenadas, similares a latitud y longitud en la superficie 
de la Tierra (véase Fig. 16.34). Sin embargo, la latitud se mide desde el ecuador, en tanto que $ se mide 
desde el polo norte. Si el eje positivo de las x pasa por el meridiano de Greenwich, la longitud y 6 son 
iguales para 0 S 0S m. 


Figura 16.34 Parametrización 
de la esfera por $ y 6. 


Ejemplo 3 Usted se encuentra en un punto sobre una esfera con ¢ = 37/4. ¿Está en el hemisferio norte o en el s? 
Si 6 disminuye, ¿se acerca o se aleja del ecuador? 


Solución El ecuador tiene H = 7/2. Como 37 /4 > m /2, está en el hemisferio sur. Si f disminuye, se acerca más 
al ecuador. 


Ejemplo 4 Enu 
otro 
nada 


Solución Lafi 


Figura 16.35 


Pare 


La es 


Donc 


C 
punto 
depen 
tienen 


tonces las ecuaciones 


h, 


no funciones lineales 


que contiene los vec- 


lo 15. En una esfera 
itud en la superficie 
tanto que $ se mide 
la longitud y O son 


norte o en el sur? 


ye, se acerca más 
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Ejemplo 4 En una esfera, una persona está de pie en un punto con coordenadas 6, y dy. El antipoda es el punto a 
otro lado de la esfera sobre una recta que pasa por la persona y por el centro. ¿Cuáles son las coorde- 
nadas 0 y ¢ del antípoda? 


Solución La figura 16.35 muestra que las coordenadas son 9= æ+ 0, si 0, < To 0=0,-—TsSiT< 0, S 27 y Q= 


mT- Oy. Observe que si la persona está en el ecuador, lo está también su antípoda. 


y Punto (arriba del plano xy) z 
Punto 
Ón 
n=- Âi, Plano xy 
1 : ij visto de canto 
Vista desde arriba Vista lateral 

Punto antípoda Punto 

(debajo del plano xy) antípoda 


Figura 16.35 Dos vistas del sistema coordenado xyz que muestra las coordenadas de los puntos antípodas. 


Parametrización de una esfera usando coordenadas esféricas 


La esfera de radio 1 con centro en el origen se parametriza por 
x= sen pcos 0, y=sen ġsen 0, z= cos ®. 


Donde 0S0<21y0S 4 <r. (Véase Fig. 16.36). 


COS O 

Y 

A 
/ —tH 

A // a Se y 
/ 0 “, 

o FA ; 8 
PE 
Al 


SS 
Figura 16.36 La relación entre x, y, 
z y Q, Gen una esfera de radio 1. 
También podemos escribir estas ecuaciones en forma vectorial: 
r (0, Q ) = sen ġ cos 0 ¡+ sen ġ sen Oj + cos pk 


Como x? + y? + z? = sen? q (cos? 0 + sen? 0) + cos? ġ = sen? $ + cos? fp = 1 esto verifica que el 
punto con vector de posición r (0, $) se encuentra en la esfera de radio 1. Observe que la coordenada z 
depende sólo del parámetro $. Geométricamente, esto indica que todos los puntos de la misma latitud 
tienen la misma coordenada z. 
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Ejemplo 5 Encontrar ecuaciones paramétricas para las siguientes esferas: 
a) Centro en el origen y radio 2. 
b) Centro en el punto (2, —1, 3) y radio 2. 


Solución a) Debemos multiplicar la distancia desde el origen por un factor de escala de 2. Así, tenemos 


x=2senpgcos0, y=2 sensen, 2=2c0sQ, 


donde 0 < O< 27y 0< ¢ < m. En forma vectorial, esto se escribe 


r'(8,ġ)=2 sen ĝġ cos Qi +2 sen psen 8j +2 cos Qk. 


b) Para desplazar el centro de la esfera desde el origen al punto (2, —1, 3), sumamos la parametrización 
del vector encontrada en el inciso a al vector de posición de (2, —1, 3) (véase Fig. 16.37). Esto da 


r (0,0) 


2i — j +3k +(2 sen pH cos Oi +2 sen f sen Oj +2 cos pk) 


(2 +2 sen H cos O )i + (-1 +2 sen ġ sen O) +(3+2c0s PK, 
donde O < 0< 27y 0< ġ< Tr. Opcionalmente, 


x=2 +2 sen (cos 0, y =-] +2 sen ¢ sen 6, z=3 +2 cos Q. 


2 sen ó cos Oi + 
2 sen ø sen j + 
2 cosøk 


x - 


Figura 16.37 Esfera con centro en el punto 
(2, —1, 3) y radio 2. 


Observe que el mismo punto puede tener más de un valor para 0 o 6. Por ejemplo, los puntos con 
0 = 0 también tienen 0 = 27, a menos que restrinjamos 0 a los límites entre O < 0 < 27. Asimismo, el 
polo norte, en $ = 0, y el polo sur, en $ = 7, pueden tener cualquier valor de 6. 


Parametrización de superficies de revolución 


Muchas superficies tienen un eje de simetría rotacional y secciones transversales circulares perpendicu- 
lares a ese eje. Estas superficies se conocen como superficies de revolución. 


Ejemplo 6 Encon 


Solución 


tice es 


Utilizar 
Zaunt 


Sobre e 


do z=( 


Al desp 


El radio 
por r: 


A medid 
vector di 


Estas ect 


Los pará: 


Así, tenemos 


əs la parametrización 
Fig. 16.37). Esto da 


o) 
ọ)k, 


plo, los puntos con 
< 27. Asimismo, el 


ulares perpendicu- 
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Ejemplo 6 Encontrar una parametrización del cono cuya base es el círculo x ? + y ? = a ? en el plano xy y cuyo vér- 


Solución 


tice está a una altura 4 sobre el plano xy (véase Fig. 16.38). 


A 
Figura 16.38 El cono cuya base es el círculo x? + y? = a” en el plano xv y cuyo 
vértice está en el punto (0, 0, 4) y la sección transversal vertical del cono. 
Utilizamos coordenadas cilíndricas, r, O, z (véase Fig. 16.38). En el plano xy, el radio vector, r, del eje 
z a un punto en el cono en el plano xy es 
r,=acos ĝi+ a sen Oj. 


Sobre el plano xy, el radio de la sección transversal circular, r, disminuye linealmente desde r = a cuan- 
doz=0ar=0 cuando z = A. De los triángulos semejantes de la figura 16.38, 


Al despejar r tenemos 


El radio vector horizontal, Fi» a la altura z tiene componentes semejantes a Fos pero con a sustituida 
por r: 


r, =rcos ĝi + r sen Qj= (1 F a cos oi +1 - + ) a sen Bj. 


A medida que 6 pasa de O a 27r, el vector r, traza el círculo horizontal de la figura 16.38. Se obtiene cl 
vector de posición, r, de un punto del cono al sumar a r el vector zk, así que 


P=F, +2k=a(l ~-i) os Ol + a (1 ==) sen oj zk, para0s¿Shy0S0S2r. 


Estas ecuaciones se pueden escribir como 


> 
x 


h 


asno, zæ 


1 
/ 


4 z) / 
cofioójesma y=(1 


Los parámetros son 0 y z. 
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Ejemplo 7 Considerar el extremo acampanado de una trompeta. Un modelo para el radio z = f (x) de la corneta (en 
em) a una distancia x cm del extremo abierto grande está dado por la función 
b o 
(a+ 107 
El extremo acampanado se obtiene al hacer girar la gráfica de f alrededor del eje x. Encontrar una 
parametrización para los primeros 24 cm del extremo acampanado (véase Fig. 16.39). 


f()= 


Figura 16.39 La sección acampanada de una trompeta obtenida 
por rotación de la gráfica de z = f (x) alrededor del eje x. 


Solución A una distancia x del extremo abierto grande de la corneta, la sección transversal paralela al plano yz es 
un círculo de radio f (x), con centro en el eje x. Dicho círculo puede ser parametrizado por y = f (x) cos 


0, z = f (x) sen 6. De esta forma tenemos la parametrización 
\ 


sen 6, 0S x<24, 0<0S2r, 


un Ó ` .- A A 
deis dde (ut Joose ENE 


Los parámetros son x y 6. 


Curvas de parámetro 


En una superficie parametrizada, la curva obtenida al hacer uno de los parámetros igual a una constante 
y dejar que cl otro varíc se llama curva de parámetro. Si la superficie está parametrizada por 


r (s,t)= fi (s, t)i + fAs, O + IS DA, 


existen dos familias de curvas de parámetro en la superficie, una familia con £ constante y la otra cons 
constante. 


Ejemplo 8 Considerar el cilindro vertical 


x=COSÍ, y = sen £, ¿=z 


a) Describir las dos curvas de parámetro que pasan por el punto (0, 1, 1). 
b) Describir la familia de curvas de parámetro con £ constante y la familia con z constante. 


a) Como el punto (0, 1, 1) corresponde a los valores de parámetro t = 1/2 y z = 1, hay dos curvas de 
parámetro, una con f= 717 /2 y la otra con z = L. La curva de parámetro con t = 7/2 tiene las ecua 
ciones paramétricas 


Solución 


A: á 
s=cos (2) =0, y=sen (Z) = , 2=2, 
2 2 


con parámetro z. Esta es una recta que pasa por el punto (0, 1, 1) paralela al eje z. 


La cur 


con parám 
tro en el ej 


Figura 
pará 


b) Primer 


Estas sí 
La 
parame 


Son cín 
¿¿ _ 
Ejemplo 9 Describir las 


donde 0 < 9 


Solución Como ó mid 
Fig. 16.42). 
los) que unei 


A 


Figura 16.42 La fami 
con ġ = Q, para la esfer; 


(x) de la corneta (en 


e x. Encontrar una 
». 


lela al plano vz es 
o por y = f (x) cos 


0<0S2r. 


il a una constante 
ada por 


te y la otra con s 


tante. 


y dos curvas de 
? tiene las ecua- 
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La curva de parámetro con z = 1 tiene las ecuaciones paramétricas 


x=costf, y =sen f, z=1l, 


con parámetro /. Éste es un círculo unitario paralelo al plano xy, y una unidad arriba de éste, con cen- 
tro en el eje z. 


H ES 
~. 


Figura 16.40 La familia de curvas de 
parámetro con í = fọ para el cilindro 
x=c0sf, y=sent,7= 


Figura 16.41 La familia de curvas 
de parámetro con z = z, para el cilindro 
xX=COSf y=senf,2=2. 

b) Primero, fije t = tọ para t y haga que z varíe. Las curvas parametrizadas por z tienen ecuación 
Xx =COS ty y = Sen ly. 2=2. 
Éstas son líneas verticales en el cilindro paralelas al eje z (véase Fig. 16.40). 


La otra familia se obtiene al fijar z = z, y hacer variar t. Las curvas de esta familia están 


parametrizadas por t y tienen ecuación 
*x=C0sf, y=senf, Z= Z 


Son círculos de radio 1 paralelos al plano xy con centro en cl eje z (véase Fig. 16.41). 


Ejemplo 9 Describir las familias de curvas de parámetro con 0= 0, y $= 0, para la esfera 
x= sen (cos 6, 
donde 0< 0<27,0< p<. 


y=senGsenB, z=cos ģ, 


Solución Como ¢ mide la latitud, la familia con $ constante está formada por círculos de latitud constante (véase 


Fig. 16.42). De manera similar, la familia con O constante está formada por los meridianos (semicírcu- 
los) que unen los polos norte y sur (véase Fig. 16.43). 


Figura 16.42 La familia de curvas de parámetro 


Figura 16.43 La familia de curvas de parámetro 
con $= Q, para la esfera parametrizada por (6, $). 


con 8= 8, para la esfera paramctrizada por (0, ¢). 
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Problemas para la sección 16.3 
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Ya nos hemos encontrado con curvas de parámetro. En las páginas 15, 16 y 17 de la sección 11.3, 
las secciones transversales con x = a y y = b en una superficie z = f (x, y) son ejemplos de curvas de 
parámetro. Lo son también las líneas de la retícula en un dibujo computarizado de una superficie. Las 
pequeñas regiones que tienen forma semejante a un paralelogramo delimitado por pares de curvas de 
parámetro contiguas se llaman rectángulos de parámetro. Véase la figura 16.44. 


___ Curva de parámetro 
cony=a 


Curva de parámetro 
cony=b Pd 


Figura 16.44 Curvas parametrizadas x = a y y = b en una superficie 
z= f (x, y); la región sombreada es un rectángulo de parámetro. 


¡OOEEECQTDOAhRQDREOORAMmMILR a e A 


Describa verbalmente los objetos parametrizados por las ecuaciones de los problemas del 1 al 8 

lLox=rcos0 0S<rs5 2. x=5c080 0S02x 
y=rsenn0 0<0<2x y=5sen 0 
z=7 z=7 

3. x=5c080 0<0<27 4. x=5co80 US<0O<2x 
y=5sen0 0<z<7 y=5sen0 
2=2 2=50 

5. x=rcosg 0S0S<5 6. x=2zc080 0<2<7 
y=rsen0 0<0<2x y=2zsen0 0<0S?2x 
z=r 2=2 

7. x=3c080 0<0<2x S. x=x -5 Sx<5 
y=2senð 0<z<7 y=x 0<z<7 
ER 2=Z 


” 


9. Encuentre una parametrización de un cilindro circular de radio a cuyo eje está a lo largo del ejes, 
de z = 0 a una altura z = h. Véase la figura 16.45. 


r, = a cos Oi + a sen Oj 


Figura 16.45 
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Una ciudad está descrita paramétricamente por la ecuación 

r = (xoi + yoj +K ) +s+ Di 
donde v, =2i -3j +2k y v,=1 +4j +5k. Una manzana de la ciudad es un rectángulo deter- 
minado por v, y v,. El este está en la dirección de v, y el norte en la dirección de v». Al salir del 
punto (Xp, Yo Zo), Una persona camina 5 manzanas al este, 4 al norte, | al poniente y 2 al sur.¿Cuáles 
son los parámetros del punto final? ¿Cuáles son las coordenadas x, y y z de ese punto? 
Encuentre una parametrización para el plano que pasa por el punto (1, 3, 4) y es ortogonal an = 
2i +j-k. 
¿Contiene el plano r (s, )=(2 +5) + (3 +s +rj + 4tk los siguientes puntos? 
a) (4,8,12) b) (1,2,3) 


. ¿Son paralelos los siguientes dos planos? 


x=2+s5s+1, y=4+s-!, z2+1+0%s, y 
x=2+s+2h  y=1f, Z=s-f 
Una persona se encuentra en un punto con longitud 80° al oeste de Greenwich, Inglaterra, y latitud 
40° al norte del ecuador. 
a) Si la latitud disminuye, ¿se ha acercado o se ha alejado del ecuador? 
b) Si la latitud disminuye, ¿se ha acercado o se ha alejado del polo norte? 
c) Si la longitud aumenta (a 90° al oeste, por ejemplo), ¿se ha acercado o se ha alejado de 
Greenwich? 
Describa verbalmente la curva H= 7 /4 en la superficie del planeta. 
Describa verbalmente la curva O= 7/4 en la superficie del planeta. 
Encuentre ecuaciones paramétricas para la esfera con centiv en el origen y con radio 5. 
Encuentre ecuaciones paramétricas para la esfera con centro en el punto (2, —1, 3) y con radio 5. 
Encuentre ecuaciones paramétricas para la esfera (x ~a} + -bY +z- csd? 
Adapte la parametrización de la esfera para encontrar una parametrización para el elipsoide 
e y 2 


—+— +=! 
as bo 


Suponga que una persona se encuentra de pie en un punto en el ecuador de una esfera, parame- 
trizado por coordenadas esféricas 0), y 0. Si la persona recorre la mitad del ecuador y la mitad del 
camino hacia el polo norte a lo largo de una longitud, ¿cuáles son sus nuevas coordenadas 0 y $? 


Si la esfera se parametriza empleando las coordenadas esféricas O y Q, describa verbalmente la parte 
de la esfera dada por las siguientes restricciones: 


a) 0<S0<2r, 0s<pgs<xn b) T<0<2%, 0OSÓST 
c) R/4SO<TIB, OSOS d OSOS, TIAS O<TI 
Encuentre ecuaciones paramétricas para el cono x? + y? = 22, 

Parametrice el cono del ejemplo 6 de la página 311 en términos de r y 6. 


Parametrice un cono de altura h y radio máximo a con vértice en el origen y que abre hacia arriba. 
Haga esto de dos maneras; dé los rangos para cada parámetro en cada caso: 


a) Utilice ry 6 b) Utilice z y 8. 


Parametrice el paraboloide z = x? + y? usando coordenadas cilíndricas. 


Parametrice un vaso formado al hacer girar la curva 2=10Yx=1, 1Sx5S2, alrededor del eje z. 
Trace el vaso. 
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Para los problemas del 28 al 31 


28. 


30. 


32. 


33. 


a) Escriba una ecuación en x, y, z e identifique la superficie paramétrica. 
b) Dibuje una imagen de la superficie. 


x=02s OSs<l 29. x=s+t OSs<l 
v=s +! OSf<1 y=s-t OSsr<l 
2=1+s5-! z=% +1? 

x=3sens OSsS<T 3L. x=s s +r? 
y=3cosşs 0OS<f<] ya, s,tz20 


2=1t+1 2=Y41-s -r 

a) Describa la superficie dada paramétricamente por las ecuaciones 

x=cosís—t), y =sení(s—t), Z=S+!Í 

b) Describa las dos familias de curvas de parámetro de la superficie. 

Encuentre una parametrización del círculo de radio a con centro en el punto (xy, Yo Zo) y en el plano 

paralelo a dos vectores unitarios dados u y v tales que u + v = 0. 

Un toroide (dona) se forma al hacer girar un círculo pequeño de radio a en un círculo grande de radio 

b alrededor del origen. El círculo pequeño está en un plano vertical (giratorio) que pasa por el origen 

y el círculo grande está en el plano xy. (Véase Fig. 16.46). Parametrice el toroide como sigue. 

a) Parametrice el círculo grande. 

b) Para un punto típico en el círculo grande, encuentre dos vectores unitarios que sean perpen- 
diculares entre sí y estén en el plano del círculo pequeño que contiene ese punto. Utilice estos 
vectores para parametrizar el círculo pequeño en relación a su centro. 

c) Combine las respuestas a los incisos b y c para parametrizar el toroide. 


Figura 16.46 Figura 16.47 


35. Un poste decorativo de roble mide 48 pulgadas de largo y se hace girar en un torno de modo que 


su perfil sea senoidal, como se muestra en la figura 16.47, 
a) Describa la superficie del poste paramétricamente usando coordenadas cilíndricas. 
b) Encuentre el volumen del poste. 


16.4 EL TEOREMA DE LA FUNCIÓN IMPLÍCITA 


En esta sección explicaremos el teorema de la función implícita, así como la manera en que puede uti- 
lizarse para encontrar aproximaciones lineales a tramos pequeños de curvas y superficies lisas, 


Representacis 


El círcu 


o explíc 


O param 


Puede haber mu: 


oo 


Ejemplo 1 Encuentr 
60) y ( 


Solución Una repr 
es 3 y la 
paramétri 


Convers 


Ejemplo 2 Encuentre 


Solución Necesitan 
Como ser 


Esta es un 
sentación 


Xo Yo Zo) y en el plano 
círculo grande de radio 
que pasa por el origen 


ide como sigue. 


rios que sean perpen- 
se punto. Utilice estos 


; 


| torno de modo que 


cilíndricas. 


a en que puede uti- 
ficies lisas. 
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Representación implícita, explícita y paramétrica de curvas en el plano 
El círculo de radio 1 con centro en el origen puede representarse implícitamente mediante la ecuación 
Ayo, 
o explícitamente por las ecuaciones 


y=V1-x y y=- Ya, 


o paramétricamente por las ecuaciones 


x=cost, y=senft, 0S1tSs27. 


En general, 


Una representación implícita de una curva del plano xy está dada por una sola ecuación en 
xy y, de la forma f (x, y) =0. 
Una representación explícita de una curva del plano xy está dada por ecuaciones que expre- 


san y en términos de x, o x en términos de y, y son de la forma y = g (V ox= h O) 
Una representación paramétrica de una curva del plano xy está dada por un par de ecua- 


ciones que expresan x y y en términos de una tercera variable, que con frecuencia se deno- 
ta por f. 


Puede haber muchas representaciones diferentes implícitas o paramétricas de una curva dada. 


Ejemplo 1 Encuentre representaciones implícitas, explícitas y paramétricas de la recta que pasa por los puntos 
(3, 0) y (0, 5). 


Solución Una representación implícita es x/3 + y /5— 1 = 0. (Se debe comprobar que la intersección con el eje x 


es 3 y la ordenada al origen 5.) Una representación explícita es y = 5 — (5/3)x. Una representación 
paramétrica es x= 3f, y = 5 — 5t. 


Conversión de representaciones paramétricas en implícitas o explícitas 


Ejemplo 2 Encuentre una representación implícita y una explícita de la curva que tiene la representación paramétrica 
x=3+5sent y=1+2c08sfh 0S:t<27. 
Solución Necesitamos eliminar el parámetro /. Al despejar sen z y cos £ resulta sen £= (x — 3)/5, cos t = (y — 1)/2. 


Como sen? t + cos? t = 1, tenemos 
ae a 
a 2 e 


2 F 
Esta es una representación implícita para una elipse con centro en el punto (3, 1). Para obtener una repre- 
sentación explícita, despejamos y en términos de x: 


12 2 / 2 
(a) 3) o sea, a 
2 5 2 y E 
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Ejemplo 3 


Solución 


y por lo tanto, 


No se obtiene una única representación explícita para toda la elipse, más bien se obtiene una para la mitad 
superior (la raíz cuadrada positiva) y una para la mitad inferior (la raíz cuadrada negativa). 


Las ecuaciones explícitas y paramétricas son más fáciles de graficar que las ecuaciones implícitas. 
Para trazar y = f (x), evaluamos f (x) para varios valores de x y trazamos puntos. Análogamente, para 
trazar una curva dada paramétricamente, evaluamos x y y para diversos valores de f y trazamos puntos, 
Sin embargo, para una representación implícita sustituimos un valor para x, pero entonces debemos 
despejar y de la ecuación implícita; puede haber muchas soluciones o no existir ninguna. Además, puede 
ser imposible despejar v algebraicamente de la ecuación. 


Uso de linealización para construir una aproximación local 


Aun cuando de una ecuación implícita no podamos despejar y explícitamente en términos de x, muchas 
veces podemos sustituir la ecuación por una aproximación lincal válida cerca de un punto. De esta 
aproximación, por lo general, se puede despejar y. Por lo tanto, cerca de un punto en particular, una 
ecuación implícita suele definir una aproximación lineal explícita. 


El punto (1, 1) está en la curva y? + x2y + x? = 3. Encontrar una ecuación lineal explícita que dé una 
buena aproximación para el tramo de la curva cerca del punto (1, 1). 
La aproximación lineal de la función f (x, y) = y? + xy + x? cerca del punto (1, 1) es 
fAy)s=f0,D+f,0, Da- DHA, DO -1)=3+5(x- 1) +46 1) 
La curva tiene ecuación f (x, y) = 3, así que cerca del punto (1, 1) está aproximada cercanamente por 
3 + 5S(x— 1) + 4 - 1)=3. 


Al despejar y resulta la ecuación lineal explícita 


DJ 


y=1- (x— D). 


4 
Esta es la ecuación para la recta tangente a la curva en el punto (1, 1) (véase Fig. 16.48). 


Y 


Solución 


Figura 16.48 La curva vi +x2y + x° = 3 está bien aproximada por 


su recta tangente cerca del punto (1, 1) 
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Representación implícita, explícita y paramétrica de superficies 


en el espacio 


Las ecuaciones implícitas y explícitas en tres variables describen superficies en tres dimensiones. no cur- 
vas. Por ejemplo, la esfera de radio 1 con centro en el origen puede representarse implícitamente por la 
ecuación 


+y =l 
o explícitamente por las ecuaciones 
RS < 3H 3 
z=vV l-r- y y z=-vVIÍ Salaa a 
o paramétricamente por 


x=sen ġcos O, y=senfgsenO, z=c0sf, 0O<O<S2Tm, OSST 


Las curvas en tres dimensiones no se pueden representar explícita o implícitamente porque una sola 
ecuación en tres variables, por lo general, describe una superficie. Sin embargo, como ya se vio, las cur- 
vas en el espacio pueden expresarse paramétricamente. Por ejemplo, una hélice en el cilindro de radio 1 
con centro en el eje z se puede describir paramétricamente por 


xX=C08f  y=sen kl, =f =00 < f < o, 


Observe la diferencia entre las representaciones paramétricas de curvas y superficies: las curvas 
necesitan un parámetro y las superficies necesitan dos. Por esta razón, se dice que las curvas son obje- 
tos unidimensionales y las superficies son bidimensionales. 


Obtención de una función explícita a partir de una ecuación implícita 


Observe que aun cuando un círculo y una esfera están representados por ecuaciones implícitas, ambos 
generan funciones explícitas, cada una de Ias cuales corresponde a parte de la gráfica. Por ejemplo, la 
esfera 

Y +y +z] 
corresponde a las funciones explícitas para la parte superior e inferior de la esfera: 


== Vii y y z= fax, y) =- Y 1 a 1% 


Veamos ahora un ejemplo más complicado. 


Ejemplo 4 Demostrar que la ecuación implícita 2* — 7yz + 6e* = 0 no define z como una función de x y y, 


Solución 


Como ejemplo, intentemos calcular el valor de z correspondiente a x= 0, y = ]. Sustituimos x= 0 y ¥ = 
l en la ecuación y despejamos z. Como 


2-T+6=(-2(6-1G+3)=0 


tenemos tres soluciones: z = 2, z = 1, z = —3. Por lo tanto, z no es una función de 1 y v. 


Este ejemplo demuestra que si z? — 7yz + 6e* = 0, entonces no podemos esperar escribir z como 
función explícita de x y y, pero aún podemos escribir z como función explícita de x y y en parte de la 
gráfica. 


Ejemplo 5 


Solución 


Ejemplo 6 


Solución 


La gráfica de la ecuación z? — 7yz + 6e* = 0 es una superficie que contiene los tres puntos (0, 1, 2) 
(0, 1, 1) y (0, 1, -3). Esperamos encontrar las funciones 
z=fiŒ y) 2=f(4 y), 2=f(% Y), 


tales que f, indique puntos en la superficie cerca de (0, 1, 1), f, indique puntos cerca de (0, 1, 1) y fy 
indique puntos cerca de (0, 1, —3). 

¿Cuáles son las fórmulas para f}, f y f,? Como de la ecuación zè — 7yz + 6e* = 0 no se puede despe- 
jar z fácilmente, tampoco resulta fácil encontrar fórmulas explícitas para f,, fa y f} Sin embargo, esto 
no significa que no haya tales funciones. Nos queda el recurso de evaluar f}, f, y fa 


Suponga que f;, f, y f, son las funciones que se acaban de definir para z? —Tyz+6e"=0, 
a) Encontrar f,(0, 1), £,(0, 1), £¿(0, 1). 
b) Encontrar f,(0.02, 1.01), £,(0.02, 1.01), f,(0.02, 1.01). 


a) Como f, indica valores de z cerca del punto (0, 1, 2) tenemos 


f,(0,1)=2. 


En forma análoga, 


f(0,1)=1 y  f(0,1)=-3. 
b) Para calcular f,(0.02, 1.01) sustituimos x = 0.02 y y = 1.01 en la ecuación implícita 
27.072 + 6% =0. 


Al despejar z numéricamente, otra vez se obtienen tres soluciones, z = 2.0038, z = 1. 0127, z =-3.0165, 
Por lo tanto, esperamos 


f,(0.02, 10.1) = 2.0038, — f,(0.02, 1.01) = 1.0127,  fx(0.02, 1.01) = -3.0165 


Este ejemplo sugiere que las funciones f}, f, y f, están bien definidas y así podemos evaluarlas 
para x cerca de O y y cerca de 1. 


Búsqueda de una aproximación lineal explícita 


Aun cuando no podemos encontrar fórmulas explícitas para f}, fa y f} podemos encontrar sendas aproxi- 
maciones lineales explícitas cerca del punto correspondiente en la superficie. Para esto, buscamos una 
aproximación lineal a la ecuación implícita original z? — 7yz + 6e* = 0 y despejamos z. 


a) Encontrar una función lineal explícita, [, que aproxime la función f, cerca del punto (0, 1, 2). 
b) Comparar el valor dado por esta aproximación a los valores de f,(0, 1) y f,(0.02, 1.01). 


a) Para encontrar una función explícita válida cerca de (0, 1, 2), usamos una aproximación lineal y 
despejamos z. Suponga F (x, y, z) =z ° — 7yz + 6e*. Entonces, 


Fœ yz =6e, Fœ yx- Fax, y, z)=32 -— 7y, 
F (0, 1,2)=6, F0, 1,2)=-14, F{0,1,2)=5. 


La apre 
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y fa 
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3.0165 


sí podemos evaluarlas 


contrar sendas aproxi- 
ra esto, buscamos una 
SZ. 


el punto (0, 1, 2). 
0.02, 1.01). 


aproximación lineal y 


Ejemplo 7 


Solución 
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La aproximación lineal para F cerca de (0, 1, 2) es 
F (x, y, 23=F0(0, 1,2) + F, (0, 1, 2(x- 0) + F, (0, 1,210 — 1) + F, (0, 1, 2-2). 
Como F (0, 1, 2) = 0, tenemos 
F (x, y, 2) = 0 + 6x- 14(y — 1) + 5(z — 2), para (x, y, z ) cerca de (0, 1, 2). 
Como la superficie está dada por F(x, y, z) = 0, tenemos 
0 = 6x -— 14(y - 1) + 5-2). 
Despejar z nos indica que para (x, y, z) cerca de (0, 1, 2) tenemos 


z = -0,8 — 1.2x + 2.8y. 
Si definimos la función explícita, l, por 


I(x, y) = 0.8 — 1.2x + 2.8y 
entonces la función z = l (x, y) es una buena aproximación de la función z = f(x, y) para (x, y) cerca 
de (0, 1). 
b) Tenemos ! (0, 1) = 2 y 1 (0.02, 1.01) = 2.004, mientras que f,(0, 1)=2 y f,(0.02, 1.01) = 2.0038. 


Por lo tanto, los valores de ! y f} concuerdan exactamente en (0, 1) y son cercanos para (x, y) cerca 
de (0, 1). 


Intente hallar una función lineal, {(x, y), tal que z = 1 (x, y) da soluciones aproximadas a la ecuación 
+ y+22=25 


cerca de la solución (x, y, z) = (3, 4, 0). 


Considere la ecuación equivalente F(x, y, z) =x?+y?+2?-25=0. Como F, = 2x, F, = 2y y F, = 2z, 
tenemos 


F.(3,4,0)=6, F,(3,4,0)=8, F, (3,4,0) =0. 


La linealización local de F para (x, y, z) cerca de (3, 4, 0) está dada por 
F (x, y, z2) = 6(x — 3) + 8(y — 4) + 0z — 0). 
Por lo tanto, la linealización de la ecuación F(x, y, z) = 0 cerca de (3, 4, 0) es 
6(x — 3) + 8(y - 4) =0, 


de donde no se puede despejar z porque z no aparece en esta ecuación. Por lo tanto, en este caso el méto- 
do no da una aproximación para z como función de (x, y) cerca del punto (x, y, z) = (3, 4, 0). 


La solución al ejemplo 7 demuestra que aun cuando no podemos despejar z cerca de (3, 4, 0), 
podríamos despejar y, por ejemplo, y expresar y = 1, (x, z) cerca de ese punto. Esto nos indica que aun 
cuando no podemos usar x y y para parametrizar la esfera cerca de (3, 4, 0), podemos usar x y z. 

La figura 16.49 muestra por qué el punto (3, 4, 0) causa problemas. La ecuación x2+y2?+22=25 
es una esfera de radio 5 con centro en el origen. Los valores de (x, y) cerca de (3, 4) ¿determinan val- 
ores únicos de z cerca de 0 y tales que (x, y z) está en la esfera? La respuesta es negativa, por dos razones. 
Para puntos tales como (x, y) = (3.01, 4.01) donde x ? + y 2 > 25, no hay z tal que (x, y, z) se encuentre 
en la esfera. Para puntos tales como (2.99, 3.99) donde x ? + y 2 es ligeramente menor que 25, hay dos 
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; P ; Zi DR DS 
valores de z cerca de O que satisfacen la ecuación, es decir z = y25- x° -y y 2= =4/25—x" -y 


(véase Fig. 16.49). Como la ecuación x? + y ? + z ? = 25 no determina valores de z únicos para toda (x, 
y) cerca de (3, 4), no hay función para aproximar cerca de (3, 4). 


` (3.01, 4.01, 0) 


Figura 16.49 La esfera x? + y? +2? =25 Figura 16.50 Plano vertical tangente 
y una recta vertical que pasa por el a la esfera x? + y? + 2? = 25 en el punto 
punto (3.01, 4.01, 0). (3, 4, 0). 
El plano tangente a la esfera en (3, 4, 0) es la linealización 6(x — 3) + 8(y — 4) = 0. La ausencia de 
z en esta ecuación indica que el plano tangente es vertical y no determina a z como función de (x, yl 
(véase Fig. 16.50). El hecho de que falte z corresponde al de que F(3, 4, 0) = 0. 
Resumimos los ejemplos anteriores en el siguiente teorema, cuya prueba se puede encontrar en tex- 


tos más avanzados. 


El teorema de la función implícita 


Supongamos que F(x, y, z) es una función lisa y (a, b, c) es un punto tal que 
e F(ab,c)=0 
e F (a,b, c)+0 

Entonces hay una función lisa z = f (x, y) tal que, para (x, y) cerca de (a, b), 


Faxy fœ y))=0. 


La aproximación lineal, ! (x, y), a f (x, y) en el punto (a, b) se obtiene al despejar z en L (x, y, z)= 
O, donde L (x, y, z) es la aproximación lineal para F (x, y, z) en el punto (a, b, c). 


La posibilidad de despejar z y escribir z = f (x, y) nos dice que, cerca de (a, b, c), la superficie 
F (x, y, z) = 0 puede ser parametrizada por x y y: 


xX=Ss, y=Ł z=f(s,t). 


Esta parametrización no siempre es global y, como en el ejemplo 7, es posible que tengamos qu 
usar x y z, O y y z, en lugar de x y y. 


Problemas para la sección 16.4 ————— 


¿Qué curvas trazan las ecuaciones paramétricas de los problemas 1, 2 y 3? Encuentre una ecuación 
implícita o explícita para cada curva. 


l. x=2 
3. x=2 


Diga si la 
tamente. ] 


4. xy= 
6. x=el 


7. Encu 


8. De la 
a) E 

(i 

be 
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c) Er 
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a) Ev 

b) En 

api 

c) En 

13. Enel p 
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14. Encuent 
usando | 
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E E l. x=2+cosf, y=2-sent 2. x=2+cost, y=2-c0s!/ 
y 2=-y425-x" -y 


-24c Sal 
> z únicos para toda (x, 3. x=2+cost, y=c0s"1 


Diga si las ecuaciones de los problemas 4, 5 y 6 representan una curva paramétrica, implícita o explíci- 
tamente. Escriba los otros dos tipos de representaciones para la misma curva. 


4. xy=1 para x>0 5. 2-2r+y=0 para y>0 
6. x=el, y=e" para toda t 
7. Encuentre una ecuación para la recta tangente a la curva xe* + 2ye* = 0 en el punto (0, 0). 
y 8. De la ecuación x cos y + e" + y = } no se puede despejar y explícitamente en términos de x. 
a) Encuentre una ecuación lineal que tenga aproximadamente las mismas soluciones cerca de 
(0, 0), y despeje y en términos de x. 
(3, 4, 0) b) ¿Cuál es el significado geométrico de la ecuación lineal encontrada en el inciso a? 


9. Sea f, la función del ejemplo 5. Haga una tabla de valores de f| para 
llano vertical tangente x=-0.02, 0.01, 0.00, 0.01, 0.02,  y=0.98, 0.99, 1.00, 1.01, 1.02. 
+22=25 en el punto 


4,0). 10. Compare los valores de la aproximación lineal local, 1, del ejemplo 6, a los valores de f, calcula- 


l dos en el problema 9. 
4) = 0. La ausencia de 


_ ; -z - A a Ao ~ A $ 
somo función de (x, y) 11. Seaz= f,(x, y) la función, definida para (x, y) cerca de (0, 1), tal que z está cerca de 1 y 2* — 7yz + 


6e' =0. 
a) Evalúe f,(0.01, 0.98). 
b) Encuentre una aproximación lineal de f,(x, y) para (x, y) cerca de (0, 1) y utilícela para aproximar 
$,(0.01, 0.98). 
c) Encuentre ðf,/ðx en (0, 1) y of,/0y en (0, 1). 
12. Sea z= f(x, y) la función, definida para (x, y) cerca de (0, 1), tal que z está cerca de —3 y 2* — 7yz 
+ 6e* = 0. 
a) Evalúe f,(0.01, 0.98). 
b) Encuentre una aproximación lineal de f,(x, y) para (x, y) cerca de (0, 1) y utilícela para 
aproximar f,( 0.01, 0.98). 
c) Encuentre df,/dx en (0, 1) y df,/dy en (0, 1). 
13. En el punto (3, 5, 7), cierta funcion continuamente diferenciable f (x, y, z) tiene linealización local 
ijarz en L (x, y, z) = L(x, y, z) = U(x -— 3) + 40 - 5) + SG -7). 
o): a) ¿Qué puede decir acerca de la gráfica de la ecuación f (x, y, z) = 0? 
b) ¿Qué puede decir acerca de las soluciones de la ecuación f (x, y, z) = 0? 


ruede encontrar en tex- 


14. Encuentre una ecuación para el plano tangente a la superficie 2* + x? — y = 0 en el punto (1, 1, 0) 
(a, b, c), la superficie usando una linealización local. 


15. Suponga que la satisfacción que una persona experimenta como resultado de consumir una canti- 
dad x, de un artículo, y una cantidad x, de otro artículo, está dada como función de x, y x, por 


ible que tengamos que iS t= aa 

donde a es una constante, O < a < 1. Los precios de los dos artículos son p, y p,, respectivamente, 
y el presupuesto es b. 

a) Exprese la satisfacción máxima que se puede alcanzar como función de p,, p, y b, esto es, S = 
ANNA E E 8 Pir Po b) 

PA b) Encuentre una función que dé la cantidad de dinero que debe gastarse para alcanzar un nivel 
particular de satisfacción, c, como función de p}, p, y c, esto es, b = h (p,, Pa €) 


acuentre una ecuación c) Explique por qué el inciso b es un ejemplo del teorema de la función implícita. 
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16. La utilidad máxima (satisfacción) que una persona puede alcanzar como resultado de consumir 4 Du 
unidades de un artículo y x, unidades de otro artículo, es una función de los precios p, y p, de los de que « 
dos artículos, y del presupuesto, m. Escribimos Copérn: 

u = f (Py Pz m) la Tierr; 
a) Suponemos que u es una función creciente de m. ¿A cuál la derivada parcial afecta esto? ¿Qué 
significa esta suposición en términos económicos? 
b) Utilice el teorema de la función implícita para demostrar que hay una función m = g (pj, Ppt) LaT 
que satisface Sol c 
lució 


u= f (PP 8 (PP 4)). 
c) Explique por qué g recibe el nombre de función de gasto. ¿Qué información nos da en téri- 
nos económicos? En 
movimie 
planetas 


16.5 NOTAS ACERCA DE NEWTON, KEPLER Y EL MOVIMIENTO PLANETARI) Leyes de Kepl 
A AR) 


Ahora se 

Todas las noches, la bóveda celeste gira lentamente en lo alto. Al principio, las estrellas parecen fijas e los con | 
relación una con otra, pero la observación durante muchas noches permite ver que algunas estrellass PX 260 000 
desplazan en relación con las demás. Estos nómadas no son estrellas, sino planetas; cinco de ella epi 
urante ¿ 


pueden observarse a simple vista: Mercurio, Venus, Marte, Júpiter y Saturno, todos ellos bautizados con 
nombres de dioses romanos. Sus erráticas trayectorias han hecho que las personas les atribuyan poders 
sobrenaturales; por ejemplo, la astrología está basada principalmente en la posición de los planetas o 
respecto a las estrellas fijas. Las explicaciones matemáticas de Newton y Kepler del movimiento delos 
planetas fueron dos de los grandes descubrimientos en la historia de la ciencia. 


Los primeros pasos: Eratóstenes y Copérnico 


El primer paso hacia la explicación del movimiento planetario fue saber que 


La Tierra es redonda; una esfera de casi 6500 kilómetros de radio. 


Este dato era conocido por algunos en la antigua Grecia. Eratóstenes (276-197 a. C.) hizo de os 
cálculo razonable del radio de la Tierra, al observar el ángulo del Sol al mediodía del 21 de junioa Cury: 
> i i sobre el e 

dos lugares diferentes (véase el problema 1). Otro paso importante fue saber que 
demostrar: 

La Tierra gira una vez al día alrededor de un eje central que pasa por los polos norte y sur. 

| | donde d es 
E E La seg 
El filósofo griego Aristóteles (384-322 a. C.) pensó, por el contrario, que la Tierra permanecía fh área en una 
en tanto que otros cuerpos celestes giraban alrededor de ella. En verdad, la idea misma de que la Taa zar más rág 
gira puede parecer absurda; ¿no saldríamos despedidos del planeta? De hecho, la aceleración ta La terc 
ecuador, ocasionada por la rotación del planeta, es menos de 1% de la aceleración debida a la graveda si conocem 
y es casi la misma que la aceleración en la orilla de un carrusel con radio de 25 pies que da una tancia medi 


cada 1 Y minutos (véase el problema 2). depende de 


resultado de consumir x, 
los precios p, y p, de los 


parcial afecta esto? ¿Qué 


función m = 8 (Pi, Po, u) 


mación nos da en térmi- 


TO PLANETARIO 
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la Tierra permanecía fija 
a misma de que la Tierra 
ho, la aceleración en el 
Ón debida a la gravedad, 
5 pies que da una vuelta 
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Durante el Renacimiento, Nicolás Copérnico (1473-1543) propuso el punto de vista más moderno 
de que el movimiento aparente de las estrellas todas las noches es ocasionado por la rotación de la Tierra. 
Copérnico también contradijo otras teorías anteriores al poner al Sol en el centro del sistema solar, con 
la Tierra y otros planetas girando a su alrededor: 


La Tierra y los planetas giran alrededor del Sol. La tierra completa una revolución alrededor del 
Sol cada 365 y días (aproximadamente). La Luna gira alrededor de la Tierra y completa una revo- 
lución en alrededor de 27 3 días. 


En realidad, Aristarco de Samos (310-230 a. C.) ya había propuesto tal teoría, diciendo que el 
movimiento de la Tierra y de los planetas alrededor del Sol explica los movimientos aparentes de los 
planetas. 


leyes de Kepler del movimiento planetario 


Ahora sabemos que los planetas no giran en círculos con el Sol en el centro, ni la Luna gira en círcu- 
los con la Tierra en el centro. La distancia entre la Luna y la Tierra por ejemplo, varía de 220 000 a 
260 000 millas. En la última mitad del siglo XVI, el astrónomo danés Tycho Brahe (1546-1601) hizo 
mediciones de las posiciones de los planetas. Johann Kepler (1571-1630) estudió esta información 
durante años y, tras algunos intentos fallidos, llegó a las tres leyes del movimiento planetario: 


Leyes de Kepler: 


I. La órbita de cada planeta es una elipse con el Sol en un foco. En particular, la órbita se 
encuentra en un plano que contiene al Sol. 

TI. A medida que un planeta gira alrededor del Sol, el segmento de recta desde el Sol al 
planeta recorre áreas iguales en tiempos iguales. 


III. La relación p ?/d ? es la misma para todo planeta que gire alrededor del Sol, donde p es 
el periodo de la órbita (tiempo para completar una revolución) y d la distancia media de 
la órbita (promedio de la distancia más corta y la más grande desde el Sol). 


Una elipse es una curva cerrada en el plano, tal que la suma de las distancias desde cualquier punto 
de la curva a dos puntos fijos, llamados focos de la elipse, es constante. Si los dos focos están ubicados 
sobre el eje y en (0, —b) y (0, b), y si la suma constante de las distancias es 2d, entonces puede 


r ~ 2 
X v 


E, ke 
pa roge 
donde d es la distancia media y c? = d? — b? (véase el problema 3). 

La segunda ley de Kepler establece que la recta desde el planeta al Sol siempre recorre la misma 
área en una unidad de tiempo. Esto implica que la rapidez del planeta no es constante, porque debe avan- 
zar más rápidamente cuando está cerca del Sol (véase Fig. 16.51). 

La tercera ley señala que p?/d? es la misma para todos los planetas. En particular, esto significa que 
si conocemos el periodo p de un planeta en años terrestres, entonces conocemos la relación entre su dis- 
tancia media al Sol y la de la Tierra. Newton, posteriormente, demostró que el valor constante de p?/d? 
depende de la masa del objeto alrededor del cual giran los planetas. 


E ŮŮ 
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Las leyes de Kepler, impresionantes como son, son puramente descriptivas; no explicaron el P; 
movimiento de los planetas. El gran logro de Newton fue encontrar la causa subyacente. fuerza 
A 
rr a: 

Y NG Le; 

Planeta à \ Do 

i Sol \ de 

T 
\ j i 
\ 4 Or 
WN Y 
< Planeta 

o = A 

Figura 16.51 El segmento de recta que une un planeta razon: 

métod 


con el Sol recorre áreas iguales en tiempos iguales. 


Primera y segunda leyes de Newton del movimiento y la atracción universal Cómo explic 


En 1687, Isaac Newton (1642-1727) publicó sus Principia Mathematica.! En esta obra, Newton formuló La ses 
una teoría del movimiento basada en el concepto de fuerza. Comenzó por observar que el movimiento de la f 
curvilíneo es señal de aceleración, y se dio a la tarea de buscar una ley específica de aceleración que tacion 
explicara las leyes de Kepler. Newton definió el “movimiento” de un cuerpo, lo que nosotros lla: Sol. E 
maríamos momento (o cantidad de movimiento) como el producto de su masa, m, y su velocidad,v. tor de 

que el 


Primera ley de Newton del movimiento 


Todo cuerpo permanece en estado de reposo, o de movimiento constante [momento] en línea 
recta, a menos que sea obligado a cambiar ese estado por fuerzas que actúan sobre él. 


En un lenguaje moderno, la primera ley establece que mv es un vector constante en ausencia de ua 
fuerza. En particular, un planeta puede moverse en una elipse sólo si hay una fuerza que actúe sobre é. 


Segunda ley de Newton del movimiento ` 
La rapidez de cambio del movimiento [momento] de un cuerpo es proporcional a la fuerza que | MR el vec 
actúa sobre él y en dirección de la línea recta a lo largo de la cual actúa la fuerza. Fig. 1 
S 
el áre: 
Newton reconoció que la rapidez de cambio del momento era una cantidad vectorial. Su segundaly 
da la dirección de la rapidez de cambio: en notación moderna, si m es masa y v es velocidad, entonces 
d dv , 
—- (my) = m =—= ma. porqu 
dt eaw) dt 
Al denotar F como la fuerza que actúa sobre el cuerpo obtenemos la versión moderna de la segundaky 
de Newton, F = ma. (Las unidades se eligen de modo que la constante de proporcionalidad sea l.) Al ha 
| El título completo en latín fue Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, que significa Principios matemáticos k 2 Una: 
The As 


filosofía natural. 
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o explicaron el Para completar la explicación de las leyes de Kepler, Newton necesitó una ley que expresara la 
> fuerza de atracción gravitacional del Sol sobre un planeta. 


Ley de la atracción universal 


Dos objetos de masa M y m son atraídos uno al otro por una fuerza, F, proporcional al producto 


de sus masas y al cuadrado inverso de la distancia r entre ellos: 
F= GMm 


, 
r2? 


donde G es una constante universal. 


Aun cuando la obra de Newton contiene muchas de las ideas fundamentales del cálculo, para su 
razonamiento utilizó triángulos semejantes y geometría.? En el resto de esta sección explicaremos el 
método de Newton, con pruebas modernas usando derivadas, vectores y productos cruz. 


niversal Cómo explica Newton la segunda ley de Kepler 


La segunda ley de Newton establece que el vector de aceleración de un planeta apunta en la dirección 
de la fuerza gravitacional que actúa sobre éste, y la ley de atracción señala que el vector de fuerza gravi- 
tacional apunta hacia el Sol. Por lo tanto, el vector de aceleración de un planeta siempre apunta hacia el 
Sol. El movimiento centrípeto alrededor del punto fijo A se define como el movimiento en que el vec- 
tor de aceleración siempre apunta hacia A (o exactamente en la dirección contraria). Newton demostró 
que el movimiento centrípeto equivale al movimiento en un plano sujeto a la segunda ley de Kepler. 


lewton formuló 

el movimiento 
aceleración que 
te nosotros lla- 
velocidad, y, 


Teorema de Newton: leyes de Kepler y movimiento centrípeto 


to] en línea 
Supongamos que un objeto se mueve en un plano que contiene al punto A, de manera tal que el 


segmento de recta desde A al objeto recorre áreas iguales en tiempos iguales, entonces el movi- 


miento es centrípeto alrededor de A. A la inversa: si el movimiento es centrípeto alrededor de A, 
sencia de una entonces el objeto se mueve en un plano que contiene a A, y el segmento de recta desde A al obje- 
actúe sobre él. to recorre áreas iguales en tiempos iguales. 


Newton halló una prueba geométrica de este teorema. Aquí se da una prueba moderna. Considere 
el vector r X v, donde r es el vector desde A al objeto, y V es el vector de velocidad del objeto (véase 
Fig. 16.52). Demostramos que r X y representa la rapidez con la que el vector r recorre el área. 

Supongamos que en el tiempo At el vector F se convierte en r + Ar. La figura 16.53 muestra que 
el área recorrida por el vector r durante el intervalo At es aproximadamente triangular y está dada por 


ı fuerza que 


Su segunda ley O E a Sdi TY ; 
lad, entonces APA SI XAr=>rXdr 
porque r X r =0. Al dividir entre Af, tenemos 
la segunda ley At 2 Art 

lad sea 1.) Al hacer At > O resulta , 
dA = 3 rX v 
dE 1 


2 Una versión del camino seguido por Newton se encuentra en Tristan Needham, Newton and the Transmutation of Force, 


s matemáticos de 
The American Mathematical Monthly, vol. 100, 1993, pp. 119-137. 
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De este modo, se ve que el área del triángulo determinado por r y v da la rapidez con la que el área está La fuerza grav 


siendo recorrida a medida que el objeto se desplaza alrededor de su órbita. 


La dirección de r X v es perpendicular al plano que contiene a r y a v. Por lo tanto, si el área está Hasta aq 
siendo recorrida a una rapidez constante y si r y v están siempre en el mismo plano que el movimien- una fuer 
to, entonces r X y es un vector constante. Para ver sir X v es constante, se toma la derivada de r X cuerpo q 
y. Si se utiliza la regla del producto, el hecho de que r X y = 0, y se escribe la aceleración a = dy / dl, fuerza q 
resulta magnituc 

E OE ETET x Ly xXxyvy+r XxXa=r Xa. 
Primero, supongamos que el movimiento es en un plano que contiene a A y que el segmento de recta donde G 
recorre áreas iguales en tiempos iguales. Entonces r X v es constante, de modo que debemos tener r X tenemos 
a =0. Esto significa que a debe ser paralelo a 7, pero esto a su vez significa que a siempre apunta hacia 
A (o se aleja de A), así que el movimiento es centrípeto. 

Por el contrario, supongamos que el movimiento es centrípeto. Entonces r y a son paralelos, así que Obse 
r X v=0, lo que implica que r X v es constante. Esto nos indica que áreas iguales son recorridas en Kepler nc 
tiempos iguales y que y v siempre se encuentran en el mismo plano (el plano perpendicular a f X Y). m, se can 

de un cue 

A Por e 

Esta 1 

Trayectoria M. Estos € 

Trayectoria estacionar 

Í dor de la ' 

Figura 16.52 El triángulo representa la rapidez Figura 16.53 Área recorrida efectuados 
con la que el área es recorrida por el vector F en el tiempo At. la masa de 
cuando el cuerpo se mueve con velocidad V. La ob 
aportó not 


Cómo explica Newton la primera ley de Kepler Problemas para la 


La equivalencia entre la segunda ley de Kepler y el movimiento centrípeto confirma que el vector de 
aceleración de un planeta siempre apunta hacia el Sol. Pero, ¿qué hay de su magnitud? Newton demostró 


que la magnitud de la aceleración podía derivarse de la primera ley de Kepler, la cual estipula que el l. En el 
planeta gira en una elipse, centrípetamente alrededor de uno de sus focos. El resultado que obtuvo fue métod 
el siguiente: jado e 
El mis 

de cír 

Teorema de Newton: movimiento alrededor del foco de la elipse Eratós 
Supongamos que un objeto se desplaza en una elipse centrípetamente alrededor de uno de sus dor de 
focos, B. Supongamos también que la distancia media de la elipse es d y p el periodo del movimien- pode 

to. Si res la distancia desde el objeto a B, entonces la magnitud de la aceleración está dada por 2. Para u 
Tierra. 

y (com 

acelera 
pies de 


Por lo tanto, a es proporcional al cuadrado inverso de r. 
del car 
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Problemas para la sección 16.5 
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La fuerza gravitacional 


Hasta aquí se ha puesto énfasis en la aceleración más que en la fuerza. Newton observó que debe haber 
una fuerza que modifique la trayectoria de la Luna a medida que gira alrededor de la Tierra y que un 
cuerpo que cae, por ejemplo una manzana desde un árbol, se acelera hacia la tierra. Descubrió que la 
fuerza que atraía la manzana hacia la tierra era la misma fuerza que aceleraba la Luna en su órbita. La 
magnitud de la fuerza de gravedad está dada por la Ley de la Gravitación Universal, 


F- GMm 
r2 
donde G es una constante. Para un planeta de masa m que gira en órbita alrededor del Sol, de masa M, 
tenemos 


F=ma= GMm . 


y así a=<M., 
p? 


Observe que la fórmula de Newton de la ley de gravedad explica el hecho de que en las leyes de 
Kepler no intervienen las masas de los planetas individuales. Puesto que F = ma y F = GMm/r?, la masa, 
m, se cancela. Ésta es la explicación del sorprendente descubrimiento de Galileo de que la aceleración 
de un cuerpo en caída libre no depende de la masa del cuerpo. 

Por el teorema de Newton, la constante de proporcionalidad es 47 2d Yp ?, así que tenemos 


GM = 4? 
p? 

Esta relación nos indica que si conocemos la constante gravitacional G, podemos calcular la masa 
M. Estos cálculos suponen que M es mucho mayor que m, así que la masa M puede considerarse como 
estacionaria. Esto se aplica a planetas que giran en órbita alrededor del Sol, a la Luna que gira alrede- 
dor de la Tierra, o a una luna que gira alrededor de Júpiter. En vista que experimentos de laboratorio 
efectuados en la Tierra permiten conocer el valor de G, la ley de Newton abrió el camino para calcular 
la masa del Sol, la Tierra y Júpiter. 

La obra de Newton inició una nueva era científica en la que el uso de ecuaciones diferenciales 
aportó notables avances en física y astronomía. 


l. En el siglo III a. C., Eratóstenes calculó la circunferencia de la Tierra por medio del siguiente 
método. Él sabía que cerca de Syena, Egipto, en el día más largo del año, el Sol podía verse refle- 
jado en el fondo de un profundo pozo y, en consecuencia, estaba directamente encima del pozo. 
El mismo día, en Alejandría, Egipto, observó que la posición del Sol se recorría alrededor de 1/50 
de círculo al sur del Cenit (es decir, al sur de directamente encima). Al hablar con camelleros, 
Eratóstenes también se enteró de que la distancia norte-sur entre Alejandría y Syena era de alrede- 
dor de 5000 estadios (un estadio era una unidad griega de longitud, que se cree equivalía más o 
menos a 185 metros). Use esta información para calcular la circunferencia de la Tierra. 


2. Para un punto en el ecuador, calcule la magnitud de la aceleración causada por la rotación de la 
Tierra. Utilice pies por segundo por segundo como unidades. El radio de la Tierra es de 4000 millas 
y (como sabemos) el periodo de su rotación, de 24 horas. Compare su respuesta con el valor de la 
aceleración debida a la gravedad, g = 32 pies/s?. Suponga un punto en el borde de un carrusel de 25 
pies de radio con la misma aceleración que el punto en el ecuador. ¿Cuál es la velocidad del punto 
del carrusel? ¿Cuál es su periodo? 
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3. Suponga que una elipse tiene focos en (0, b) y (0, —b) en el plano xy y que la distancia media al foco 


(0, b) es d. Demuestre que la suma constante de las distancias desde cualquier punto de la elipse a 
los dos focos es 2d. Luego demuestre que la ecuación para la elipse es 

r2 v2 

- + —= 1 


2 e 
donde d es la distancia media y c? = d? — b?. 


. Suponga que una partícula se desplaza en el plano xy de manera que su vector de aceleración a 
siempre apunta al origen y tiene magnitud proporcional a su distancia al origen. Seleccione el eje x 
para que el punto de la trayectoria de la partícula más cercano al origen sea (a, 0). Explique por qué 
en ese punto el vector de velocidad es perpendicular al eje x. Demuestre que con las coordenadas 
dadas x y y, si definimos que el tiempo £= 0 es el instante cuando la partícula está en (a, 0), entonces 
la partícula satisface las ecuaciones diferenciales 


Px k CERA k>0, 


d? © d 
con condiciones iniciales x(0) = a, x'(0) = 0, y y(0) = 0, y'(0) = c. Aquí c es la velocidad en la 
dirección y, en el tiempo ż = 0. Ahora demuestre que si b = c / /k , la solución a estas ecuaciones 
diferenciales es 


x = acosvKt, y = b sen vkt. 


. Experimente en una computadora o calculadora con las órbitas que resultan de la aceleración cen- 
trípeta. Necesitará un programa que grafique trayectorias (soluciones) para sistemas de ecuaciones 
diferenciales. Por ejemplo, para observar órbitas con aceleración centrípeta de k /r, es necesario 
resolver un sistema de ecuaciones diferenciales con cuatro variables, las variables de posición x y 
y, y las variables de velocidad u = dx / dt y v = dy / dt, que satisfacen el sistema 


EPA E 
d dt’ d x+y? dt xy 


Compruebe que estas ecuaciones implican que el vector de aceleración (d? x / dBi + (d?y / de?) 
j = (du | dtji + (dv / dt) j tiene la dirección y magnitud correctas. Luego utilice la computadora 
para graficar las variables x y y partiendo de un conjunto cualquiera de valores iniciales para x, 
y, u y v. Experimente con otras leyes: k / r?, kr?, ¿Son órbitas siempre cerradas? 


- Una hipérbola es una curva tal que la diferencia de las distancias desde cualquier punto de la curva 
a dos puntos fijos (llamados focos) es constante. La ecuación para una hipérbola con centro en el 
origen es 


donde 2d es la diferencia constante en distancias desde los focos en (0, b) y (0, —b) y c? = b?- 
d?. Demuestre que el movimiento parametrizado por 


de; 
2 


x= (ek -e *'), y=L (ekt +e) 


ocurre a lo largo de la hipérbola —x ?/c ? + y ?/d ? = 1 y también que 


WEE L N, 
dt- dr j 


Por lo tanto, la aceleración del movimiento dado apunta alejándose del origen con magnitud pro- 
porcional a la distancia desde el origen. 


N 


10, 


LM 


m o m ri m m s mm mm om. 


Anmeg 


b) 
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ier punto de la elipse a 


Escriba una parametrización para cada una de las curvas de los problemas del | al 10. 
ector de aceleración a 1 


Í i . La línea horizontal que pasa por el punto (0, 5). 
zen. Seleccione el eje x 


a, 0). Explique por qué E 2. El círculo de radio 2 con centro en el origen, comenzando en el punto (0, 2) cuando t = 0. 
te con las coordenadas A 3. El círculo de radio 4 con centro en el punto (4, 4), comenzando en el eje x cuando 1 = 0, 
está en (a, 0), entonces 4. El círculo de radio 1 del plano xy con centro en el origen, recorrido en sentido contrario al de las 
manecillas del reloj cuando se observa desde arriba. 
5. La recta que pasa por los puntos (2, —1, 4) y (1, 2, 5). 
Ñ 6. La recta que pasa por el punto (1, 3, 2) y es perpendicular al plano xz. 
es la velocidad en la 3 
ón a estas ecuaciones 7. La recta que pasa por el punto (1, 1, 1) y es perpendicular al plano 2x — 3y + 52 = 4. 
8. El círculo de radio 2 paralelo al plano xy, con centro en el punto (0, O, 1), y recorrido en sentido 
contrario al de las manecillas del reloj cuando se observa desde abajo. 
de la aceleración cen- 9, El círculo E E 3 da al E xz, con centro en el n (0, 5, 0), y recorrido en sentido 
stemas de ecuaciones contrario al de las manecillas del reloj cuando se observa desde (0, 10, 0). 
de k /r, es necesario 10. El círculo de radio 2 con centro (0, 1, 0) que se encuentra en el plano x + z = 0. 
ables de posición x y 11. Considere las ecuaciones paramétricas siguientes para 0 < t $ 4 
na I) r =cos (21 )i + sen (2t) j ID r=2costi+2sentj 


T IID r =cos (t/ 2) + sen (t/2)j IV) r =2costi -2sentj 

Vai j A a) Relacione las anteriores ecuaciones con cuatro de las curvas C}, C), C}, Cy, C; y C; de la figu- 
y Ñ i)i + (d*y 1 de®) ra 16.54. (Cada curva es parte de un círculo.) 
ilice la comp utadora b) Escriba ecuaciones paramétricas para las curvas que no quedaron relacionadas; suponga otra 
DS para x, vez que0sts m 

as? 


ier punto de la curva 
ola con centro en el 


(0, =b) y c? = b? — 


Figura 16.54 


12. En una calculadora gráfica, o en computadora, grafique x = 2t /(t? + 1), y = (t?—1)/(t + 1), primero 


con magnitud pro- para —50 < ¢ < 50 y luego para —5 S 1 < 5. Explique lo que vea. ¿Es la curva realmente un círculo? 
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13. Sea (1,1) = 5%. 
“+y 
a) ¿En qué dirección debe uno avanzar desde el punto (1, 1) para obtener la máxima rapidez de 
aumento de f? 
b) Encuentre una dirección en que la derivada direccional del punto (1, 1) es igual a cero. 
c) Suponga que uno avanza a lo largo de la curva x= e *, y = 2t? + 6t + 1. ¿Cuál es df/dt en t= 
0? 

14. Encuentre la ecuación paramétrica para la línea de intersección de los planos z = 4 + 2x + 5yy2= 
3 4x4 3y. 

15. Encuentre ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por los puntos (1, 2, 3), (3, 5, 7) y calcule 
la distancia más corta desde la recta al origen. 

16. ¿Son paralelas las rectas x = 3 + 2t, y=5-t2=71+3Htyx=3+1t,y=5+2t,2=7 +21? 

17. Grafique la figura de Lissajous dada por x = cos 2f, y = sen f; use una calculadora gráfica o una com- S 
putadora. Explique por qué parece parte de una parábola. [Sugerencia: utilice una identidad de b 
ángulo doble de trigonometría.] x 

18. Suponga que un planeta P en el plano xy, gira alrededor de la estrella S en sentido contrario al de d 
las manecillas del reloj, en un círculo de 10 unidades de radio, y completa una órbita en 27 23. U 
unidades de tiempo. Suponga, además, que una luna M gira en órbita alrededor del planeta P en a 
sentido contrario al de las manecillas del reloj en un círculo de 3 unidades de radio y completa se 
una órbita en 277 / 8 unidades de tiempo. La estrella S está fija en el origen x = 0, y = 0, y enel R 
tiempo 1 = 0 el planeta P está en el punto (10, 0) y la Luna M está en el punto (13, 0). b 

a) Encuentre ecuaciones paramétricas para las coordenadas x y y del planeta en el tiempo ż. 

b) Encuentre ecuaciones paramétricas para las coordenadas x y y de la luna en el tiempo 1 
[Sugerencia: para la posición de la Luna en el tiempo f, tome un vector del Sol al planeta en el 
tiempo ż y sume un vector del planeta a la Luna.] 

c) Grafique una trayectoria del planeta usando una calculadora gráfica o una computadora. 

d) Experimente con radios y velocidades diferentes para la órbita de la Luna alrededor del planeta. 

19. Una partícula se mueve a lo largo de una recta, con posición en el tiempo t dada por 

r(1)=(2+51) + (3 +1) + 2k. 

a) ¿Dónde está la partícula cuando t = 0? 

b) ¿En qué tiempo llega la partícula al punto (12, 5, 4)? 

c) ¿Llega alguna vez la partícula al punto (12, 4, 4)?, ¿por qué sí, o por qué no? 

20. Una hormiga, que sale del origen avanza dos unidades/segundo a lo largo del eje x hasta el punto 24 
(1, 0). La hormiga sigue luego en sentido contrario al de las manecillas del reloj a lo largo del círcu- ag 
lo unitario hasta (0, 1) a una velocidad de 3% /2 unidades/segundo, después va directamente hacia 
abajo hasta el origen a una velocidad de dos unidades/segundo a lo largo del eje y. b) 
a) Exprese las coordenadas de la hormiga como función del tiempo, ż, en segundos. 
b) Exprese la trayectoria inversa como una función del tiempo. 


Una jugadora de baloncesto lanza el balón desde 6 pies sobre el suelo hacia una canasta que estáa 

10 pies del suelo y alejada de ella 15 pies. 

a) Suponga que lanza el balón a un ángulo de A grados sobre la horizontal (0, < A < 7/2) con una pu 
velocidad inicial V. Dé las coordenadas x y y de la posición del balón en el tiempo +. Suponga tric 
que la coordenada x de la canasta es O y que la coordenada x de la jugadora es —15. [Sugerencia: se: 
Hay una aceleración de —32 pies/s? en la dirección y; no hay aceleración en la dirección x. ne 
Desprecie la resistencia del aire.] qui 
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b) Mediante las ecuaciones paramétricas obtenidas en el inciso a, experimente con valores dife- 
rentes para V y A, graficando la trayectoria del balón en una calculadora gráfica o computado- 
ra para ver qué tan cerca llega el balón a la canasta. (Las divisiones del eje y se pueden usar 
para ubicar la canasta.) 

c) Encuentre el ángulo A que reduzca al mínimo la velocidad necesaria para que el balón llegue 
a la canasta. (Es un cálculo laborioso: primero encuentre una ecuación en V y A que se cumpla 
si la trayectoria del balón pasa por el punto situado a 15 pies de la jugadora y a 10 pies del 
suelo. Luego minimice V.) 


Una porrista tiene un bastón de 0.40 m de largo con una luz en un extremo. Lanza el bastón de tal 
forma que su centro avanza a lo largo de una parábola, y el bastón gira en sentido contrario al de 
las manecillas del reloj alrededor del centro con una velocidad angular constante. El bastón está ini- 
cialmente en posición horizontal y a 1.5 m del suelo; su velocidad inicial es 8 m/s horizontalmente 
y 10 m/s verticalmente, y su velocidad angular es 2 revoluciones por segundo. Encuentre ecua- 
ciones paramétricas que describan los siguientes movimientos: 

a) El centro del bastón en relación al suelo. 

b) El extremo del bastón en relación a su centro. 

c) La trayectoria trazada por el extremo del bastón en relación al suelo. 

d) Trace una gráfica del movimiento del extremo del bastón. 


Una rueda de 1 metro de radio se apoya sobre el eje x con su centro en el eje y. Hay una mancha 
en la orilla en el punto (1, 1). Véase la figura 16.55, En el tiempo t = 0 la rueda empieza a rodar 
sobre el eje x, en la dirección mostrada, a razón de 1 radián por segundo. 
a) Encuentre ecuaciones paramétricas que describan el movimiento del centro de la rueda. 
b) Encuentre ecuaciones paramétricas que describan el movimiento de la mancha. Grafique esta 
trayectoria. 
y y y=t(x+2) 


Figura 16.55 Figura 16.56 


a) La elipse 2x? + 3y? = 8 interseca la recta de pendiente £ que pasa por el punto P = (2, 0) en dos 
puntos, uno de los cuales es P. Calcule la coordenada del otro punto Q. Véase la figura 16.56. 
b) Dé una parametrización de la elipse 2x ? + 3y ? = 8 por funciones racionales. 


Encuentre ecuaciones paramétricas para el plano 3x + 4y + 5z = 10. 


a) Encuentre un vector normal al plano r = (3 — 5s + 2t Xi +(1+s+31)j +(s-1Kk. 
b) Encuentre una ecuación implícita para el plano. 


Una persona se encuentra de pie en el punto (—5, O, 5). Jane, una amiga de ésta, está de pie en el 
punto (0, —5, —5) y otra amiga, Jo, está parada en el punto (10, 5, 0). Encuentre ecuaciones paramé- 
tricas para el plano donde están de pie las tres, de modo que los parámetros de la primera persona 
sean (0, 0), los de Jo sean (1, 0) y los de Jane sean (0, 1). Encuentre una parametrización de ma- 
nera que se cambien los parámetros de Jane por los de Jo. Encuentre una parametrización de modo 
que se cambien los parámetros de la primera persona por los de Jane. 
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28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


Existe un método muy conocido para parametrizar una esfera, llamado proyección estereográfica. 
Trabajamos con la esfera x? + y? +z? = 1. Dibuje una recta desde un punto (x, y) del plano xy al 
polo norte (0, O, 1). Ésta recta interseca la esfera en un punto (x, y, Z), obtenemos así una parame- 
trización de la esfera por puntos en el plano. 

a) ¿Qué punto corresponde al polo sur? 

b) ¿Cuáles puntos corresponden al ecuador? 

c) ¿Obtenemos todos los puntos de la esfera mediante esta parametrización? 

d) ¿Cuáles puntos corresponden al hemisferio superior? 

e) ¿Cuáles al hemisferio inferior? 

Muchos instrumentos metálicos de viento son aproximadamente cornetas de Bessel, que son super- 


ficies de revolución alrededor del eje x generada por la función 
) 
z= f (x) = 
$0) (x +a)” 
para constantes positivas a, b y m. Entonces f(x) es el radio de la corneta a una distancia x del 


extremo abierto grande. Por lo general, m está entre 0.5 S m< 1. 


Determine a y b y trace la gráfica de f para O < x < 20 si el radio en x = 0 es 15 cm y el radio 
en x= 20 cm es 1 cm para cada uno de los siguientes tres casos: m = 0.5, m = 0.7, m = 1. ¿Por qué 
m recibe el nombre de parámetro de acampanado? 


Dé una parametrización del extremo acampanado de la corneta del problema 29 con m = 0.5. 
La figura 16.57 es una imagen de la superficie paramétrica 
x=alís +0, y = b(s-1), z=4cť, 
paraa=1,b=1 y c= 1. ¿Qué pasa si se hace aumentar a?, ¿si aumenta b?, ¿si aumenta c?, ¿cómo 
se podría voltear la figura hacia abajo? 


| E 


Figura 16.57 Figura 16.58 
La figura 16.58 muestra la curva x?z = 1 en el plano xz. Parametrice la superficie obtenida al hacer 
girar esta curva 
a) alrededor del eje x, para x > 0 
b) alrededor del eje z, para z > 0. 


La representación paramétrica de una recta en tres dimensiones se utiliza para encontrar dónde la 
recta entre dos puntos interseca un plano dado. Por ejemplo, las imágenes de curvas y superficies en 
el espacio tridimensional de este libro fueron dibujadas por una computadora. Para ello, la computa- 
dora calcula primero las coordenadas de algunos puntos sobre la curva o la superficie. Para cada uno 
de tales puntos, calcula entonces la visual desde ese punto al ojo de un observador imaginario y deter- 
mina dónde esa línea interseca una ventana imaginaria (el plano de la pantalla de la computadora) 
que se encuentra entre el punto y el ojo del observador. Se calculan las coordenadas bidimensionales 
de ese punto de intersección en la pantalla para que el punto pueda graficarse en la pantalla. 
Encuentre fórmulas para las coordenadas del punto de intersección del plano Ax + By + Cz = D con 
la recta que une el punto (a, b, c) con un observador en el punto (A, B, C). 
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34. En el problema 33, las coordenadas xyz están calculadas para el punto donde la visual desde un 


observador en (A, B, C) hasta un punto (a, b, c) encuentra un plano de observación (la pantalla) 

Ax + By + Cz = D. La computadora necesita calcular las coordenadas de este punto sobre la pan- 

talla, no sus coordenadas en el espacio. Para hacerlo, tome dos vectores u y v a ángulos rectos 

entre sí que comienzan en el origen de la pantalla y yacen en el plano de la pantalla. Luego 

cualquier punto de la pantalla se puede escribir como ru + sv para ciertos números 7 s; estos 

números son las coordenadas sobre la pantalla. Escoja para el origen de la pantalla el pino Q, 

donde la visual desde el observador (A, B, C) al origen (0, O, 0) interseca el plano de observación 

Ax + By + Cz = D. Elija u como el vector unitario paralelo al plano xy que apunta a la derecha 

del observador y v como el vector unitario perpendicular a u y que apunta hacia arriba (con com- 

ponente z positiva). Las coordenadas de un punto sobre la pantalla se encuentran tomando el pro- 

ducto punto con u y v del vector desde el origen Q de la pantalla al punto de intersección calcu- 

lado en el problema 33. 

a) Encuentre las coordenadas xyz del origen Q de la pantalla en términos de A, B, C, D. 

b) Encuentre el vector u en términos de A, B, C. 

c) Encuentre el vector v en términos de A, B, C. 

d) Encuentre las coordenadas del punto de intersección calculado en el problema 33. 

e) Encuentre las coordenadas r y s de la pantalla, del punto calculado en el problema 33. Esto 
es, encuentre r=4 + «(P- 0) ys= y + (P — Q). [Sugerencia: utilice el hecho de que u - (Ai + 
Bj +Ck)=0yv- (At + Bj+ Ck) =01. 


CAPÍTULO DIECISIETE 


CAMPOS VECTORIALES 


Algunas cantidades físicas (como la temperatura) se representan mejor me- 
diante escalares; otras (como la velocidad), se representan mejor mediante 
vectores. Ya se han visto funciones de varias variables cuyos valores son es- 
calares: la temperatura como función de la posición en un mapa metco- 
rológico, por ejemplo. Tales funciones se llaman funciones de valor escalar. 
Algunos mapas meteorológicos indican la velocidad del viento en varios 
puntos, mediante flechas. La velocidad del viento es un ejemplo de una 
función de valor vectorial, puesto que su valor en cualquier punto es el vector 
que indica la dirección y fuerza del viento. Tales funciones también se llaman 
campos vectoriales. Ya se presentó un importante ejemplo de un campo vecto- 
rial, a saber, el gradiente de una función de valor escalar. En este capítulo vere- 
mos otros ejemplos, como los campos vectoriales de velocidad que describen 
el flujo de un fluido. También veremos la trayectoria seguida por una partícula 
que se desplaza con el flujo, que se llama línea de flujo del campo vectorial. 
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17.1 CAMPOS VECTORIALES 
A seeéeéeeáén 


Introducción a los campos vectoriales 


Un campo vectorial es una función que asigna un vector a cada punto del plano o del espacio tridimen- 
sional. Un ejemplo de un campo vectorial es el gradiente de una función f (x, y); en cada punto (x, y) el 
vector grad f (x, y) apunta en la dirección de máxima rapidez de aumento de f. En esta sección veremos 
otros campos vectoriales que representan velocidades y fuerzas. 


Campos vectoriales de velocidad 


La figura 17.1 muestra el flujo de una parte de la corriente del Golfo, que es una corriente del océano Campo: 
Atlántico.! Es un ejemplo de un campo vectorial de velocidad: cada vector muestra la velocidad de la 
corriente en ese punto. La corriente es máxima donde los vectores de velocidad son más largos, en la 
parte media de la corriente. Flanqueando la corriente hay remolinos donde al agua gira en círculos. 
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Ejemplo 1 Trazar el cam 


0 100 200 300 400 500 600 km 
Solución La tabla 17.1 


Figura 17.1 Campo vectorial de velocidad de la corriente del Golfo. un vector. Par; 


! Basado en datos proporcionados por Avijit Gangopadhyay del Jet Propulsion Laboratory. 
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> o del espacio tridimen- 
); en cada punto (x, y) el 
En esta sección veremos 


Figura 17.2 El campo gravitacional de la Tierra. 


na corriente del océano Campos de fuerza 


estra la velocidad de la . n ; 
a Otra cantidad física representada por un vector es una fuerza. Cuando experimentamos una fuerza, a 
ıd son más largos, en la 


va gira en círculos. veces ésta resulta de un contacto directo con el objeto que ejerce la fuerza (por ejemplo un empujón). 
Sin embargo, muchas fuerzas se pueden sentir en todos los puntos del espacio. Por ejemplo, la Tierra 
ejerce una atracción gravitacional sobre todas las otras masas. Tales fuerzas se pueden representar medi- 
ante campos vectoriales. 

La figura 17.2 muestra la fuerza gravitacional ejercida por la Tierra sobre una masa de un kilo- 
gramo en diferentes puntos del espacio. Éste es un dibujo del campo vectorial en el espacio tridimen- 
sional. Se puede ver que todos los vectores apuntan hacia la Tierra (que no se muestra en el diagrama) y 
que los vectores más alejados de la Tierra son de magnitud menor. 


Definición de un campo vectorial 


Ahora que hemos visto algunos ejemplos de campos vectoriales, damos una definición más formal. 


Un campo vectorial en dos dimensiones es una función F (x, y) cuyo valor en el punto (x, v) es 


un vector bidimensional. De la misma manera, un campo vectorial en tres dimensiones es una 
función F (x, y, z) cuyos valores son vectores tridimensionales. 


Obsérvese la flecha sobre la función, F, la cual indica que su valor es un vector, no un escalar. 
Muchas veces representamos el punto (x, y) o (x, y, z) por su vector de posición r y escribimos el 
e =* 
campo vectorial como F(r). 


Visualización de un campo vectorial dado por una fórmula 


Como un campo vectorial es una función que asigna un vector a cada punto, con frecuencia un campo 
vectorial puede ser expresado por una fórmula. 


Ejemplo 1 Trazar el campo vectorial en tres dimensiones dado por F y= + xj. 
600 km ; 
Solución La tabla 17.1 muestra el valor del campo vectorial en unos cuantos puntos. Observe que cada valor es 
Jolfo un vector. Para trazar el campo vectorial, graficamos F(x, y) con su cola en (x, y) (véase Fig. 17.3). 
J . 
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Figura 17.3 El valor F (x, y) Figura 17.4 Los vectores del campo E 
está colocado en el punto (x, y). vectorial F(x, y) =-—yi + xj ; se han dibujado a escala b) Éste 
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TABLA 17.1 Algunos valores de 


F, y) =i +x] i 
(% y) =-yi +3) Ejemplo 3 Describir « 


Solución La notaci 
vector r c 
Observe q 
diagrama. 
que la nota 


Ahora veamos la fórmula para obtener una mejor representación. La magnitud del vector en (x, y) 
es IF (x, I| =|| -yë + x311 = /x7+ y, que es la distancia de (x, y) al origen. Por lo tanto, todos los 
vectores a una distancia fija del origen (esto es, en un círculo con centro en el origen) tienen la misma 
magnitud. Ésta se hace más grande a medida que uno se aleja del origen. ¿Qué pasa con la dirección! 
La figura 17.3 sugiere que en cada punto (x, y) el vector F (x, y) es perpendicular al vector de posición 
= xi + yj . Esto se verifica usando el producto punto r + F (x, y)= (xi + yj) + (=yi + xj) = 0. Esto Figura 17. 
significa que los vectores en este campo vectorial son tangentes a círculos con centro en el origen y se 
hacen más largos a medida que salimos de él. En la figura 17.4, los vectores están a escala, para que no 
se encimen unos sobre otros. 


Cómo hal 
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Ejemplo 4 La ley de N 


Ejemplo 2 Dibujar imágenes de los campos vectoriales, en dos dimensiones, dados por Aa i 
(a) Fœ yx (b) Ga, y)=xi. une. (Véase 


: vitacional, s 
Solución a) El vector xj es paralelo a la dirección y, apuntando hacia arriba cuando x es positiva y hacia abajo 
cuando x es negativa. Del mismo modo, cuanto más grande sea |x|, más largo será el vector. 


Los vectores del campo son constantes a lo largo de líneas verticales porque el campo vectorial no 
depende de y. (Véase Fig. 17.5.) 
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Figura 17.5 El campo vectorial F(x, y) =x]. 


b) Éste es similar al ejemplo anterior, excepto que el vector xi es paralelo a la dirección x, apuntando 
a la derecha cuando x es positiva y a la izquierda cuando x es negativa. Otra vez, cuanto más grande 
sea lx] más largo es el vector, y los vectores son constantes a lo largo de líneas verticales porque el 


campo vectorial no depende de y. (Véase Fig. 17.6). 


Ejemplo 3 Describir el campo vectorial en tres dimensiones dado por F(r) =r, donde r =xi +35 +2k. 


Solución 


Ejemplo 4 


La notación F(r) =r significa que el valor de F en el punto (x, y, z) con vector de posición r es el 
vector F con su cola en (x, y, z). El campo vectorial, pues, apunta hacia afuera. Véase la figura 17.7. 
Observe que las longitudes de los vectores se han dibujado a escala, de modo que quepan en el 
diagrama. Este campo vectorial también se puede escribir como F(x, y, z) = xi + yj +2k. Se puede ver 


que la notación que utiliza r es más concisa. 4 


Figura 17.7 El campo vectorial Fr) =P. 


Cómo hallar una fórmula para un campo vectorial 


La ley de Newton de la gravitación expresa que la magnitud de la fuerza gravitacional ejercida por un 
objeto de masa M sobre un objeto de masa m es proporcional a M y a m, e inversamente proporcional al 
cuadrado de la distancia entre ellas. La dirección de la fuerza es de m a M a lo largo de la recta que las 
une. (Véase Fig. 17.8.) Encontrar una fórmula para el campo vectorial F(r ) que represente la fuerza gra- 


Figura 17.6 El campo vectorial F(x, y) = xi. 
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vitacional, suponiendo que M está localizada en el origen y sn en el punto con vector de posición r. | 


Se 


13 


Me 


Figura 17.8 Fuerza ejercida sobre la masa m por la masa M. 


oa 
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Solución Como la masa m está localizada en r, la ley de Newton establece que la magnitud de la fuerza es 


GMm \ 


Popa enm 
(Ep 


e” 


donde G se llama constante de gravitación universal. Un vector unitario en la dirección de la fuerza es 


-r / ||rI], donde el signo negativo indica que la dirección de la fuerza es hacia el origen (la gravedad es sa 
de atracción). Al tomar el producto de la magnitud de la fuerza y un vector unitario en la dirección de la aà 
fuerza, obtenemos una expresión para el campo vectorial de fuerza: Y 
IA PI TA 
A AS 
ł 
Ya hemos visto una imagen de este campo vectorial en la figura 17.2. 
Problemas par 
Campos vectoriales de gradiente 
El gradiente de una función escalar f es una función que asigna un vector a cada punto, y, por lo tanto, LC 
es un campo vectorial. Se llama campo de gradiente de f. Muchos campos vectoriales en física son re 
campos de gradiente. ve 
a) 
Ejemplo 5 Trazar el campo de gradiente de las funciones de las figuras 17.9 a la 17.11. 
b) 
c) 
d) 


Figura 17.9 El mapa de contorno Figura 17.10 E! mapa de contorno Figura 17.11 El mapa de contorno 
de f (x, y) =x? + 2y? de g (x, y) = 5- x? - 2y? de h (x, y)=x + 2y+3 


Solución Véanse las figuras 17.12 a la 17.14. Para una función f (x, y), el vector gradiente de f en un punto es 
perpendicular a los contornos en la dirección de f creciente y su magnitud es la rapidez de cambio en 
esa dirección. La rapidez de cambio es grande cuando los contornos están cercanos entre sí, y pequeña 
cuando están separados entre sí. Observe que en la figura 17.12 los vectores apuntan todos hacia afuera 
y se alejan del mínimo local de f, y en la figura 17.13 los vectores de grad g apuntan todos hacia dentro, 
hacia el máximo local de g. Como h es una función lineal, su gradiente es constante, así que grad h, en 
la figura 17.14, es un campo vectorial constante. 
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a fuerza es 


Sn de la fuerza es 
n (la gravedad es 
la dirección de la 


Figura 17.12 grad f Figura 17.13 Figura 17.14 gradh 


Problemas para la sección 17.1 


o, y, por lo tanto, 1. Cada campo vectorial de las figuras (I) a la (IV) representa la fuerza sobre una partícula en dife- 
les en física son rentes puntos en el espacio como resultado de otra partícula en el origen. Relacione los campos 
vectoriales con las descripciones siguientes. 


a) Una fuerza de repulsión cuya magnitud disminuye conforme aumenta la distancia, tal como 
entre cargas eléctricas del mismo signo. 
b) Una fuerza de repulsión cuya magnitud aumenta conforme aumenta la distancia. 
c) Una fuerza de atracción cuya magnitud disminuye conforma aumenta la distancia, tal como la 
gravedad. 
E d) Una fuerza de atracción cuya magnitud aumenta conforme aumenta la distancia. 


A 
E a) 


apa de contorno 
+2y+3 


f en un punto es 
ez de cambio en 
tre sí, y pequeña 
dos hacia afuera 
los hacia dentro, 
sí que grad A, en 
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Trace los campos vectoriales de los problemas del 2 al 7. 


2 Fœ y= +3) 3. E y=; 4. F(x y)= 2i +3) 


5. F(r)=247 6 F) =i T Faya ayy 


A 


Para los problemas del 8 al 13, encuentre fórmulas para los campos vectoriales (hay muchas respuestas 


posibles). 
8. ; 9. y 
A a a ia 
PE E > Y — 4 —4- o 1 En k 
+ e » . — SL O Ss prop: 
e Sn a E o respu 
e— e > * + -= — a e Md IS a 
10. 11 r 
y \ 16. ] 
A E a 17.1 
pa da A NA 
GRO A ANA A Le AA 18. I 
E N E- sið ~ Soy dl Y vr q 
rasi sa: X + y 
e « “ . 5 œ~ AAA CA . » ES a 
ALEA A Y 9 72? ENAN 
EN ASS AT ARNA 
FEANEN PR a 
12. y 13 y 
b) 
NANA POZ TA EIREANN N c) 
ERA A P A DENEN 
Sa E L a EE N AN 
PAI IA 
\ KARTE +3 17.2 EL FLL 
/ S 1 E NTE A? J rr re, 
«* rd y . Y Y ` = a pr A 7 
co O II o UNICA 3 
y AN NOS + 412 uandc 
Z / J \ N Ng bable q 
vectori¿ 
14. Las figuras 17.15 y 17.16 muestran el gradiente de las funciones z = f (x, y) y 2=g (4 y). avanza: 
a) Para cada función, elabore un dibujo aproximado de las curvas de nivel, indicando posibles En 
valores de z. flujo de 
b) El plano xz corta cada una de las superficies z = f (x, y) y z = 2 (x, y) en una curva. Dibuje cada para el « 


una de estas curvas; deje en claro en qué son semejantes o en qué son diferentes una de otra. 326. Las 


xi + xj 
x+ Yi + (x — yy 


y muchas respuestas 


AA xs + 277 
ANA Os Ss 2227 


=g (x, y) 
ndicando posibles 


zurva. Dibuje cada 
ntes una de otra. 
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y 1 
SY LL a a A 
SINS ¿A AG wY e Pä a 
> > e e Y e Y A NT 
T 1 \ 
Sy Rm E ci o: E 
27 AS A PAH NAg $ 
OS MO: PTS 
Figura 17.15 Gradiente de Figura 17.16 Gradiente de 
z=f(x y) 2 = Bra, y) 


En los problemas 15, 16 y 17, utilice una computadora para imprimir campos vectoriales con las 
propiedades dadas. Muestre cn la impresión la fórmula utilizada para generarla (existen muchas 
respuestas posibles). 


15. Todos los vectores son paralelos al eje x; todos los vectores sobre una línea vertical tienen la misma 
magnitud. 


16. Todos los vectores apuntan hacia el origen y tienen longitud constante. 
17. Todos los vectores son de longitud unitaria y perpendiculares al vector de posición en ese punto, 
18. Imagine un río ancho, cuyas aguas avanzan en forma constante, y en medio del cual hay una fuente 
que lanza agua horizontalmente en todas direcciones. 
a) Suponga que el río avanza en la dirección č en el plano xy y que la fuente está en el origen. 
Explique por qué la expresión 


u=A AKOE +y ai +37), A>0,K>0 
podría representar el campo de velocidad para el flujo combinado del río y la fuente. 
b) ¿Cuál es la importancia de las constantes A y K? 


c)  Dibuje con una computadora el campo vectorial u paaK=lyA=l1yA=2, y para A =0.2, K 
de 


17.2 EL FLUJO DE UN CAMPO VECTORIAL 


Cuando se descubre un iceberg en el Atlántico Norte, es importante poder pronosticar en dónde es pro- 
bable que se localice el iceberg un día o una semana después. Para ello, es necesario conocer el campo 
vectorial de velocidad de las corrientes oceánicas, es decir, con qué rapidez y en qué dirección el agua 
avanza en cada punto. 

En esta sección utilizamos ecuaciones diferenciales para encontrar la trayectoria de un objeto en un 
flujo de fluido. Esta trayectoria se llama línea de flujo. La figura 17.17 muestra varias líneas de flujo 
para el campo vectorial de velocidad de la corriente del Golfo, al igual que la figura 17.1 de la página 
326. Las flechas de cada línea de flujo indican la dirección del flujo a lo largo de la misma. 
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Figura 17.17 Líneas de flujo para objetos en la corriente del Golfo con diferentes puntos de inicio. 


¿Cómo se encuentra una línea de flujo? 


Supongamos que F es el campo vectorial de velocidad del agua en la superficie de un arroyo, e imagi- 
nemos una semilla arrastrada por la corriente. Se necesita conocer el vector de posición r (z) de la semi- 


lla en el tiempo £. Sabemos que 


Velocidad de la semilla = Velocidad de la corriente en la posición de la semilla 
en el tiempo t en el tiempo 1 
es decir, 


r'()=E(F (0). 


Para un campo vectorial arbitrario hacemos la siguiente definición: 


Una línea de flujo de un campo vectorial v = F ) es una trayectoria, + (£), cuyo vector de veloci- 
dad es igual a v. Entonces 


r'() =V = FF (0). 


El flujo de un campo vectorial es la familia de todas sus líneas de flujo. 


líne: 
ejer 


línea 


Al re 


o o o o 


Ejemplo 1 Enco; 
(1, 2) 


Solución Sear 
Tenen 


Enton 


Como 


Por lo t 


(Véase 
expresic 


A 


Ejemplo 2 La velocid 
un objeto ¿ 


km 


600 


es puntos de inicio. 
un arroyo, e Imagl- 


ión r (f) de la semi- 


ión de la semilla 


vector de veloci- 


Ejemplo 1 


Solución 
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Una línea de flujo también recibe el nombre de curva integral o línea de corriente. Hemos definido 
líneas de flujo para cualquier campo vectorial, ya que son útiles para estudiar el flujo de campos (por 
ejemplo, eléctrico y magnético) que no son campos de velocidad. 

Al descomponer F y r en sus elementos, F = Fi + Fj y r(ġ=x()i +y(Ðj, la definición de una 
línea de flujo indica que x(t) y y(£) satisfacen el sistema de ecuaciones diferenciales 


(0=F(0,y0) y y'O =PO, yO). 


Al resolver estas ecuaciones diferenciales se obtiene una parametrización de la línea de flujo. 


Encontrar la línea de flujo del campo de velocidad constante y =3 + 45 cm/seg que pasa por el punto 
(1, 2) en el instante £=0. 


> m > Ari 2 y Á 
Sea r (t) = x(£)i + y(t}j la posición en cm de una partícula en el tiempo t, donde + está en segundos. 
Tenemos 


xX(0)=3 y y(0)=4 
Entonces, 


xA =3t+ xy y A =4t+ y. 
Como la trayectoria pasa por el punto (1, 2) en ż = 0, tenemos xy = 1 y yọ = 2 y por lo tanto 
yA=3t+1 y y0=41+2. 
Por lo tanto, la trayectoria es la línea dada paramétricamente por 


(0) =(31+ Di + (41 +2). 


(Véase Fig. 17.18). Para encontrar una ecuación explícita para la trayectoria, se elimina t entre estas 
expresiones para obtener 


o y= ESUE 
3 3 


Figura 17.18 Campo vectorial F=3i+ 4] con 
la línea de flujo a través de (1, 2). 


Ejemplo 2 La velocidad de un flujo en el punto (x, y) es F (y) =+x T. Encontrar la trayectoria de movimiento de 


un objeto arrastrado por el flujo si está situado en el punto (-2, 2) en el tiempo 1 = 0. 
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Solución 


La figura 17.19 muestra un diagrama de este campo. Puesto que F(x, y) = į, estamos buscando la línea 
de flujo que satisfaga el sistema de ecuaciones diferenciales 

0=1, y) =x 
Al despejar x(t) primero, obtenemos x(1) = t + xy, donde x, es una constante de integración. Por lo tanto, 
y (0) =1 + xq así que y) = $1 + Xgl + yg donde yg es también una constante de integración. Como 
x(0) = x9 = 2 y 1(0) = y, = 2, la trayectoria de movimiento está dada por 


xX0=1-2, y= 4 12-2t+2, 
o, lo que es lo mismo, 
r()=0-2i +4 -2t +2). 
La gráfica de esta línca de flujo en la figura 17.20 parece una parábola. Esto se comprueba al ver que 
una ecuación explícita para la trayectoria es y = 4 y, 
5 


N SAN 
7 YA NEL 

- y > Ss r F 1 ] 

A E A 


Figura 17.20 Una línea de flujo del 
campo de velocidad v = į + xj 


rd 
A 
ACE 
SS 


Figura 17.19 El campo vectorial 
v=i+xj 


Ejemplo 3 Determinar el flujo del campo vectorial v = + xj. 


Solución 


La figura 17.21 sugiere que el flujo está formado por círculos concéntricos en sentido contrario al de las 
manecillas del reloj, centrados en el origen. El sistema de ecuaciones diferenciales para el flujo es 


XD = y(t) yO) =x(0. 


Las ecuaciones (x(0), y(0) = (a cos £, a sen t) parametrizan una familia de círculos en sentido contrario al 
de las manecillas del reloj, de radio a, centrados en el origen. Comprobamos que esta familia satisface el 
sistema de ecuaciones diferenciales 


x ()=-asent=-y(t) y y(D)=acost=x(0. 


Ms 
\ 


Figura 17.21 El flujo del campo vectorial v = i + xj 
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Ejemplo 4 Utilizar 
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Solución El flujo 
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Cuando 1 
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1.16, y(0. 
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Búsqueda numérica de líneas de flujo 


Con frecuencia no es posible encontrar fórmulas para las líneas de flujo de un campo vectorial. Sin 
embargo, pueden aproximarse numéricamente por el método de Euler para la solución de ecuaciones 
diferenciales. Como las líneas de flujo r(t) =x(0í + y(0)j de un campo vectorial v = F(x, y) satisfacen 
la ecuación diferencial r (1) = F( r(0), tenemos 


r(t +A) = rA + (A)r) 
= r() + (ANF(r()) para At cerca de 0. 


Para aproximar una línea de flujo, comenzamos en el punto r¿= r (0) y estimamos la posición 7, de 
una partícula tras un instante At: 


de r (AÙ) = r (0) + (At) E(r(0) 
= rot (AD FCF o). 


Luego repetimos el mismo procedimiento comenzando en r}, y así sucesivamente. La fórmula general 
para pasar de un punto al siguiente es 


= r,+ (ANEC) 


Part 


Los puntos con vectores de posición "y, fp- dibujan la trayectoria, como se muestra en el siguiente 
ejemplo. 


Ejemplo 4 Utilizar el método de Euler para aproximar la línea de flujo que pasa por (1, 2) para el campo vectorial 
ya yi+2xRj. 


Solución El flujo está determinado por las ecuaciones diferenciales r’ (1) = v, o lo que es lo mismo, 
xX (A=y y(0=2%. 


Utilizamos el método de Euler con Aż = 0.02, resultando 


» 


Ta (= ln + 0.02v Xp Yn) 
e A E 2: 2! 
=x +y,J +0.0207/ +27 /) 
o, de manera equivalente, 


z 2 Lai s 2 
Mag 1 A A + 0.02y,, dar E E 0.02 2x, : 


Cuando ¢ = 0, tenemos (Xp, Yọ) = (1, 2). Entonces 


Xx, = xg +0.02- yy = 1 + 0.02- 2? = 1.08, 
Yi = yg + 0.02- 2x3 = 2 +0.02: 2- 1? = 2.04. 


Por lo tanto, después de un paso x(0.02) = 1.08 y y(0.02) = 2.04. De igual manera, (0.04) = AN = 
1.16, y(0.04) = yQAr) = 2.08 y así sucesivamente. Más valores a lo largo de la línea de flujo aparecen en 
la tabla 17.2 y se grafican en la figura 17.22. 
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TABLA 17.2 La línea de flujo aproximada para el campo vectorial v = yi + 2x2 iniciando en 
el punto (1, 2) 


Em 
pues i a 


228 


ty 


0 - X 
l 2 
Figura 17.22 Solución por el método de 
Euler a x' = y?, y' = 2x?. 


Problemas para la sección 17.2 


Para los problemas 1, 2 y 3, dibuje el campo vectorial y su flujo. 
l. v=3¿ 2. v=2j 3. v=3i -2j 


Para los problemas del 4 al 7, dibuje el campo vectorial y el flujo. Luego encuentre el sistema de ecua 
ciones diferenciales asociado con el campo vectorial, y verifique que el flujo satisfaga el sistema. 


4. v=yi+xj; x(t) = ale + e7), yÒ = ale! -— e”). 

5 v=yi-xj; x(f) = asen t, y(t) =a cos t. 

6. V=xi+yj; x(1) =ae!, y(t) = be. 

7. v=x -yj; x(1) =ae, y(t) = be”. 

8. — Utilice una computadora o una calculadora con el método de Euler para aproximar la línea de 


flujo que pasa por (1, 2), para el campo vectorial v = y2í + 2x?j usando 5 pasos con un intervalo 
Ar=0.1. 


9. Relacione los siguientes campos vectoriales con sus líneas de flujo. Ponga flechas en las líneas de 
flujo que indiquen la dirección del flujo. 
a) yi+xj b) -yi + xj 
CS) xi+yj d) -yi +(x+y/10)j 
e) -yi + (110) N œ- +E- 


D 


(IV) 


Ten 
gira 
las 1 
coo 
ene 


Dibuje lo 


3 
a) 
b) 
c) 


2x2] iniciando en 


i 


sistema de ecua- 
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mar la línea de 
:on un intervalo 


en las líneas de 
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1 y an y (HD) y 


qv) v) (VD 


10. Tenemos un conjunto fijo de ejes y una bola metálica sólida cuyo centro está en el origen. La bola 
gira una vez cada 24 horas alrededor del eje z. La dirección de rotación es en sentido contrario al de 
las manecillas del reloj cuando la ve desde arriba. Considere el punto (x, y, z) en nuestro sistema de 
coordenadas situado dentro de la bola. Sea v (x, y, 2) el vector de velocidad de la partícula de metal 
en este punto. Suponga que x, y, z están en metros y el tiempo en horas. 


a) Encuentre una fórmula para el campo vectorial v. Dé unidades para su respuesta. 
b) Describa verbalmente las líneas de flujo de v. 


PROBLEMAS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO DIECISIETE 


1. a) ¿Qué quiere decirse con “campo vectorial”? 
b) Suponga que a =aji +a,j + azk es un vector constante. ¿Cuáles, de los siguientes, son 
campos vectoriales? Explique. 
D) r+a ii) r'a 
ii) xi +y?j +zk iv) 2+y+2 


Dibuje los campos vectoriales de los problemas 2, 3 y 4. 


pl y ; | x y 
| Vx? +y? ) A Vx? 4 y? 


5. SiF = r/||r ||”, encuentre las siguientes cantidades en términos de x, y, z 01. 
a AL 
b) F:r 
c) Un vector unitario paralelo a F y que apunta en la misma dirección, 
d) Un vector unitario paralelo a F y que apunta en la dirección opuesta. 
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e) F sir =costi +sentj +kt 
f) F-rsif=costi +sentj +k 


Para los problemas del 6 al 9, encuentre la región del campo de velocidad de la corriente del Golfo de la 


figura 17.23 representada por la tabla dada de vectores de velocidad (en cm/s). 
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Figura 17.23 El campo de velocidad de la corriente del Golfo. 
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10. Cada uno de los siguientes campos vectoriales representa una corriente oceánica. Dibuje el campo 
vectorial, y también la trayectoria de un iceberg en esta corriente. Determine la ubicación de un 
iceberg en el tiempo t = 7 si está en el punto (1, 3) en el tiempo 1=0. 

a) La corriente en todas partes es i. 
b) La corriente en (x, y) es 2xi + yj. 
c) La corriente en (x, y) es -yi +xj. 


Supongamos que q»... , son cargas eléctricas en puntos con vectores de posición r... F,. Los pro- 
blemas 11 y 12 utilizan la ley de Coulomb, según la cual en el punto con vector de posición $ , el campo 
eléctrico resultante E está dado por 

n 


PP (r—£) 
EDS 2.9 5 


A dl 


11. Una configuración de carga con sólo dos cargas q, y q, en tres dimensiones se llama dipolo eléc- 
trico, Suponga que r =iyr,=A. 
a) Siq =qyq,= Eh, utilice una computadora para dibujar el campo vectorial E en el plano xy 
producido por estas dos cargas opuestas. 
b) Si q, = q,= q, dibuje el campo vectorial Eenel plano xy producido por estas dos cargas 
iguales. 


12, Un dipolo eléctrico ideal puede ser considerado como un dipolo infinitesimal; su magnitud y direc- 
ción están dadas por su vector de momento dipolar p. El campo eléctrico resultante D en el punto 
con vector de posición r está dado por 


mc ED A 

D(N=3 - 

A 

Suponga que p = pi, de modo que el dipolo apunta en la dirección i y tiene magnitud p- 

a) Utilice una computadora para trazar el campo vectorial D en el plano xy para tres valores dife- 
rentes de p. 

b) El campo D es una aproximación del campo eléctrico E producido por dos cargas opuestas, 
q en r, y -q en F cuando la distancia Ir - rill es pequeña. El momento dipolar de esta confi- 
guración de cargas está definido como p = qu -F 1). Suponga que r= = (E/I y 
n= (£/2)í , de modo que p= qfi.. 

1) Grafique el campo vectorial E usando los mismos valores de p = q€ que se usaron para 
graficar D. - 

11) ¿Dónde es el campo vectorial D una buena aproximación a £? ¿dónde es una mala aproxi- 
mación? 

iii) La magnitud de cada término de la expresión p 7, en tanto que la 
magnitud de D decae como 1/|r (|?. Si se supone que el campo vectorial D es una buena 
aproximación a E cuando la distancia ||» |] desde el origen es grande, sugiera una razón 
para esta discrepancia aparente. 


CAPÍTULO DIECIOCHO 


INTEGRALES DE LÍNEA 


Cuando una fuerza constante, F, actúa sobre un objeto mientras éste sufre 
un desplazamiento, d, el trabajo realizado por la fuerza es el producto punto 
F-d. ¿Qué pasa si el objeto avanza a lo largo de una trayectoria curva en un 
campo de fuerza variable? En este capítulo definimos una integral de línea 
que calcula el trabajo en esta situación. También definimos la circulación, 
que se emplea para medir la fuerza de los vórtices en un flujo. 

Las integrales de línea constituyen una analogía del teorema fundamental 
del cálculo, que nos indica cómo recobrar una función a partir de su derivada. 
El análogo para la integral de línea del teorema fundamental, muestra la forma 
en que una integral de línea puede usarse para recuperar una función de varias 
variables de su campo de gradiente. 

A diferencia del caso de una variable, no todos los campos vectoriales 
son campos de gradiente. La integral de línea también puede utilizarse para 
distinguir los que sí lo son, aplicando el concepto de un campo vectorial in- 
dependiente de la trayectoria (o conservativo). Aquí se estudian campos 
independientes de la trayectoria, que son de gran importancia en física, y se 
termina con el teorema de Green. 
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18.1 LA IDEA DE UNA INTEGRAL DE LÍNEA 


Imaginemos que una persona rema en un río donde hay una corriente perceptible; a veces la persona 
puede remar contra la corriente y otras a favor de ésta. Al final del recorrido queda la impresión de que 
la corriente ayudó o fue un obstáculo. La integral de línea, definida en esta sección, mide la magnitud en 
la que una curva en un campo vectorial está, en general, moviéndose con el campo vectorial o contra éste. 


Orientación de una curva 


Una curva puede recorrerse en dos direcciones, como se muestra en la figura 18.1. Es necesario selec- 
cionar una dirección antes de que pueda definirse una integral de línea. 


Se dice que una curva está orientada si se ha escogido una dirección de movimiento en ella. 


Q Q 


Definim 


exista el 


La in 


¿Cómo funcic 


El límite 
unir extr 
por funci 
valo de p 
debe reci 
condicio: 
curvas ql 
forma de 


e 


Ejemplo 1 Encontra 


P P 
Figura 18.1 Una curva con dos orientaciones diferentes representadas por puntas de flecha. 


Definición de la integral de línea 
Considere un campo vectorial F y una curva orientada C. Comenzamos por dividir C en n partes 
pequeñas, casi rectas; a lo largo de cada una de ellas F es aproximadamente constante. Cada parte 


puede estar representada por un vector de desplazamiento Ar,=r,, | — r, y el valor de F en cada 
punto de este pequeño tramo de C es aproximadamente F (r, ). Véanse las figuras 18.2 y 18.3. 


Pula o3 F (ris) 3 ~ F (t a-i) 


Solución 


Figura 18.2 La curva C, orientada de P a Q, Figura 18.3 El campo vectorial F evaluado en los 
aproximada por segmentos de línea recta representados puntos con vector de posición r, en la curva C orientada 
por vectores de desplazamiento Á r = F, ~ r- de P a Q. 


Por cada punto con vector de posición r, de C, formamos el producto punto F (r, ) - Ar, Al sumar 
todas las partes obtenemos una suma de Riemann: 
n-l - 
Y F) ar, 
i=0 
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Definimos la integral de línea, escrita Je F - dr, tomando el límite conforme Ar| > 0. Siempre que 
exista el límite, decimos 


La integral de línea de un campo vectorial F a lo largo de una curva orientada C es 
n-i 


l F + dr= A AR F (r;) * Ar. 
l=0 


¿Cómo funciona el límite que define una integral de línea? 


El límite de la definición de una integral de línea existe si F es continua en la curva C y si C se forma al 
unir extremo con extremo un número finito de curvas suaves, es decir, curvas que se puedan parametrizar 
por funciones lisas. Puede utilizarse la parametrización para subdividir una curva lisa al subdividir el inter- 
valo de parámetro en la misma forma que para integrales ordinarias de una variable. La parametrización 
debe recorrer la curva de un extremo al otro, en la dirección de avance, sin repasar ningún tramo. En estas 
condiciones, la integral de línea es independiente de la forma en que se hagan las subdivisiones. Todas las 
curvas que se consideran en este libro son lisas por partes en este sentido. La sección 18.2 muestra la 
forma de utilizar una parametrización para calcular una integral de línea. 


Ejemplo 1 Encontrar la integral de línea del campo vectorial constante F=i+ 2j alo largo de la trayectoria de 
(1, 1)a (10, 10) que se muestra en la figura 18.4. 


y 
/ / / / / (10, 10; 
7 7 
(1.1) 
7 


dá 7 4 / Z 


? / , ? E 


Figura 18.4 El campo vectorial constante ETH 2j y la trayectoria de (1, 1) a (10, 10). 


Solución Sea C, el segmento horizontal de la trayectoria que va de (1, 1) a (10, 1). Cuando se divide esta trayec- 
toria en partes, cada parte Ar es horizontal, de modo que Ar = Axi y F + Ar = (i + 2j ) + Axi = Ax. Por 
lo tanto, 

1=10 


l TA dx =9. 
Ĉi es 


=] 
De la misma manera, a lo largo del segmento vertical C,, tenemos Ar= Ayj y F-Ar= (+2) *Ayj= 
2Ay, así que 


P y=10 
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Entonces, 


| E - dr al AN] F+dr =9+18=27. 


dC; 


¿Qué nos dice la integral de línea? 


Ejemplo 2 


Solución 


Recuerde que para cualesquier dos vectores u y v, el producto punto u + v es positivo si u y v apuntan 
aproximadamente en la misma dirección (es decir, si el ángulo entre ellos es menor de 7/2). El producto 
punto es cero si x es perpendicular a v y es negativo si apuntan aproximadamente en direcciones opues- 
tas (es decir, si el ángulo entre ellos es mayor de 7/2). 

La integral de línea de F suma a los productos punto de F y Ar alo largo de la trayectoria. Si [Fl 
cs constante, la integral de línea resulta en un número positivo si F está apuntando casi siempre en la 
dirección de Ar y un número negativo si F mayormente apunta en dirección opuesta. La integral de 
línea es cero si F es perpendicular a la trayectoria en todos los puntos, o si las contribuciones positivas 
y negativas se cancelan. En general, la integral de línea de un campo vectorial F a lo largo de una curva 
C mide hasta qué punto C va con F o contra éste. 


En la figura 18.5 se muestran el campo vectorial F y las curvas orientadas C}, C,, C, y C}. Las curvas 

C, y C, son de la misma longitud. ¿Cuáles, de las integrales de línea |- F «dr para i= 1,2, 3, 4, son 
1 2 3 5 6 g ( p 

positivas? ¿Cuáles son negativas? Ordene estas integrales de línea en orden ascendente. 


Figura 18.5 Campo vectorial 
y trayectorias C}, Cp, Cy, C, 


El campo vectorial F y los segmentos de línea Ar son aproximadamente paralelos y en la misma direc- 
ción para las curvas C,, C, y C,. Por esto las contribuciones de cada término F+ Ar son positivas para 
estas curvas. En consecuencia, Tg “dr, fe E -dr y Le, F -dr son positivas. Para la curva C, el 
campo vectorial y los segmentos de línea están en drecciones opuestas, así que cada término F - i es 
negativo y por lo tanto la integral f F - dr es negativa. 

Como la magnitud del campo vectorial es más pequeña a lo largo de C, que a lo largo de C,, y estas 
curvas tienen la misma longitud, tenemos 


| EN | F- dr. 
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Además, la magnitud del campo vectorial es la misma a lo largo de C, y Cy, pero la curva C, es más 
larga que en la curva C}. Entonces, 

F«di<| Fedr. 
Ca a 


Ci 


Al reunir estos resultados con el hecho de que la 4 F dr es negativa, tenemos 


PAE F-di<| F-dr < 
"Ca Ci 3 


F-dr. 
IC "Ca 


Interpretaciones de la integral de línea 


Trabajo 


Recuerde, de la sección 12.3, que si una fuerza constante F actúa sobre un objeto cuando éste se 
mueve a lo largo de una línea recta en un desplazamiento d , el trabajo realizado por la fuerza sobre 
el objeto es 


Trabajo realizado = F-d. 


Ahora, supongamos que deseamos encontrar el trabajo realizado por la gravedad sobre un objeto que se 

desplaza muy arriba de la superficie de la Tierra. Como la fuerza de la gravedad varía con la distancia 

desde la Tierra y la trayectoria puede no ser recta, no puede usarse la fórmula F + d. Se aproxima la 

trayectoria mediante segmentos de recta lo bastante pequeños para que la fuerza sea aproximadamente 

constante en cada uno. Supongamos que la fuerza en un punto con vector de posición r es F (r), como 
en las figuras 18.2 y 18.3. Entonces 

Trabajo realizado por la fuerza F (F, ) qe , 

e ; «e =F(r,):Ar,, 

durante un pequeño desplazamiento Ar, a i 


de donde se sigue que, 


tl 


Trabajo total realizado por la fuerza $ FF Y Ar 
a lo largo de una curva orientada C. : 


Al tomar el límite conforme [|Ar, || -> O, obtenemos 


Trabajo realizado por una fuerza F (F) 


r 
= 
3 


Y Fr) ar =be F + dr 


a lo largo de una curva C. lar Alo 


Ejemplo 3 Una masa que se encuentra sobre una mesa plana está fija a un resorte cuyo otro extremo está sujeto a 


la pared (véase Fig. 18.6). El resorte se extiende 20 cm más allá de su posición de reposo y se suelta. Si 
los ejes son como se muestran en la figura 18.6, cuando el resorte se estira una distancia x, la fuerza ejer- 
cida por el resorte sobre la masa está dada por 


F(x)=-kxi 


donde k es una constante positiva que depende de la rigidez del resorte. 


Supongamos que la masa regresa a su posición de reposo. ¿Cuánto trabajo realiza la fuerza ejerci- 
da por el resorte? 


360 


Solución 


Ejemplo 4 


Solución 
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Posición de reposo 


Hr —. 


Figura 18.6 Fuerza sobre una masa Figura 18.7 División del intervalo 


debida a un resorte extendido. 


La trayectoria de x= 20 a x=0 se divide como se muestra en la figura 18.78, con un segmento típico 
representado por 


Ar = Axi 


Como nos movemos de x = 20 a x = 0, la cantidad Ax será negativa. El trabajo realizado por la fuerza 
a medida que la masa avanza por este segmento se aproxima mediante 


Trabajo realizado = F + Ar =(— kxi ) + (Axi)=-—kx Ax. 
Entonces tenemos 


Trabajo total realizado = yz — kx Ax. 


En el límite, a medida que |¡Ax]| > O, esta suma se convierte en una integral definida ordinaria. Como 
la trayectoria empieza en x = 20, éste es el límite inferior de integración; x = 0 es el límite superior. 
Entonces resulta 


a MO 
AA 


120 0 ] 2 
| = 20 200% 
20 & 


Trabajo total realizado 
d 


x= 


Observe que el trabajo realizado es positivo, puesto que la fuerza actúa en la dirección del movimiento. 


El ejemplo 3 muestra cómo una integral de línea sobre una trayectoria paralela al eje x se reduce 
a una integral de una variable. La sección 18.2 indica la forma de convertir cualquier integral de línea 
en una integral de una variable. 


Una partícula con vector de posición r está sometida a una fuerza, F, debida a la gravedad. ¿Cuál es el 
signo del trabajo realizado por F a medida que la partícula se desplaza a lo largo de la trayectoria C, 
que es una línea radial que pasa por el centro de la Tierra, que comienza a 8000 km del centro y termi- 
na a 10 000 km del centro? (véase Fig. 18.8) 


Dividimos la trayectoria en pequeños segmentos radiales, Ar, que apuntan alejándose del centro de la 
Tierra y en forma paralela a la fuerza gravitacional. Los vectores F y Ar apuntan en direcciones opues- 
tas, de modo que cada término F + Ar es negativo. Si se suman todas estas cantidades negativas y se 
toma el límite resulta un valor negativo para el trabajo total. Entonces, el trabajo realizado por la 
gravedad es negativo. El signo negativo indica que tendríamos que realizar trabajo contra la gravedad 
para desplazar la partícula a lo largo de la trayectoria C,. 


O < x < 20 para calcular el trabajo realizado. 
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F Ai 


TA 
E) 


Figura 18.8 La Tierra 


Ejemplo 5 Encontrar el signo del trabajo realizado por la gravedad a lo largo de la curva C, del ejemplo 4. pero con 


Solución 


orientación opuesta. 


Si se traza una curva en la dirección opuesta, cambia el signo de la integral de línea porque todos los seg- 
mentos Ar cambian dirección, y por lo tanto cada uno de los término F + Ar cambia de signo. Entonces, 
el resultado será el negativo de la respuesta encontrada en el ejemplo 4. Por lo tanto, el trabajo realiza- 


do por la gravedad a medida que una partícula se mueve a lo largo de C, hacia el centro de la Tierra es 
positivo. 


Ejemplo 6 Encontrar el trabajo realizado por la gravedad a medida que una partícula se mueve a lo largo de C,, 


Solución 


que es un arco de círculo de 8000 km de largo a una distancia de 8000 km del centro de la Tierra (véase 
Fig. 18.8). 


Como C, es en todas partes perpendicular a la fuerza gravitacional, F + Ar = 0 para toda Ar a lo largo 
de C,. Entonces, 


Trabajo realizado =|  F+dr=0 
Cl 


así que el trabajo realizado es cero. Esto explica por qué los satélites permanecen en órbita sin gastar 
combustible alguno cuando alcanzan la altitud y velocidad correctas. 


Circulación 


El campo vectorial de velocidad para la corriente del Golfo, de la página 338, muestra remolinos o 
regiones característicos donde circula el agua. Esta circulación puede medirse mediante una curva ce- 
rrada, es decir, una que comienza y termina en el mismo punto. 


Si C es una curva cerrada orientada, la integral de línea de un campo vectorial F alrededor de C 


se llama circulación de F alrededor de C. 


La circulación es una medida de la tendencia neta del campo vectorial para apuntar alrededor de la 
curva C. Para destacar que la curva C es cerrada, la circulación se denota a veces como $. F-dr,con 
un pequeño círculo en el signo de la integral. 
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Ejemplo 7 Describir la rotación de los campos vectoriales de las figuras 18.9 y 18.10. Encontrar el signo de la 
circulación de los campos vectoriales alrededor de las trayectorias indicadas. 


— o — - o — 


Pe ON St pe 
Laf NN N <= y 
TEDE a 
Li A / A ~ o PS 
AN SA a a e Ae aa 
IN Ll in OE 
Figura 18.9 Un flujo circulante. Figura 18.10 Un flujo con circulación cero. 


Solución Considere el campo vectorial de la figura 18.9. Si consideramos que éste representa la velocidad del 
agua que fluye en un estanque, vemos que el agua está circulando. La integral de línea alrededor de C, 
que mide la circulación alrededor de C, es positiva porque los vectores del campo están todos apuntan- 
do en la dirección de la trayectoria. Como comparación, observe el campo vectorial de la figura 18.10, 
Aquí la integral de línea alrededor de C es cero porque las porciones verticales de la trayectoria son per 
pendiculares al campo, y las contribuciones de las dos porciones horizontales se cancelan. Esto signifi 
ca que no hay tendencia neta para que el agua circule alrededor de C. 


Resulta que el campo vectorial de la figura 18.10 tiene la propiedad de que su circulación alrede- 
dor de cualquier trayectoria cerrada es cero. El agua que fluye de acuerdo con este campo vectorial no 
tiene tendencia a circular alrededor de ningún punto y una hoja que caiga en el agua no dará vueltas. 
Más adelante veremos estos campos especiales, cuando introduzcamos la noción del rotacional de un 
campo vectorial. 


Propiedades de las integrales de línea 


Las integrales de línea comparten algunas propiedades básicas con las integrales comunes de una 
variable: 


Para una constante escalar A, campos vectoriales F y G, y curvas orientadas C, C, y C» 
e 


l, l ar 2 ltda F-dr + ¿Ge dr. 


Pag | Para! F- dr. 
dC, C3 


P f 
s| E- dr. a | 
C el 


¡+03 


Las propiedades 3 y 4 están relacionadas con la curva C sobre la que se toma la integral de línea 
Si C es una curva orientada, entonces —C es la misma curva recorrida en la dirección opuesta, es deci, 
con la orientación contraria (véase Fig. 18.11). La propiedad 3 se cumple porque si integramos a lo largo 
de —C, el vector Ar apunta en la dirección opuesta y los productos punto F + Ar son los negativos delo 
que fueron a lo largo de C. 
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Figura 18.11 
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Si C, y C, son curvas orientadas con C} terminando donde C, comienza, construimos una nueva 
curva orientada, llamada C, + C,, al unirlas (véase Fig. 18.12). La propiedad 4 es el análogo para inte- 
grales de línea de la propiedad para integrales definidas que dice que 

“4 


f (x) dx 


| FO dx= | FO) dx+ | 


C Y 


P P 


Figura 18.11 Una curva, C, y su opuesto, —C. Figura 18.12 Unión de dos curvas, €, y C,, para 


hacer una nueva, C, + C. 


Problemas para la sección 18.11 


En los problemas del 1 al 4, indique si espera que la integral de línea del campo vectorial dibujado sobre 
la curva dada sea positiva, negativa o cero. 


o: ia ANN 


—> 
=> 
=> 
=> 
—> 


Figura 18.15 Figura 18.16 


5. Considere el campo vectorial F que se muestra en la figura 18.17, junto con las trayectorias C,, C, 
y C,. Ordene las integrales de línea |. F+ dr, p F-dr y i F + dr en orden ascendente. 
ad 1 2 C3 


y 


=e aci — _—— —— —— ? 


Figura 18.17 


Figura 18.18 La curva cerrada C = C, + C, + C, + C, 
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Para los problemas del 6 al 10, indique si espera que el campo vectorial dado tenga circulación positi- 24. Como 
va, negativa o cero alrededor de la curva C de la figura 18.18. Los segmentos C, y C, son arcos circu- el sig 
lares centrados en el origen: C, y C, son segmentos de línea radiales. Puede ser útil dibujar los campos curva 
vectoriales. valor 
6. F(xy)=xi +yj 7 F(%y)=-y+x entre | 
8. F(x, y)=yi -xj 9. F(xy)=xl 25. Como 
: i 2 el inv 
10. F(x y)= A Ea depen 
AENA Sl , 
En los prol 
en el punte 
En los problemas del 11 al 16, calcule la integral de línea a lo largo de la recta entre los puntos dados. 
1. F=xj, de (1, 0) a (3, 0) 12. F=xj, de (2,0) a (2, 5) 
13. F=xi, de (2, 0) a (6, 0) 14. F=xi +yj, de (2, 0) a (6, 0) donde r=| 
15. F=r, de (2, 2) a (6, 6) 16. F=3i +4j, de (0, 6) a (0, 13) 26. Calcul 
se alej 
17. Dibuje una curva orientada C y un campo vectorial Falo largo de C que no sea siempre perpen- 27. Calcul 
dicular a C, pero para la que |. F+dr=0. se des] 
18. Dado el campo de fuerza F (x, y) = yi +x y la curva en ángulo recto, C, desde los puntos 28. El hec! 
(0, ~1) a (4, —1) a (4, 3) de la figura 18.19: eléctri 
a) Evalúe F en los puntos (0, —1), (1, —1), (2, —1), (3, —1), (4, —1) (4, 0), (4, 1), (4, 2), (4, 3). dice qu 
b) Haga un dibujo que muestre el campo de fuerza a lo largo de C. 
c) Estime el trabajo realizado por el campo de fuerza indicado sobre un objeto que recorre la 4 
curva C. Onde 
, muestr 
| | | | | | ésta es 
cada ci 
| | | Q | | figura 
y a 
(4,3) IA £ | | de Am 
lr] EME ka 
C: (En otr 
; | | k | | | la barri 
0, -1) (4, -1) II o] 
Figura 18.19 Figura 18.20 


19. Si F es un campo de fuerza constante j , considere el trabajo realizado por el campo sobre particu- 
las que se desplazan en las trayectorias C}, C, y Cy de la figura 18.20. ¿En cuál de estas trayecto 
rias será cero el trabajo realizado? Explique. 


Para los problemas del 20 al 23, utilice una computadora para calcular las siguientes integrales. 
a) La integral de línea de F alrededor de varias curvas cerradas. ¿Qué se obtiene? 


b) La integral de línea de F a lo largo de tres curvas, cada una de las cuales comienza en el on- 
gen y termina en el punto (4, +). ¿Qué observa? 


a 
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24. Como resultado de las respuestas a los problemas del 20 al 23, debe haber notado que se cumple 
el siguiente enunciado: siempre que la integral de línea de un campo vectorial alrededor de cualquier 
curva cerrada sea cero, la integral de línea a lo largo de una curva con puntos finales fijos tiene un 
valor constante (esto es, la integral de línea es independiente de la trayectoria que tome la curva 
entre los puntos finales). Explique por qué es así esto. 


25. Como resultado de las respuestas a los problemas del 20 al 23, seguramente notó que también se cumple 
el inverso del enunciado del problema 24: siempre que la integral de línea de un campo vectorial 
depende sólo de los puntos finales y no de las trayectorias, la circulación es siempre cero. Explique. 

En los problemas 26 y 27, utilice el hecho de que la fuerza de gravedad sobre una partícula de masa m 

en el punto con vector de posición r está dada por 

_ GMmr 


r 


F = 


donde r = ||r]| y G es la constante gravitacional, y M es la masa de la Tierra. 


26. Calcule el trabajo realizado por la fuerza de gravedad sobre una partícula de masa m conforme ésta 
se aleja de 8000 km a 10 000 km del centro de la Tierra. 


27. Calcule el trabajo realizado por la fuerza de gravedad sobre una partícula de masa m, conforme ésta 
se desplaza de 8000 km del centro de la Tierra hasta el infinito. 


28. El hecho de que una corriente eléctrica origine un campo magnético es la base de algunos motores 
eléctricos. La ley de Ampère relaciona el campo magnético B con una corriente constante /. Esta ley 
dice que 

l B-dr =k] 

c 


donde 7 es la corriente! que circula por una curva cerrada C y k es una constante. La figura 18.21 
muestra una barra que lleva una corriente y el campo magnético inducido alrededor de la barra. Si 
ésta es muy larga y delgada, los experimentos demuestran que el campo magnético B es tangente a 
cada círculo que sea perpendicular a la barra y tenga su centro en el eje de la barra (como C en la 
figura 18.21). La magnitud de B es constante a lo largo de cada uno de tales círculos. Utilice la ley 
de Ampère para demostrar que alrededor de un círculo de radio z el campo magnético debido a una 
corriente 7 tiene una magnitud dada por 


NM Ki 
lell = = 
(En otras palabras, la intensidad del campo es inversamente proporcional a la distancia radial desde 


la barra). 


e 
Figura 18.21 


| Más precisamente, 7 es la corriente neta que pasa por cualquier superficie que tenga C como su frontera. 
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Observe qu 
suma es rea 
una integral 


18.2 CÁLCULO DE INTEGRALES DE LÍNEA SOBRE CURVAS PARAMETRIZADAS 


La finalidad de esta sección es mostrar cómo se puede usar una parametrización de una curva para con- 
vertir una integral de línea en una integral ordinaria de una variable. 


Uso de una parametrización para evaluar una integral de línea Entonc 
Recuerde la definición de la integral de línea, 
; ; Si r(t), 
F'dř = „m r y Fr): Ar, torial quí 
€ Ar $ 
1 
donde los r; son los vectores de posición de puntos que subdividen la curva en tramos cortos. Ahora 
supongamos que tenemos una parametrización lisa, r (t), de C para a < t < b, de modo que r (a )esel 
vector de posición del principio de la curva y r (b ) es el vector de posición del final. Entonces podemos En otras 
dividir C en n secciones al dividir el intervalo a < t S b en n secciones, cada una de tamaño At = (b - luado en 
a/n. Véanse las figuras 18.22 y 18.23. de la cur 
r (a-i) Aun cu 
rfhej) . >» > 
pa - línea sobre 
rín) F (tu) =F(b) i 
Z por seccione 
Al! à L Xx 
 a«—eo—eo eoe oe o eo r (ti) Ar= ritan- Flti) ; 
i éi ! Ejempl 5 
b=a l Lo lin In- ta = b f jemplo 1 Calcular la 
¿ contrario al 
r (10) = (4) 
Figura 18.22 — Subdivisión del intervalo a < t < b. Figura 18.23  Subdivisión correspondiente de la 
trayectoria parametrizada C. 
En cada punto r; =r (t, ) queremos calcular 
Fr Ara 
Solución Como todos 
Como !,,, = 1, + Ar, los vectores de desplazamiento Ar, están dados por 


entación de 
Ar = Fap rU) 
=F (t, + At)- r(t) 
r (t, + At) — r(t) A 
Ar und 
= F (t)Af, 


Al sustituir ] 


5 (1)=x (t)i 


donde utilizamos el hecho de que Af es pequeña y que r (t ) es diferenciable para obtener la última 
aproximación. 
Por lo tanto, 


| Fedi = Y PE, VAr, Y) PEED OA. 


Por lo tanto, 


AMETRIZADAS 


e una Curva para con- 


tramos cortos. Ahora 
nodo que r (a ) es el 
il. Entonces podemos 
de tamaño At = (b — 


n-1) 


(tn) = F1b) 


respondiente de la 
rada C. 


a obtener la última 
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Observe que F (r (£)? r'(t,) es el valor en £, de una función de una variable de f, así que esta última 
suma es reaimente una suma de Riemann de una variable. En el límite a medida que Ar + 0, obtenemos 
una integral definida: 


h 
Jím y EEEF a=] ECD dt. 


Entonces tenemos el siguiente resultado: 
Sir( ), para a S t $ b, es una parametrización lisa de una curva orientada C y F es un campo vec- 
torial que es continuo en C, entonces 
h 
| F-dř = | FEF) dt. 
„í “a 
En otras palabras: para calcular la integral de línea de F sobre C, tome el producto punto de F eva- 


luado en C con el vector de velocidad, 7 (t), de la parametrización de C, luego integre a lo largo 
de la curva. 


Aun cuando se supuso que C es lisa, podemos usar la misma fórmula para calcular integrales de 
línea sobre curvas que son sólo lisas por secciones, tal como la frontera de un rectángulo: Si C cs lisa 
por secciones, aplicamos la fórmula a cada una de las secciones lisas y sumamos los resultados. 


Ejemplo 1 Calcular ja F + dr donde F = (x + y Ji + yj y C es el cuarto de círculo unitario, orientado en sentido 
contrario al de las manecillas del reloj, como se muestra en la figura 18.24. 


Figura 18.24 El campo vectorial F = (x + y ji + yj y el cuarto de círculo C. 
Solución Como todos los vectores de F a lo largo de C apuntan generalmente en una dirección opuesta a la ori- 
entación de C, esperamos que nuestra respuesta sea negativa. El primer paso es parametrizar C por 


r ()=x()i +y0 j = costi +senij,  0Ss1SíÍ 


Al sustituir la parametrización en F obtenemos F (x (t ), y (t )) = (cos 1 + sen t JË + sen tj. El vector r’ 
(t)=x (t)i +y'(t)j =-sen ti + cos tj. Entonces 


“2 


| F. dr' 


((cos 1 + sen 1) į + sen tj ) + (sen ti + cos tj) dt 
| m2 


(= cos t sen ¢ — sentf + sen t cos £) dt 


rn 
| - sen?t dt = - Z =-0.7854. 
Jo 4 


Por lo tanto, la respuesta es negativa, como esperábamos. 
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Ejemplo 2 Considere el campo vectorial F = xi + y]. 
a) Suponga que C, es el segmento de recta que une (1, 0) a (0, 2) y C, es una parte de una parábola con 
su vértice en (0, 2), que une los mismos puntos en el mismo orden (véase Fig. 18.25). Verifique que 


| Pane] F-dr. 


b) Si Ces el triángulo que se muestra en la figura 18.26, demuestre que f, F-dr =0. 


Figura 18.25 


Solución a) Parametrizamos C, por r(t) = (1 — Ài + 2tj con 0< t< 1. Entonces r'()=-i +2, y 
1] 


de F-dr = fame 2): T+ de= ] (0 +21) * (+25) de 


Figura 18.26 


al SD) de= 


Para parametrizar C,, se considera que es parte de una parábola con vértice en (0, 2), así que su ecuación 
es de la forma y = —kx? + 2 para alguna k. Como la parábola cruza el eje x en (1, 0), encontramos que k 
=2y y = -2x" + 2. Por lo tanto, usamos la parametrización r (t)=ti + (2P +2) con0sS+tS l, que 
tiene r’ (t)=i tj. Esto traza C, a la inversa, puesto que 1 = 0 resulta en (0, 2), y £= 1 produce (1, 0). 


En consecuencia, hacemos que f = 0 sea el límite superior de integración y £ = 1 el límite inferior: 
| 


(i +Q2+2))* (4t) dt 


0 


F- dř= 
C, el 


F(t,-2P +2) (-4tj)dt =- 
J 


=- | . (8 - 71 dt = > 


De modo que las integrales a lo largo de C, y C, tienen el mismo valor. 
b) Descomponemos |+ F - dr en tres secciones, una de las cuales ya se calculó (es decir, la sección 
que enlaza (1, 0) a (0, 2), donde la integral de línea tiene valor 3/2). La sección que va de (0, 2)a 
(0, 0) se puede parametrizar por F (1 )=0Q-t y con 0<1<2. La sección que va de (0, 0) a (1, 0) 
se puede parametrizar por r (t ) = ti con 0S+< 1. Entonces 


2 


FO, 2~t)' iair Fa Oi 


De e 2% 
de PA 


ei 


3 
+ tdt = = + (-2) + 
0 2 


2 I 
= 3 + | (2 -tj =j) dt + f ti-idt 
P2 


i (12) dt + 


Ejemplo 3 Sea C la curva cerrada formada por el semicírculo superior de radio 1 y la recta que forma su diámetro 
a lo largo del eje x, orientada en sentido contrario al de las manecillas del reloj (véase Fig. 18,27) 
Encuentre J- F + dr donde F(x, y) =-yi +xj . 


Solución Escribi 
por seg 


Pa 
del eje 
Po 


Ejemplo 4 Una pa 
fuerza } 


Solución El traba 


Tra 


La notación f 


Hay une 
z), Q (x, 


Podemo 


e de una parábola con 
18.25). Verifique que 


+2), y 


-i+ 2j) dt 


), así que su ecuación 
), encontramos que k 
y con0<1tsS 1, que 
't= | produce (1, 0). 
límite inferior: 


(i— 4tj ) dt 


(es decir, la sección 
ón que va de (0, 2) a 
> va de (0, 0) a (1, 0) 


" 
e 


e forma su diámetro 
(véase Fig. 18.27.) 


18.2 CÁLCULO DE INTEGRALES DE LÍNEA SOBRE CURVAS PARAMETRIZADAS 369 


-] l 


Figura 18.27 La curva 
C= C, + C, para el ejemplo 3. 


Solución Escribimos C = C, + C, donde C, es el semicírculo y C, la recta, y calculamos ji i F-dr y f, ; F- dr 
por separado. Parametrizamos C, por r (t) = cos ti + sen tj, con O < t < 7. Entonces 


A 
j F- dr = f (- sen ti + cos tj ) + (—sen ti + cos tj ) dt 
ICi ( 

US Ud 


1i 


F (sen? t + cos? t ) dt = | ldd= rn 
J 0 

Para C,, tenemos $ , F-dr =0, puesto que el campo vectorial F no tiene componente ¡alo largo 
del eje x (donde y = 0) y por lo tanto es perpendicular a C, en todos los puntos. 

Por último, podemos escribir 


| E- dr El: F-dr + | F-dr =r+0=n. 
í Ci JCh 
No es por accidente que el resultado para fo: F + dr sea el mismo que la longitud de la curva Ce 


Véanse los problemas 14 y 15 de la página 372. 
El siguiente ejemplo ilustra el cálculo de una integral de línea sobre una trayectoria en tres dimensiones. 


Ejemplo 4 Una partícula viaja a lo largo de la hélice C dada por r(1) =cos ti +sen tj +21k y está sometida a una 
fuerza F = xi +zj —xyk . Encontrar el trabajo total realizado sobre la partícula por la fuerza para O < t < 37. 


Solución EIl trabajo realizado está dado por una integral de línea, que evaluamos usando la parametrización dada: 


37 
Trabajo realizado al F-dr = 4 FEC) 0 dt 
3n 


a! (cos ti + 21j —cos t sen tk ) + (— sen ti + cos 7 +2k ) dt 


ix 
>| (cos t sen t+ 21 cos t — 2 cos t sen t ) dt 


0 
1 


= | (3 cos t sen £ + 2t cos t ) dt = —4. 


La notación fe Pdx + Qdy + Rdz 


Hay una notación opcional para integrales de línea que es bastante común. Dadas las funciones P (x, y, 
2), Q (x, y z) y R (x, y, 2), y una curva orientada C, consideramos el campo vectorial F = Př + Qj -RK. 
Podemos escribir 
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| E-dr = | P (x, y, dx + Q (x y, zdy + R(x, y, z)dz 


el 


La relación entre las dos notaciones puede recordarse si se usa dr = dxi + dyj — dk. 


Ejemplo 5 Evaluar f c xy dx — y“dy donde C es el segmento de recta de (0, 0) a (2, 6). 


Solución  Parametrizamos C por r (t) =x (t)i + y (1)j = tí + 3tj, para O S 1 < 2. Entonces, 


| xydx- y dy= | (xyi -yj ) dr = s (3Ri 985) + (È +3j )dt = | C24 P ) dt = 64. 


Independencia de la parametrización 


Como existen muchas maneras de parametrizar una curva orientada dada, podemos preguntarnos qué 
sucede con el valor de una integral de línea dada si escogemos otra parametrización. La respuesta es 
que la elección de parametrización no influye. Puesto que inicialmente definimos la integral de línea 
sin referencia a ninguna parametrización en particular, esto es exactamente lo que esperaríamos. 


Ejemplo 6 Considerar la trayectoria orientada del segmento de línea recta L que corre de (0, 0) a (1, 1). Calcular la 
integral de línea del campo vectorial F = (3x — y Ji +xj alo largo de L usando cada una de las para- 
metrizaciones siguientes: 


a) A(1)=(4, 1), 0<tS1, b) D()=(e-1,e-0D, 0<1SIn2. 


Solución La línea L tiene ecuación y = x. Tanto A (f como D (f) dan una parametrización de L: cada una tiene 
ambas coordenadas iguales y comienza en (0, 0) y termina en (1, 1). Ahora calculemos la integral de 
línea del campo vectorial F=(3x- y dí + xj usando cada parametrización. 

a) Al usar A(t ), obtenemos 
P A | l | l 3h 
a PE T PEN AS E 
| F-drř=| USt-Di+9)*(+j)dt= | ptt 


b) Al usar D(t ) resulta 


In 2 
| F-di= | EG -1D-(e—1)) i+ (e -Dj) "(ei + ej) dt 


"In2 In 2 


> olt i 
3e” -edi=3| -e )| => 
Jpn q 2 o0 2 


El hecho de que ambas respuestas sean la misma indica que el valor de una integral de línea es inde- 
pendiente de la parametrización de la trayectoria. Los problemas 17, 18 y 19 al final de esta sección 
abordan esto desde otra perspectiva. 


Problemas para la sección 18.2. o mmm 


En los problemas del 1 al 10, calcule la integral de línea del campo vectorial dado a lo largo de la trayec- 
toria dada. 
1. Fœ y)= Inyi + Inxj y Ces la curva dada paramétricamente por (2t, t), para 2 St S4. 


F=xi + y yC 
F(x y)=xi+ 
4. F =2yi — (sen) 
en el punto (1, 0 
S. F(xy)=ei+ 
de las manecillas 
6. F(x y)=xyi + 
cillas del reloj. 


> > 


T. F=xi +2zyj +) 
Psi ayj az 
9. Ferias 
10. F= et + In (+4 
muestra en la figu 


/ 


ie 
Ñ 


11. Encuentre paramet 
semicírculo de radi. 
el punto (1, 0) e int 

12. Suponga que Cesc 
a) ¿Esje F-dr; 
b) Una parametriz 
c) Suponga que u 

detiene antes d 
corrido al punt 
punto (4, 12). S 
d) Una parametriz 


Compruebe que ésta 
puntos de C’ están e: 

en que la partícula c: 

e) Encuentre fo F: 

13. En el ejemplo 6 de 1 
0, 0a(1, 1), obteni 
diferentes con los mi 


2) dt =-64. 


; preguntarnos qué 
m. La respuesta es 
a integral de línea 
'Speraríamos. 


(1, 1). Calcular la 
a una de las para- 


S In 2. 


L: cada una tiene 
nos la integral de 


de línea es inde- 
| de esta sección 


ml 
rgo de la trayec- 


:1S4 


SAS rre A 
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F=xi + yj y Ces la recta del origen al punto (3, 3). 


mn 


F(x, y) = 21 + y y Ces la recta del punto (1, 2) al punto (3, 4). 


F= 2yi — (sen y )j en sentido contrario al de las manecillas del reloj alrededor del círculo unitario C que inicia 
en el punto (1, 0). 


a 


5; F (x, y)=eæi +ej y Ces la parte de la elipse x ? + 4y ? = 4 que une el punto (0, 1) al punto (2, 0) en dirección 
de las manecillas del reloj. 

b. F(xy)=xyi +(x -yy y Ces el triángulo que une los puntos (1, 0), (0, 1) y 1, 0) en dirección de las mane- 
cillas del reloj. 


=~ 


|. F=xi +2zyj +xk y C está dada por r = ti + tj + Pk para 1 St<2. 


oo 


F=xi +y} +2k y Ces la recta del origen al punto (2, 3, 4). 


wo 


F=-yi +xj +5k y Ces la hélice x = cos f, y = sen f, z = t, para 0 < t < 47. 


0. F=e +1n (+1) +k y Ces el círculo de radio 2 del plano yz con centro en el origen y recorrido como se 
muestra en la figura 18.28. 


y 


z C: C 
l z 
EN a 
—0 "A 2 
2] 
4 C2 
x 
¿ Inicio 
hg- 


Figura 18.28 Figura 18.29 


— 


. Encuentre parametrizaciones para las curvas orientadas que se ilustran en la figura 18.29. La curva C, es un 
semicírculo de radio 1, con centro en el punto (1, 0). La curva C, es una porción de una parábola, con vértice en 
el punto (1, 0) e intercepción y de —2. La curva Ĝ, es un arco de la curva seno. 

12, Suponga que C es el segmento de recta desde el punto (0, 0) al punto (4, 12) y F = i+ xj. 

a) ¿Es |e F + dr mayor, menor o igual a cero? Dé una explicación geométrica. , 

b) Una parametrización de C es (x (t ), y (t )) = (t, 3t ) para O < t < 4. Utilice esto para calcular i} F-dr. 

c) Suponga que una partícula sale del punto (0, 0), avanza a lo largo de la recta hacia el punto (4, 12), se 
detiene antes de llegar a éste y regresa, se detiene otra vez e invierte su dirección, luego completa su re- 
corrido al punto final. Todo el recorrido ocurre a lo largo del segmento de recta que une el punto (0, 0) al 
punto (4, 12). Si a ésta la llamamos trayectoria C’, explique por qué Je F- dr =f F dr. 

d) Una parametrización para una trayectoria como C' está dada por 


aA), y (1) = OS HUD- 62+ 110), 0S1<4. 


Compruebe que ésta empieza en el punto (0, 0) y termina en el punto (4, 12). Compruebe también que todos los 

puntos de C’ están en el segmento de recta que une el punto (0, 0) al punto (4, 12). ¿Cuáles son los valores de 1 

en que la partícula cambia de dirección? 

e) Encuentre f- F + dr usando la parametrización del inciso d. ¿Se obtiene la misma respuesta que en el inciso b? 
13. En el ejemplo 6 de la página 370 integramos F = (3x — y )i + xj sobre dos parametrizaciones de la recta de 

(0, 0) a (1, 1), obteniendo 3/2 en ambos casos. Ahora calcule la integral de línea a lo largo de dos trayectorias 

diferentes con los mismos puntos finales, y demuestre que las respuestas son diferentes. 
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15. 


a) La trayectoria (1, t), con0Stf< 1 
b) La trayectoria (É, £), con0<rf<1 


. Considere el campo vectorial F =- y + xj. Sea C el círculo unitario orientado en sentido contrario 


al de las manecillas del reloj. 

a) Demuestre que F tiene magnitud constante de 1 en el círculo C. 

b) Demuestre que F es siempre tangente al círculo C. 

c) Demuestre que f- F: dr = longitud de C. 

Suponga que a lo largo de la curva C, el campo vectorial Fes siempre tangente a C en la dirección 
de orientación y tiene magnitud constante ||F || = m. Utilice la definición de la integral de línea para 
explicar por qué 


F-dr =m- longitud de C. 


dl 


. Considere la trayectoria orientada que es un segmento de la recta L que va de (0, 0) a (1, 1). Calcule 


la integral de línea del campo vectorial F = (3x — y )i + xj a lo largo de L usando cada una de las 
parametrizaciones siguientes: 


2-1 £-1 
a) B(1)=Q1,21),0S1<172, A nH N Lss 


En el ejemplo 6 de la página 370 se utilizan dos parametrizaciones, A(£) y D(t), para convertir una inte- 
gral de línea en integral definida. En el problema 16 se utilizan otras dos parametrizaciones, B(t) y C), 
para la misma integral de línea. En los problemas 17, 18 y 19 demuestre que las dos integrales de línea 
correspondientes a dos de las parametrizaciones dadas son iguales, encontrando una sustitución que 
convierta una integral en la otra. Esto ofrece otra manera de ver por qué cambiar la parametrización de 
la curva no cambia el valor de la integral de línea. 


17. 


A(t) y B) 18. Alt)y C4) 19. At) y D() 


20. Una escalera en espiral de un edificio tiene la forma de una hélice de 5 metros de radio. Entre dos 


pisos del edificio, las escaleras realizan una revolución completa y suben 4 metros. Una persona 
lleva una bolsa de víveres y sube 2 pisos. La masa combinada de la persona y los víveres es de 70 
kg y la fuerza gravitacional es 70 g hacia abajo, donde g es la aceleración debida a la gravedad. 
Calcule el trabajo realizado por la persona contra la gravedad. 


18.3 CAMPOS DE GRADIENTE Y CAMPOS INDEPENDIENTES DE LA TRAYECTORIA 


Para una función, f, de una variable, el teorema fundamental del cálculo señala que la integral definida 
de una rapidez de cambio, f', da como resultado el cambio total en f: 


h 


fF (t)dt =f (b)- f(a). 


ya 


¿Qué hay acerca de funciones de dos o más variables? La cantidad que describe la rapidez de cam- 


bio es el campo vectorial de gradiente. Si conocemos el gradiente de una función f, ¿podemos calcular 
el cambio total en f entre dos puntos? La respuesta es afirmativa, usando una integral de línea. 


Búsqueda del 


Para enc 
luego di 
el camb; 
un vecto 


Por lo ta 


En el lín 


El tec 


Supol 
extrer 


Obs 
gral de lí 
en el tray 


US E 
AÑ =F 1-1 


Figura 18.30 Subc 
a Q. Estimamos el ci 


Ejemplo 1 Suponga 


muestra e 
a) Expli 
b) Recu 


2 El problem 
damental de 


en sentido contrario 


‘a Cen la dirección 
rtegral de línea para 


,0 a (1, 1). Calcule 
ido cada una de las 


1<1<2. 


convertir una inte- 
ciones, B(t) y C(t), 
integrales de línea 
na sustitución que 
darametrización de 


W) y DO) 

le radio. Entre dos 
tros. Una persona 
3s víveres es de 70 
ida a la gravedad. 


3AYECTORIA 


1 integral definida 


a rapidez de cam- 
podemos calcular 
de línea. 
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Búsqueda del cambio total en f a partir de grad f: el teorema fundamental 


Para encontrar el cambio en f entre dos puntos P y Q, seleccionamos una trayectoria lisa C de Pa Q, 
luego dividimos la trayectoria en muchas secciones pequeñas. Véase la figura 18.30, Primero estimamos 
el cambio en f a medida que avanzamos de r, ar,,, en un desplazamiento Ar, . Supongamos que u cs 
un vector unitario en la dirección de Ar . Entonces el cambio en f está dado por 


fip- f(r) = rapidez de cambio de f x distancia recorrida en dirección de w. 
= fzr MAT! 
= grad f+ u llAr I 
= grad f + Ar, puesto que Ar, =||Ar, lu 


Por lo tanto al sumar sobre todas las secciones de la trayectoria, el cambio total en f está dado por 


n= 1 
Cambio total = f (Q) — f (P) = y 


i=0 


grad f (r,): Ar, 


En el límite, a medida que llar ¡| se aproxima a cero, obtenemos el siguiente resultado: 


El teorema fundamental del cálculo para integrales de línea 


Supongamos que C es una trayectoria lisa y orientada, por partes, con punto de inicio en P y punto 


extremo Q. Si f es una función cuyo gradiente es continuo a lo largo de la trayectoria C, entonces 


I grad f + dr = f (Q) - f (P) 
[d 


Observe que hay muchas trayectorias diferentes de P a Q (véase Fig. 18.31.), pero el valor de la inte- 


gral de línea |. grad f + dr depende sólo de los puntos extremos de C; no depende de por dónde pase C 
en el trayecto.? 


Ar = Fiir i 


Q 
A 
s e md n 
PARA ra Q 
6 r 
» 
É 
p El 
po. P 


r 


Figura 18.30  Subdivisión de la trayectoria de P 


Figura 18.31 Hay muchas trayectorias diferentes 
a Q. Estimamos el cambio en f a lo largo de Ar, 


de P a Q: todas dan el mismo valor de |. grad f + dr. 


Ejemplo 1 Suponga que el gradiente 'e f es en todos los puntos perpendicular a la curva que enlaza P y Q que se 
muestra en la figura 18.32. 


a) Explicar por qué es de esperarse que la trayectoria que enlaza P y Q sea un contorno. 
b) Recurriendo a una integral de línca, demostrar que f (P) = f (Q). 


? El problema 13 de la página 397 muestra cómo el teorema fundamental para integrales de línea puede derivarse del teorema fun- 
damental del cálculo de una variable. 
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se dice 
Figura 18.32 El campo vectorial del gradiente de la función f. Al 
Solución a) El gradiente de f es en todos los puntos perpendicular a la trayectoria de P a Q, como se espera a de Pa 
lo largo de un contorno. 
b) Considere la trayectoria de P a Q que se muestra en la figura 18.32 y evalúe la integral de línea 
grad f «dr =f(0)-f(P). Como 
c el camj 
Como el gradiente de f es en todos los puntos perpendicular a la trayectoria, la integral de línea es tante: 
0. Por lo tanto, f (Q) = f (P). 
) 7 E 
Ejemplo 2 Considere el campo vectorial F = xi + yj. En el ejemplo 2 de la página 368 se calculó Í, pe ay 
į, F + dr sobre las curvas orientadas que se muestran en la figura 18.33 y se encontró que su valor era 
el mismo. Encuentre una función escalar f tal que grad f = F. A partir de esto, encuentre una forma ¿Por 
fácil de całcular las integrales de línea, y explique cómo se podría esperar que fueran las mismas. O Go 
y 
Mucho 
por eje 
campo 
gravedi 
seguide 
A A biciclet 
Figura 18.33 Encuentre la integral de línea de F = xi + yj sobre las curvas C, y G, trayecti 
Cu 
Solución Una posibilidad para f es cial de 
7 Aj 
i 2 RE igual al 
menr 
A 2 2 el traba 
Podemos comprobar que f = xi + yj . Ahora, podemos aplicar el teorema fundamental para calcular la la posic 
integral de línea. Como F = grad f, tenemos energía 
> El 
k F- dr= | grad f « dr = f (0, 2) - f(1, 0) = 2 7 de la tri 
: e - se mue 
Observe que el procedimiento de cálculo es exactamente el mismo para C,. Como el valor de la integral E 


depende sólo del valor de f en los puntos extremos, es el mismo no importa cuál trayectoria se escoja. 


Campos inde; 


Campos vectoriales independientes de la trayectoria, o conservativos Han 
Es decir 
tal que 


En el ejemplo anterior, la integral de línea era independiente de la trayectoria tomada entre los dos 
puntos finales (fijos). Se da un nombre especial a los campos vectoriales cuyas integrales de línea 
tienen esta propiedad. 


f. 


Q, como se espera a 
a integral de línea 


a integral de línea es 


calculó f: , F-dr y 
1tró que su valor era 
ncuentre una forma 
ran las mismas. 


as C, y C, 


tal para calcular la 


valor de la integral 
ectoria se escoja. 


VOS 


tada entre los dos 
ategrales de línea 
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Se dice que un campo vectorial Fes independiente de la trayectoria, o conservativo, si para dos 
puntos P y Q cualesquiera, la integral de línea ),. F + dr tiene el mismo valor a lo largo de cualquier 
trayectoria C de P a Q que se encuentre dentro del dominio de F. 


Si, por otro lado, la integral de línea f, F-dr depende de la trayectoria C que une P a Q, entonces 
se dice que F es un campo vectorial dependiente de la trayectoria. 

Ahora supongamos que F es cualquier campo de gradiente, y F = grad f. Si C es una trayectoria 
de Pa Q, el teorema fundamental para integrales de línea nos dice que 


| ra=t0-10 


Como el lado derecho de esta ecuación no depende de la trayectoria, sino sólo de sus puntos extremos, 
el campo vectorial F es independiente de la trayectoria, Entonces, tenemos el siguiente resultado impor- 
tante: 


Si F es un campo vectorial de gradiente, entonces Fes independiente de la trayectoria. 


¿Por qué nos interesan los campos vectoriales independientes de la trayectoria, 
o conservativos? 


Muchos de los campos vectoriales fundamentales de la naturaleza son independientes de la trayectoria, 
por ejemplo el campo gravitacional y el campo eléctrico de partículas en reposo. El hecho de que el 
campo gravitacional sea independiente de la trayectoria quiere decir que el trabajo realizado por la 
gravedad cuando un objeto se mueve, depende sólo de los puntos inicial y final y no de la trayectoria 
seguida. Por ejemplo, el trabajo realizado por la gravedad (calculado por la integral de línea) cuando una 
bicicleta es transportada a un departamento en un sexto piso es el mismo si se usa una escalera con 
trayectoria en zigzag o un elevador en línea recta ascendente. 

Cuando un campo vectorial es independiente de la trayectoria podemos definir la energía poten- 
cial de un cuerpo; cuando éste se mueve a otra posición, la energía potencial cambia en una cantidad 
igual al trabajo realizado por el campo vectorial, que depende sólo de las posiciones inicial y final. Si 
el trabajo realizado no fuera independiente de la trayectoria, la energía potencial dependería tanto de 
la posición actual del cuerpo como de la manera en que llegó ahí, lo cual hace imposible definir una 
energía potencial útil. 

El problema 22 de la página 381 explica por qué los campos vectoriales de fuerza independientes 
de la trayectoria también reciben el nombre de campos vectoriales conservativos: cuando una partícula 
se mueve bajo la influencia de un campo vectorial conservativo, la energía total de la partícula se con- 
serva. Resulta que el campo de fuerza se obtiene del gradiente de la función de energía potencial. 


Campos independientes de la trayectoria y campos de gradiente 


Hemos visto que todo campo de gradiente es independiente de la trayectoria. ¿Qué hay del recíproco? 
Es decir, dado un campo vectorial independiente de la trayectoria F, ¿podemos encontrar una función f 
tal que F = grad f? La respuesta es afirmativa. 
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Cómo se construye f a partir de F Además, « 


Primero, observe que hay muchas opciones diferentes para f, ya que podemos sumar una constante 

a f sin cambiar el gradiente de f. Si escogemos un punto fijo inicial P, entonces al sumar o restar 

una constante a f podemos asegurar que f(P) = 0. Para cualquier otro punto Q, definimos f(Q) por y diferenc 
la fórmula 


IA a A E + dr. , donde C es cualquier trayectoria de P a Q 
sL 


Como F es independiente de la trayectoria, no importa cuál trayectoria escojamos de P a Q. Por otro Entonces, 
lado, si F no es independiente de la trayectoria, entonces opciones diferentes podrían dar valores 
diferentes para f(Q), así que f no sería una función (una función tiene que tener un solo valor en cada 

es una fun 


punto). 7 
Todavía falta demostrar que el gradiente de la función f es realmente F; lo dejamos para la página 
378. Sin embargo, al construir una función f de esta manera tenemos el siguiente resultado: 


Ejemplo 4 El campo 


Si F es un campo vectorial independiente de la trayectoria, entonces F = grad f para alguna f. 


Demuestre 


Al combinar los dos resultados tenemos 
Solución Todos los \ 


ON a de huir UNES E endicular 
Un campo vectorial F es independiente de la trayectoria si y sólo si F es un campo vectorial de P Erani | 
gradiente. Ah Sa E 
tanto, si w 
La función f es suficientemente importante como para darle un nombre especial: 
Si un campo vectorial F es de la forma F= grad Í para alguna función escalar f, entonces f se Así que int 
llama función potencial para el campo vectorial F. 
Atención Calcul 
Los físicos tienen la convención de que una función ¢ es una función potencial para un campo vecto- 
rial F si F = -grad q. Véase el problema 21 en la página 381. 
Ejemplo 3 Demostrar que el campo vectorial F(x, y ) = y cos xi + sen xj es independiente de la trayectoria. 
Solución Sı podemos encontrar una función potencial f, entonces F debe ser independiente de la trayectoria. 
Buscamos que grad f = F. Como í 
que grad f Así que 
of 
=> =yco0s x, 
ox * 
debe ser de la forma 
f Nuestros cá 


fœ y)=ysenx+g (y) donde g (y) es una función sólo de y. cial para F. 


A Ó CE -A. Oo «o sggggnggzmnnzgnén AA 
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Además, como grad f = F, debemos tener 


mar una constante Of = sen x 
dy ' 
¡al sumar o restar 
efinimos f(Q) por y diferenciando f (x, y) = y sen x + g (y) resulta 
df 


=senx+g' 0). 
dy 


le Pa Q. Por otro Entonces, debemos tener g'(y) = 0, así que g(y) = C donde C es alguna constante. Entonces, 
drían dar valores f œ y)=ysenx+C 

solo valor en cada Ñ A , o 

es una función potencial para F. Por lo tanto, F es independiente de la trayectoria. 
nos para la página 
jultado: 


Ejemplo 4 El campo de fuerza gravitacional F de un objeto de masa M, está dado por 


2 GM : 
ara alguna f. 15 S 


3 
r: 


Demuestre que F es un campo gradiente al encontrar una función potencial para F. 


Solución Todos los vectores de fuerza apuntan hacia el origen. Si F= grad f, los vectores de fuerza deben ser per- 
pendiculares a las superficies de nivel de f, así que éstas deben ser esferas. Del mismo modo, si grad f 
= F, entonces || grad f|| = || F || = GM / r° es la rapidez de cambio de f en la dirección hacia el origen. 
Ahora, diferenciar con respecto a r indica la rapidez de cambio en dirección radial hacta afuera. Por lo 
tanto, si w = f (x, y, z), tenemos 


30 vectorial de 


dw- CM 60m (-L)= 60m (1), 

dr pe Er dr NY) 
entonces f se Así que intentemos 

w= GM os fuayD-= -~ GM > 

r Vat y 24 2 
Calculamos 

ra GM k -GMx 
un campo vecto- E yz (242 4 

rpe o GM P -GMyo 

O, RAES aI +z 
rayectoria. pe P) GM . -GM2 

SS MR Aa AA 
le la trayectoria. Pu, te (o + y +2) 


K po . GA ' , $ 7 A r 
grad f=f i+ f j+ f k= — J (xi + yj + zk) y r= fe 


(a+ yo 229 


Nuestros cálculos demuestran que F es un campo de gradiente y que f = GM /r es una función poten- 
cial para F. 


378 CAPÍTULO DIECIOCHO / INTEGRALES DE LÍNEA 


Por qué los campos vectoriales independientes de la trayectoria son campos Ung 
de gradiente: demostración de que grad f = F 
Supongamos que F es un campo vectorial independiente de la trayectoria. En la página 376 definimos Por Ic 
la función f, que esperamos que satisfaga grad f = F, así: 
o a Fede Resumen 
Hemc 
donde C es una trayectoria desde un punto inicial fijo P hasta un punto Q = (xy, Yọ). Esta integral tiene pendi 
el mismo valor para cualquier trayectoria de P a Q porque F es independiente de la trayectoria. Ahora guien: 
demostraremos por qué grad f = F. Consideremos campos vectoriales en dos dimensiones; el argu- E 
mento en tres dimensiones es esencialmente el mismo. . a 
Primero escribimos la integral de línea en términos de las componentes F(x, y)= F, (x, y Ji +F, 
(x, y )j y las componentes dr = dxi + dyj: e 
Í Qo) = |. Fi (5 y )dx + F, (x, y)dy . . 
Deseamos calcular las derivadas parciales de f, es decir, la rapidez de cambio de f en (xp, Yọ) para- 
lela a los ejes. Para hacer esto con facilidad, escogemos una trayectoria que llegue al punto (Xp, Yọ) en 
un segmento de recta vertical u horizontal. Sea C’ una trayectoria desde P que se detiene poco antes 
de Q en un punto fijo (a, b) y sean L, y L, las trayectorias que se muestran en la figura 18.34. Entonces dl 
podemos dividir la integral de línea en tres secciones. Puesto que dr =jdy en L, y dr = idx en L, 
tenemos: | 
? ? Y Ko 
Í Xo Yo) = S E- dr + | F-dr = | E-dr = Lo E- dr al F, (a, y ) dy + | F, (x, Yo) dx. Problemas para 
En las primeras dos integrales no interviene x,. Si consideramos x como variable y diferenciamos 
con respecto a ella misma, resulta L El 
$. (Xx Yo) e | E-dr+—L y F, (a, y) dy + 0 [7r (x, yo) dx. | las 
yA Re OXp «C' dx, db 25” AI 0 
0 0 o (0, 
=0+0 + F] Co Yo) = Fi Co Yo) yí 
(a, y Lı ) = (Xo, Yo) 
a 24 E pe 030 (0, 
> (a, b) , 
(a, b) (Xu, b) 
J” P 
Figura 18.34 La trayectoria C' + L, + L, Figura 18.35 La trayectoria C' + K +K, 
se utiliza para demostrar que f, = F}. 2. Elc 
y, por lo tanto, inte 
1) y 


fæ y)=F, (% y) des 


a son campos 


a página 376 definimos 


, Yo). Esta integral tiene 
le la trayectoria. Ahora 
; dimensiones; el argu- 


x y)= F (% y yi + F, 


io de f en (x, Yọ) para- 
zue al punto (xo Yo) en 
se detiene poco antes 
gura 18.34. Entonces 
1L, y dr = ¿dx en Lp 


ly + Fi xX, yo) dx. 


‘able y diferenciamos 


F; (x, Yo) dx. 


Q = (Xo, yo) 
1K 
K: 00 b) 


ectoria C” + K, + K, 
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Un cálculo similar para y usando la trayectoria de P a Q que se muestra en la figura 18.35 resulta en 


Ía o Yo) = Fa Up Yo) - 


Por lo tanto, como ya se indicó, 
grad f=f + fj = F +F,j = F 
Resumen 


Hemos estudiado dos tipos aparentemente diferentes de campo vectorial: campos vectoriales inde- 
pendientes de la trayectoria y campos vectoriales de gradiente. Resulta que son los mismos. El si- 
guiente es un resumen de las definiciones y propiedades de estos campos vectoriales: 

e Los campos vectoriales independientes de la trayectoria tienen la propiedad de que para dos 
puntos P y Q cualesquiera, la integral de línea a lo largo de una trayectoria de P a Q es la misma 
sin importar la trayectoria que se escoja. 

e Los campos vectoriales de gradiente son de la forma grad f para alguna función escalar f, la- 
mada la función potencial del campo vectorial. 

e Los campos vectoriales de gradiente son independientes de la trayectoria por el teorema fun- 
damental de integrales de línea 


grad f «dr =f(Q)-f(P). 


+ Los campos vectoriales independientes de la trayectoria son campos de gradiente porque puede 
usarse una integral de línea y la condición de independencia de trayectoria para construir una función 
potencial. 


Problemas para la sección 18.3 


1. El campo vectorial F (x, y )= xi + yj es independiente de la trayectoria. Calcule geométricamente 
las integrales de línea sobre las trayectorias A, B y C que se muestran en la figura 18.36 de (1, O) a 
(0, 1) y verifique que sean iguales. En este ejemplo A es una porción de un círculo, B cs una recta 
y C está formada por dos segmentos de recta que se cortan en ángulo recto. 


y Y 


(0, 1) (1,1) 


Figura 18.36 Figura 18.37 


2. El campo vectorial F(x, y ) = xi + yj es independiente de la trayectoria. Calcule algebraicamente las 
integrales de línea sobre las trayectorias A, B y C que se muestran en la figura 18.37 de (0,0) a (1, 
1) y verifique que sean iguales. En este ejemplo A es un segmento de recta, B es parte de la gráfica 
de f (1) =x? , y C está formada por dos segmentos de recta que se encuentran en ángulo recto. 
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Para los problemas del 3 al 6, diga si los campos vectoriales dados podrían o no ser campos vectoriales 
de gradiente. Dé una justificación de su respuesta. 
3. F(x y)=xi 4. G œ y= -y i 2x9 


> Sd y E X 3 
O A E A 
Var +7 VI + Vaxt +z“ 


6. F )=r Ir IP, donde r =xi + yj +zk 


Para los campos vectoriales de los problemas del 7 al 10, encuentre la integral de línea a lo largo de la 
curva C desde el origen a lo largo del eje x al punto (3, 0), y luego en sentido contrario al de las maneci- 
llas del reloj alrededor de la circunferencia del círculo x? + y +=9 al punto (3 HIZO v2) ; 


7. F=xi +yj 8. H=>3i+xj 

9. F= yatli Ina ly 

10. G= (ve + cos(x + y) + (xe + cos(x + y ))j 

11. Suponga que f =2xe" sen yi +e” cos yj. Encuentre el cambio en f entre (0, 0) y (1, 7/2): 
a) Calculando una integral de línea b) Valuando f. 


12. La integral de línea de Fx + vw) +xj alo largo de cada una de las trayectorias siguientes es 3/2: 
i) La trayectoria (4, 1*),con0<1fSl. 
ii) La trayectoria (t7, £), con0<1sS 1. 
iti) La trayectoria (t, 1"), conn>0y0S1Sl. 
Verifique lo anterior 
a) Calculando la integral de línea con la parametrización dada. 
b) Empleando el teorema fundamental del cálculo para integrales de línea. 
13. Considere el campo vectorial F(x, y)=x que se muestra en la figura 18,38. 
a) Encuentre las trayectorias C}, C, y Cy de P a Q tales que 


| F - dr =0, lao, y F dr <0. 
a di í 


b) ¿Es F un campo de gradiente? 


MEUS | 

paa T RS S 

| s eJ la ea n AR 

[AE E E A 
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Figura 18.38 Figura 18.39 
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Considere el campo vectorial F graficado en la figura 18.39. 
a) ¿Esla integral de línea f, F - dr positiva, negativa o cero? 
b) De la respuesta al inciso a, ¿se puede determinar si F = grad f para alguna función f ? 


c) De las siguientes fórmulas, ¿cuál se ajusta mejor a este campo vectorial? 

> X z y z 

F=- i+ — =j, 
a A xy 


=y o 1 
= -=l + EK 7 
(2 + y2)/ (a+ y)? 


F, =-yi + xj, F, j 


En los problemas del 15 al 18, cada uno de los enunciados es falso. Explique por qué o encuentre un con- 
traejemplo. 


15. 


16. 
17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


Si J-F -dr =0 para una trayectoria cerrada C en particular, entonces Fes independiente de la 
trayectoria. 

Js F + dr es el cambio total en F a lo largo de C. 

Si f, F- dr = le G «dr para dos campos vectoriales F y G y una trayectoria particular C, entonces 
F=G. 

Si el cambio total de una función f a lo largo de una curva C es cero, entonces C debe ser un con- 
torno de f. 


Suponga que una partícula sometida a una fuerza F (x, y ) = yí — xj se mueve en el sentido de las 
manecillas del reloj a lo largo del arco del círculo unitario, con centro en el origen, que comienza en 
(1, 0) y termina en (0, 1). 

a) Encuentre el trabajo realizado por F. Explique el signo de su respuesta. 

b) ¿Es F independiente de la trayectoria? Explique. 

Una partícula se mueve con vector de posición r(t)=x (t)i + yv (1) =z2(0k. Sean Y (0) y a (1) 
sus vectores de velocidad y aceleración. Demuestre que 


L e [of =ao -V (0. 


Sea F un campo vectorial independiente de la trayectoria. En física, suele ser necesario que la fun- 
ción potencial $ satisfaga la ecuación F = -V ġ. Este problema ilustra la importancia del signo nega- 
tivo.? 

a) Sea el plano xy una parte de la superficie terrestre con el eje z apuntando en dirección al espacio 
exterior. (Se supone que la escala es suficientemente pequeña para que un plano constituya una 
buena aproximación a la superficie de la Tierra.) Sea r = xi + yj + zk el vector de posición de 
una roca de masa unitaria, con z 2 0, y x, y, z en metros. La función de energía potencial gravi- 
tacional para la roca es P (x, y, z) = gz, donde g = 9.8 m/s?. Describa verbalmente las superficies 
de nivel de f. La energía potencial ¿aumenta o disminuye con la altura sobre la Tierra? 

b) ¿Cuál es la relación entre el vector gravitacional, F, y el vector Vø? Explique la importancia 
del signo negativo en la ecuación F = -V ġ. 

En este problema se establece el principio de conservación de la energía. La energía cinética de 

una partícula de masa m que se mueve con rapidez v es (1/2)mv-. Suponga que la partícula tiene 

energía potencial f (r) en la posición r debido a un campo de fuerza F = -Vf. Si la partícula se 
mueve con vector de posición r (t ) y velocidad y (t ), entonces el principio de conservación de la 
energía dice que 


Energía total = energía cinética + energía potencial = = m ||v (D| + F0 (1 )) = constante. 


hol — 


3 Adaptado de V. L Arnold, Mathematical Methods of Classical Mechanics, 2a. edition, Graduate Texts in Mathematics, 
Springer. 


382 CAPÍTULO DIECIOCHO / INTEGRALES DE LÍNEA 


Sean P y Q dos puntos en el espacio y C una trayectoria de P a Q parametrizada por r(t ) para 4 SIS 
t, donde F (t) =P yr (t) =Q. l 
a) Con el resultado del problema 20 y la ley de Newton F = ma, demuestre que 


Trabajo realizado por F conforme la 


É = energía cinética en O — energía cinética en P. 
partícula se desplaza a lo largo de C B 


b) Utilice el teorema fundamental del cálculo para integrales de línea para demostrar que 


Trabajo realizado por F conforme la E - : 
o = energía potencial en P — energía potencial en Q. 
partícula se desplaza a lo largo de C i 
c) Utilice los incisos a y b para demostrar que la energía total en P es la misma que en Q. 
Este problema explica por qué los campos vectoriales de fuerza que son independientes de la trayecto- 
ria suelen recibir el nombre de campos vectoriales conservativos (de fuerza). 


18.4 CAMPOS VECTORIALES DEPENDIENTES DE LA TRAYECTORIA Y EL 
TEOREMA DE GREEN 


Supongamos que nos dan un campo vectorial pero no nos indican si es independiente de la trayectoria. 
¿Cómo podemos saber si tiene una función potencial, es decir, si es un campo gradiente? 


Cómo saber si un campo vectorial es dependiente de la trayectoria mediante 
integrales de línea 


Ejemplo 1 ¿Es cl campo vectorial F, que se muestra en la figura 18.40, independiente de la trayectoria? En 
cualquier punto, F tiene magnitud igual a la distancia desde cl origen y dirección perpendicular a la línea 
que une el punto al origen. 


Figura 18.40 ¿Es este campo vectorial independiente de la trayectoria? 


Solución  Escogemos P = (1, 0) y Q =(0, 1) y dos trayectorias entre ellos: C,, un cuarto de círculo de radio 1, y 
C,, formada por partes de los ejes x y y (véase Fig. 18.40.) A lo largo de C, la integral de línea Je F: 


dr >Q, porque F apunta en la dirección de la curva, pero, a lo largo de C,, tenemos Je. F + dr =0, porque 
F es perpendicular a C, en todas partes. Por lo tanto, F no es independiente de la trayectoria. 
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Campos dependientes de ia trayectoria y la circulación 


Observe que el campo vectorial del ejemplo anterior tiene circulación diferente de cero alrededor del ori- 
gen. ¿Qué se puede decir en general acerca de la circulación de un campo vectorial general independi- 
ente de la trayectoria alrededor de una curva cerrada, C? Supongamos que C es una curva cerrada sim- 
ple, es decir, una curva que no se cruza a sí misma. Si P y Q son dos puntos cualesquiera de la trayec- 
toria, entonces podemos considerar que C (orientada como se muestra en la figura 18.41) está formada 
por la trayectoria C, seguida por —C,. Como F es independiente de la trayectoria, sabemos que 


e 
j F-a =| F-dr. 
dCi 


Por lo tanto, vemos que la circulación alrededor de C es cero: 

f p 

| F -dr >] F - dr -| F-dr =0. 
Ci © 


é -C2 


| F-dr = | F-dr + 
C ‘Ci 2 
Si la curva C se cruza a sí misma, la descomponemos en curvas cerradas simples como se muestra en la 
figura 18.42 y aplicamos el mismo argumento a cada una. 

Ahora supongamos que sabemos que la integral de línea alrededor de cualquier curva cerrada es 
cero, Para dos puntos cualesquiera, P y Q, con dos trayectorias, C, y C,, entre ellas, creamos una curva 
cerrada, C, como en la figura 18.41, Como la circulación alrededor de esta curva cerrada es cero, las inte- 
grales de línea a lo largo de las dos trayectorias, C, y C,, son iguales. Por lo tanto, F es independiente 
de la trayectoria. 


Figura 18.41 Una curva Figura 18.42 Una curva 

cerrada simple C C, que se cruza a sí misma, 
descompuesta en dos se puede descomponer en 
partes, C, y C, curvas cerradas simples. 


En consecuencia, tenemos el siguiente resultado: 


Un campo vectorial es independiente de la trayectoria si y sólo si } F + dr = 0 para toda curva 


cerrada C. 


Por lo tanto, para ver si un campo es dependiente de la trayectoria, buscamos una trayectoria cer- 
rada con circulación diferente de cero. Por ejemplo, el campo vectorial del ejemplo 1 tiene circulación 
diferente de cero alrededor de un círculo alrededor del origen, lo cual muestra que es dependiente de la 
trayectoria. 
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Cómo saber si un campo vectorial es dependiente de la trayectoria Obs 
algebraicamente: el rotacional mos (toc 
Sin emb 


Ejemplo 2 ¿Tiene el campo vectorial F= 2xyi + xyj una función potencial? Si es así, encuéntrela. E 
Ejemplo 3 Demostr 


Solución Supongamos que F tiene una función potencial, f, de modo que F= grad f. Esto significa que 


df A S 


——= 2xvy = 
de A Y y 


Solución Tenemos 


Si se integra la expresión para Of /ðx se demuestra que debemos tener por lo tai 
fiv) =x%y + CO) donde C(y) es una función de y. 
Al diferenciar esta expresión para f (x, y) con respecto a y y usar el hecho de que df /dy = xy, resulta Aho 
toria. Poi 
3f =x? + C (y) = xy. demostra 
dy z ; 
Entonces, debemos tener 

A ANTEE) 

C O )=x =x. podrían e 


Pero esta expresión para C'(y) es imposible porque C'(y) es una función sólo de y. El argumento 


demuestra que no hay función potencial para el campo vectorial F. Teorema de Gr 


¿Existe una forma más sencilla de ver que un campo vectorial no tenga función potencial, que no Y 
sea tratar de encontrar la función potencial sin conseguirlo? La respuesta es afirmativa. Primero veamos 
un campo vectorial bidimensional F = Fi + F,j. Si F es un campo gradiente, entonces hay una fun- 
ción potencial f tal que 
p df». 0 
F=Fji+PF,j= safia e) j 
dy dy 

Entonces, Figura 
of J limitada Į 
Ma “Y a y 
Ox di C y di 
l A s : A regior 

Supongamos que f tiene segundas derivadas parciales continuas. Entonces, por la igualdad de derivadas 
parciales mixtas Obten 
Fi Zf _ Pf 0% entre la int 
dy  dydx  dxdy dx En do 
C. Conside 
De esta manera tenemos el siguiente resultado: región R d 
entación q 
usd o. ? . ; ; ¿ equeñas c 
Si F(x, y) =F 1 + F,j es un campo vectorial gradiente con derivadas parciales contmuas, entonces AE entad 
IE) _9Fy _ 0 modo, las ¡ 

dx dy 


IFE) ƏF ; p bas . ; 
5 = a recibe el nombre de rotacional bidimensional, o escalar, del campo vectorial F. 
x y 


toria 


éntrela. 


o significa que 


e ðf /ðy = xy, resulta 


> de y. El argumento 


:ión potencial, que no 
tiva. Primero veamos 
tonces hay una fun- 


gualdad de derivadas 


intinuas, entonces 


yo vectorial F. 


Ejemplo 3 


Solución 
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Observe que ahora sabemos que si F es un campo gradiente, entonces su rotacional es 0. No sabe- 
mos (todavía) si el inverso es cierto. (Esto es: si eł rotacional es 0, ¿tiene F que ser un campo gradiente?) 
Sin embargo, el rotacional ya permite demostrar que un campo vectorial no es un campo gradiente. 


Demostrar que F = 2xyi + xyj no puede ser un campo vectorial gradiente. 


Tenemos F| = 2xy y F, = xy. Como dF /dy = 2x y 9F,/dx = y, en este caso 
OF Ox — 9F,/dy +0 


por lo tanto F no puede ser un campo gradiente. 


Ahora tenemos dos maneras de ver que un campo vectorial F del plano es dependiente de la trayec- 
toria. Podemos evaluar lo F + dr para alguna curva cerrada y encontrar que no es cero, o podemos 
demostrar que 9F/dx — dF,/dy + 0. Es natural pensar que las expresiones 

Edi OP, DF, 
Cc CAI Y dy 


podrían estar relacionadas. La relación se llama teorema de Green. 


Teorema de Green 


yo+ Ay 


yo 


Xo 


xo + Àx 


Figura 18.43 Región R 
limitada por una curva cerrada 
C y dividida en muchas 
regiones pequeñas, AR. 


Figura 18.44 Dos 
pequeñas curvas cerradas 
adyacentes. 


Figura 18.45 Una pequeña 
curva cerrada AC descom- 
puesta en C,, Cp, Cy y Cp 


Obtenemos el enunciado del teorema de Green al dividir una región en pedacitos y ver la relación 
entre la integral de línea y el rotacional en cada una. 

En dos dimensiones, una curva cerrada simple C separa el plano en puntos dentro y puntos fuera de 
C. Consideramos Jj F + dr, donde C está orientada como se muestra en la figura 18.43. Dividimos la 
región R dentro de C en pequeñas partes, cada una de ellas limitada por una curva cerrada con la ori- 
entación que se muestra. La figura 18.44 muestra que si sumamos la circulación alrededor de todas estas 
pequeñas curvas cerradas, cada borde común de un par de curvas adyacentes se cuenta dos veces, una 
vez en cada dirección. En consecuencia, las integrales a lo largo de estos bordes se cancelan y, de este 
modo, las integrales de línea a lo largo de todos los bordes dentro de la región R se cancelan, lo que da 


Circulación de F 
alrededor de € 


Circulación de F alrededor 
de una pequeña curva, AC. 
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Ahora estimamos la integral de línea alrededor de una de estas pequeñas curvas cerradas, AC. 
Descomponemos AC en €, €, C, y C, como se muestra en la figura 18.45. Entonces calculamos las 
integrales de línea a lo largo de C, y G, donde Ar es paralela al eje x, así que 

Ar=Axi. 
Entonces, en €, y C, 
F-Ar = (Fi +F, j) Axi =F Ax. 


Sin embargo, l4 ¿unción F, debe evaluarse en (x, yọ) en C, y en Cy(x, y + Ay), por lo cual 
? 


ji F, (4, yo) de |, F, (x, yo + Ay) dx 


| xo+Ar 


F, Œ, yo) dx + 
0 


l F-dr+ | F-dr 
Cı LLS 


F, (x, Yọ + Ay) dx 
Ax 


drot 
y, +A 


¿Ar 
nl AS 


F, (x, yy + Ay) dx 


1, + Ar 
= | (E, x, yo) — F¡ (% Yo + Ay )) dx. 


=A 
> 


Como F, es diferenciable y Ay es pequeña, 


oF 
Fi yo- Fi œ yot Ay) =- (F, Œ yot Ay) -F (a wW) =- E Yo) Ay. 
Por lo que se tiene 
ld E A n za | x, + Ax OF, 7 A 
¿Em (Fix, Yo) = F¡65 Yo + Ay) a dy gi. y 


ye OF, . . 
Si suponemos que == (x, y,) es aproximadamente constante sobre el intervalo x, S x < x, + Ax, obtenemos 
y 


[at a, y Ps OPi tn y AAY 
Ue y 1) ar 000 | pa A y r A 
Por un argumento similar en C, y C,, tenemos 

| IN a 

_F-+dr+f_ F>dr=—= Ax Ay. 

iC, ¿C, Ox 


Al combinar estos resultados para C,, C,, C, y Cy, obtenemos 


f f 
e E = no E AA E O LA oF, 
aE ar=| F aah dr Piar dra |, P- drm SB Ax Ay- g Andy, 
Al sumar todas las pequeñas regiones AC resulta 
z . E . dF, dF, 
l A Far Y 22- ') Ax Ay. 
E a We Nox dy 


La última suma es una suma de Riemann que aproxima una integral doble; si se toma el límite a medi- 
da que Ax, Ay tienden a cero, se obtiene 


En | 
integrale 


Prueba del rot 


Ya saben 


Ahora de 
suponem 


y demost 
dominio ı 


porque el 


De este 1 
es válido 
Tenemos, 


Entonce 
ción poi 
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¿Por qué son importantes los huecos en el dominio del campo vectorial? 


Ejemplo 4 


Solución 


La razón para suponer que el dominio del campo vectorial F no tiene huecos es asegurar que la región 
R dentro de C está realmente contenida en el dominio de F. De otro modo, no podemos aplicar el teo- 
rema de Green. Los siguientes dos ejemplos demuestran que si OF, 1 9x — OF, / dy = O pero el dominio 
de F contiene un hueco, entonces F puede ser independiente o dependiente de la trayectoria. 


-yi + xj 


Sea F el campo vectorial dado por F (x, y)= 
+ y? 


OF f ; TI . l 
3 2- El ¿Implica la prueba del rotacional que F es independiente de la trayectoria? 
x y 
b) Calcular Í F * dr, donde C es el círculo unitario con centro en el origen y orientado en sentido 
contrario al de las manecillas del reloj. ¿Es F un campo vectorial independiente de la trayectoria? 
c) Explicar por qué las respuestas a los incisos a y b no contradicen el teorema de Green. 


a) Calcular 


a) Al tomar derivadas parciales, tenemos 
oF, ə x ) l X 2K yx? 


ax dx lal+ y?) 1224 y? i Qe + y?) (04 y?) 
Análogamente, 
ELA ON AA a. yy _ yx? 
dy əy y + y) Cy HY (A+ y)? 
Entonces, 
aF, OF, 
Ox dy 


Como F no está definida en el origen, el dominio de F contiene un hueco. Por lo tanto, la prueba del 
rotacional no puede aplicarse. 
b) En el círculo unitario, F es tangente al círculo y ||F || = 1. Entonces, 

| F + dr = ||F || - longitud de curva 


Como la integral de línea alrededor de la curva cerrada C es diferente de cero, F no es indepen- 
diente de la trayectoria. 

c) El dominio de F es el “plano perforado”, como se muestra en la figura 18.46. Como F no está 
definida en el origen, que está dentro de C, el teorema de Green no es válido. En este caso 


A ƏF, F, 
one] Foaral, ES - ay) dy =0 


Figura 18.46 El dominio de Figura 18.47 La región R no está contenida 


Fx, y) = = es el plano menos el origen. en el dominio de F(x, y) = Z4, 


ty 


Aun 
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Ejemplo 5 


Solución 
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Aunque el campo vectorial F del último ejemplo no está definido en el origen, esto por sí mismo no 


impide que el campo vectorial sea independiente de la trayectoria como vemos en el siguiente ejemplo. 


E xl + y] 
Considerar el campo vectorial F dado por F (x, y) = 2o 
+y 
9F, OF, 
a) Calcule > 2 _ ie ¿Implica la prueba del rotacional que F es independiente de la trayectoria? 
Ox y 
b) Explicar cómo sabemos que S. F + dr =0, donde C es el círculo unitario con centro en el origen y 
orientado en sentido contrario al de las manecillas del reloj. ¿Implica esto que F sea independiente 
de la trayectoria? : l 
c) Comprobrar que f (x, y)= 4 ln(x? + y?) es una función potencial para F. ¿Implica esto que F sea 
independiente de la trayectoria? 
a) Al tomar derivadas parciales, tenemos 
IF) 2 df x 2 a ƏF =| Da —2xy 
dx dx (124 y? TER? Ox — dy a y) (74 3 
Por lo tanto, 
dE 07) _ 0 
dx dv 7 
Esto no implica que F sea independiente de la trayectoria: el dominio de F contiene un hueco 
porque F no está definida en el origen. Por lo tanto, la prueba del rotacional no es válida. 
b) Como F(x, y )=xj + yj =r en el círculo unitario C, el campo F en todas partes es perpendicular a 
C. Por lo tanto y 
F'dř=0 
C 
El hecho de que E F «dr = 0 cuando C es el círculo unitario no implica que F sea independiente 
de la trayectoria. 
Para estar seguros que F es independiente de la trayectoria, tendríamos que demostrar que f, 
F-dr=0 para toda curva cerrada C del dominio de F, no sólo el círculo unitario. 
c) Para comprobar que grad f = F, diferenciamos f: 


: » n á Jy 
p=L o In(x* + ys) = : A ` 
2 dx 2 ty x= + yo 
y 
E c 3 y 
fade 2 In? += L 2% 
2 dy 2 x+y “+y 
de modo que 
xi + 
grad f = — 4 =F 
tty 


Entonces, F es un campo gradiente y por lo tanto es independiente de la trayectoria, aún cuando F 
no esté definido en el origen. 
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Prueba del rotacional para campos vectoriales en tres dimensiones 


La prueba del rotacional es una manera conveniente de determinar si un campo vectorial de dos dimen- 
siones es independiente de la trayectoria. Afortunadamente, existe una prueba análoga para campos vec- 
toriales de tres dimensiones, aun cuando no podemos justificarla sino hasta el capítulo 20. 

Si F(x, y, z) = Fi + F,j+ F,k es un campo vectorial en tres dimensiones definimos un nuevo 
campo vectorial, rotacte=al F, en tres dimensiones por 


dF,  ƏF, ) rA 


rotacional F= | — er Š 
dz C 


or OZ ox dy 


El rotacional del campo vectorial F se puede utilizar para determinar si el campo vectorial F es inde- 
pendiente de la trayectoria. 


OF, OF ia OF, DF, jé 


Prueba del rotacional para campos vectoriales en tres dimensiones 


Suponga que F es un campo vectorial en tres dimensiones con derivadas parciales continuas, tal 
que 


e El dominio de F tiene la propiedad de que toda curva cerrada en él se puede contraer a 
un punto de una mancra uniforme, permaneciendo en todo tiempo dentro del dominio. 
e Rotacional F = 0. . 
Entonces F es independiente de la trayectoria, así que F es un campo gradiente y tiene una fun- 
ción potencial. 


Para la prueba del rotacional en dos dimensiones, el dominio de F no debe tener huecos. Esto sig- 
nificó que si F estaba definido en una curva cerrada C, entonces también lo estaba en todos los puntos 
dentro de C. Una manera de probar si hay huecos es intentar “lazarlos” con una curva cerrada. Si toda 
curva cerrada del dominio puede cerrarse alrededor de un punto sin topar con un hueco, es decir, sin 
salirse del dominio, entonces el dominio no tiene huecos. En tres dimensiones necesitamos que la misma 
condición se cumpla; debe ser posible cerrar toda curva alrededor de un punto, como un lazo, sin 
salirnos fuera del dominio. 


Ejemplo 6 Decir si los siguientes campos vectoriales son independientes de la trayectoria y si puede aplicarse la 


Solución 


prueba del rotacional. 


xi+ yj+ zk 


: , yi + xj 
a) F= A ro b) G==_— 
(44? +2) x2+ y? 
a) Suponga que f =—(x ? + y“ + z ?)'®. Entonces f, =x (x? + y?+2?)* y de igual manera grad 


f = F. Entonces, F es un campo de gradiente y por lo tanto independiente de la trayectoria. Los 
cálculos demuestran que rotacional F = 0. El dominio de F es todo el espacio de tres dimensiones 
excepto el origen, y cualquier curva cerrada en el dominio puede ser llevada a un punto sin salir 
del dominio. Por lo tanto, es válida la prueba del rotacional. 

b) Sea Cel círculo x? + y? = 1, z = 0 recorrido en sentido contrario al de las manecillas del reloj cuan- 
do se observa desde el eje positivo de las z. El campo vectorial es en todas partes tangente a esta 
curva y de magnitud 1, así que 

t 


y G-dr= IIG]| - longitud de la curva = 1 - 2m = 2% 
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Como la integral alrededor de esta curva cerrada es diferente de cero, G es dependiente de la trayec- 
toria. Los cálculos demuestran que rotacional G = 0, pero el dominio de G es todo en el espacio de tres 
dimensiones menos el eje z, y no satisface el criterio de dominio de la prueba del rotaciona!. Por ejem- 
plo, el círculo C rodea el eje z, y no puede ser llevado a un punto sin tocar el eje z. Por lo tanto, no vale 
la prueba del rotacional. 


Problemas para la sección 18.4 


1. El ejemplo 1 de la página 382 demostró que el campo vectorial de la figura 18.48 no podía ser 
campo gradiente, al demostrar que no es independiente de la trayectoria. A continuación se da otra 
manera de llegar al mismo resultado. Supongamos que el campo vectorial fuera el gradiente de una 
función f. Dibuje y ponga valores a un diagrama que muestre el aspecto que tendrían los contornos 
de f, y explique por qué no sería posible para f tener un valor único en ningún punto. 


Figura 18.48 


2. Repita el problema 1 para el campo vectorial del problema 13 de la página 380. 
3. Encuentre f si grad f = 2xyi + (22 + 8y3). 
4. Encuentre f si f = (yze"? +2? cos (x2))i + x2e%7 j + (ayer + 2xz cos (xz? JK. 


Para los problemas 5 y 6, diga si el campo vectorial dado es el gradiente de una función f. Si es así, 
encuentre dicha f; si no, explique por qué no. 


5. yi+yj 6. Ry +2 aj 


Los campos vectoriales de los problemas 7 al 10, ¿tienen funciones potenciales, dado que F = grad f? 
Si es así, calcúlelas, 


7. F=(2x9+yí + BLY + 0) 
k pa e 
xy i x y 


e 


8. F= PE 
y 


10. F = 2x cos (x? + 22)í + sen (x2 + 2 + 2z cos (2 + 2)k 
11. Considere el campo vectorial F= yi. 
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a) Trace F y por lo tanto diga el signo de la circulación de F alrededor del círculo unitario con 
centro en el origen y recorrido en sentido contrario al de las manecillas del reloj. 
b) Utilice el teorema de Green para calcular exactamente la circulación de la parte a. 

12. Supongamos que F= xj . Demuestre que la integral de línea de F alrededor de una curva cerrada 
del plano xy, orientada como en el teorema de Grcen, mide el área de la región encerrada por la 
curva. 

Utilice el resultado del problema 12 para calcular el área de la región dentro de las curvas parame- 

trizadas en los problemas 13, 14 y 15. En cada caso, trace la curva. 

13. La elipse X? / a? + y" /b7= 1 parametrizada por x = a cos t, y = b sen t, para 0 < t < 2%. 

14. El hipocicloide x3 + y”? = a% parametrizado por x = a cos? t, y = a sen? t, OS t< 27A. 


r 3t 30 
15. La curva de Descartes, x? + y? = 3xy, parametrizada por X = Tar = PAPEL para0<1<oo, 


16. Suponga que R es la región dentro de la mitad superior del círculo unitario, C, con centro en el ori- 
gen y que se quiere calcular la doble integral 


: (2x - 2y)e ** dA 


a) Explique por qué el convertir esta integral a una integral iterada en coordenadas cartesianas no 
ayuda a calcularla. 

b) Como falla la integración iterada, se usa un método numérico. Demuestre cómo se puede usar 
el teorema de Green para convertir la integral en una integral de una variable. Luego evalúe la 
integral de una variable, usando métodos numéricos ordinarios. 


18.5 PRUEBA DEL TEOREMA DE GREEN 


En esta sección se da una prueba del teorema de Green con base en la fórmula del cambio de variables 
para integrales dobles. Suponga que el campo vectorial F está dado en componentes por 


Fa, y)=F œ yi +F yy. 


Prueba para rectángulos 


Se demostrará primero el teorema de Green cuando R es una región rectangular, como se muestra en la 
figura 18.49. La integral de línea en el teorema de Green puede escribirse como 


| Fear =| | pel F-dr + 
wt (i t vo, f 


F-dr 


{ 
Ph 


d. d N / 
= | F, (x, c) dx + F, (b, y) dy -] F @&,d)dx -| F, (a, y)dy 
du t a Wi 


EF (Œ d) +F, (x, Cc) dx. 


= | (F, (b, y) - F, (a,y)) dy + 


Po 
Se eval 


Como le 
tángulos 


Prueba para re; 


Figura 18.50 L 
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Por otra parte, la doble integral del teorema de Green se puede escribir como una integral iterada. | 
Se evalúa la integral interior usando el teorema fundamental del cálculo. 


(OF, F, ` IE dF, 
AE a Jarar= E de dy + | ra dx dy 


y 
lx Bardo), $h - 27 dy de 


c 


b 
f (F(b, y)— F(a, y) dy + | : EF, (3 d) + E, (x, 0) dx. 


Como la integral de línea y la doble integral son iguales, se ha demostrado el teorema de Green para rec- 
tángulos. 


€ 


a b 


Figura 18.49 Una región rectangular R con frontera C 
descompuesta en C}, C,, C, y C, 


Prueba para regiones parametrizadas por rectángulos 


D: y 


ad b Y 


Figura 18.50 Una región curva R del plano xy correspondiente a una región rectangular T del plano st. 


Ahora demostramos el teorema de Green para una región R que puede transformarse en una región 
rectangular. Supongamos que tenemos un cambio liso de coordenadas 
x=x(s,t), v=v(s,1f) 


Considere una región curva R del plano xy correspondiente a una región rectangular T del plano st, 
como en la figura 18.50. Suponemos que el cambio de coordenadas es uno a uno en el interior de T. 

Demostramos el teorema de Green para R usando el teorema de Green para T y la fórmula del cam- 
bio de variables para integrales dobles de la página 277. Primero expresamos la integral de línea alrede- 


dor de C 
| F- dr 
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como una integral de línea del plano st alrededor del rectángulo D = D, + D} + D, + D, En notación 


vectorial, el cambio de coordenadas es 
* Fronte 


r=r (s t)=x(s,t)i+y (s, t)j 


y, por lo tanto, 


F-dř=F(r(s, 0): BË ds + FP D)e Xa 
Definimos un campo vectorial G enel plano Ta con componentes 
CIA :. OF 
G,=F: y G,=F:—, 
pge A ðt ne 
. En E . sí, 
Entonces, si u es el vector de posición de un punto del plano st, tenemos F + dr = G ds + G,dt = G° n 
du. En el problema 5 del final de esta sección se pide demostrar que la fórmula para integrales de línea 
a lo largo de trayectorias parametrizadas lleva al siguiente resultado: 
r 
| F-dř=| Ġ-di 
s€ D 
Además, aplicando la regla del producto y la de la cadena podemos demostrar que 
4 dx d 
9G, 9G,  ([0F, ƏF, NA 
ds TA ESE dy 2x dy 
a d que es 
(Véase el problema 6 al final de esta sección.) Por lo tanto, por la fórmula del cambio de variables para región 
integrales dobles de la página 277, 
y | ax dy ` 
OF, dF \ dF, IF S 9G, 0G, 
[E EA das) o da=] pes: => Jas de 
lar op] tr Nor ay) a Jos e, 
E or 
De esta manera se ha demostrado que 
EAE 
JC sD 
e—a 
y que e i i Ejemplo 1 Sea R 
2 polares 
1 dx dy S draa (eE Ol jas i 
Las integrales del lado derecho son iguales, por el teorema de Green para rectángulos; en consecuencia, Solución En coo 
las integrales del lado izquierdo también son iguales, que es el teorema de Green para la región R. EFE 
convier 
rectáng 


Unión de regiones 


Para terminar, demostramos que el teorema de Green se cumple para una región formada al unir 
regiones que se pueden transformar en rectángulos. La figura 18.51 muestra dos regiones R, y R, que 
se combinan para formar una región R. Descomponemos la frontera de R en C,, la parte que corresponde 
a R y C, la parte correspondiente a R,. Hacemos que C sea la parte de la frontera de R, que comparte 
en común con R,. Por esto, 


Frontera de R = C) + C, Frontera de R, = C, + C, Frontera de R, = C, +(-C). 


Observe que cuando la curva C es considerada como parte de la frontera de R,, recibe la orientación 
opuesta de la que recibe como parte de la frontera de R,. Entonces Figura 18.52 


+ D, + D,. En notación 


lr =G, ds + Gadt = G 
para integrales de línea 


jue 


mbio de variables para 


jas dt. 


alos; en consecuencia, 
para la región R. 


gión formada al unir 
regiones R, y R, que 
zarte que corresponde 
ə de R, que comparte 


=C, + EC). 


recibe la orientación 
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F-dr + F- dr F-dr + E-dr 
Frontera de R, * Frontera de R; "C+C 3+ (-C) 
La E td 
= E “dr >] F-dr 
de 
a a 
* Frontera de R 
Así, al aplicar el teorema de Green para R, y R,, obtenemos 
| LEILA Y j l ELIEN dá ay /dF, y 
da al] 40 NS -T -A 
= | F-dr+ F-dr 
Frontera de R, 


e Frontera de R, 


= F- dr 


« Frontera de R 


que es el teorema de Green para R. Entonces, hemos demostrado el teorema de Green para cualquier 
región formada al unir regiones que están parametrizadas de manera lisa por rectángulos. 


Figura 18.51 Dos regiones R, y R, unidas para formar una región R. 


Ejemplo 1 Sea R el anillo con centro en el origen, con radio interior 1 y radio exterior 2. Mediante coordenadas 
polares, demostrar que la prueba del teorema de Green es válida para R. Véase la figura 18.52. 

Solución En coordenadas polares, x = r cos 1 y y = sen t, el anillo corresponde al rectángulo del plano rt 1<r<2, 

0<S1<S2x. Los lados t= 0 y t = 27 están unidos en el plano xy a lo largo del eje x; los otros dos lados se 


convierten en los círculos interior y exterior del anillo. Entonces R se forma al pegar los extremos de un 
rectángulo. 


t 
2a L y 


Figura 18.52 El anillo R del plano xy y el rectángulo correspondiente 1 Sr <2, 0<+S 27 del plano rt. 


A Aa 
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Problemas para la sección 18.5 -__—_—_—_—_——————— 


1. Sea R el anillo con centro en (=1, 2), con radio interior 2 y radio exterior 3. Demuestre que R puede 
ser parametrizada por un rectángulo. 

2. Sca R la región bajo el primer arco de la gráfica de la función seno. Demuestre que R puede ser 
parametrizada por un rectángulo. 

3. Sean f (x) y g (x) dos funciones lisas, y suponga que f (x) < g (x) para a < x < b. Sea R la región f 
(1)Sv<g(x),asxsb. 


a) Dibuje una región de este tipo. 
b) Para una constante x, parametrice el segmento de línea vertical en R donde x = xy. Seleccione 


su parametrización de modo que el parámetro empiece en O y termine en 1. 
c) Al unir las parametrizaciones del inciso b para diferentes valores de x}, demuestre que R puede 
ser parametrizada por un rectángulo. 
4. Scan f (y) y g (y) dos funciones uniformes, y suponga que f (y) < g (y) para c < y < d. Sea R la 
región f O) ExSg0),CcSySd. 


a) Dibuje una región de este tipo. 
b) Para una constante yọ, parametrice el segmento de línea horizontal R donde y = yọ. Seleccione 


su parametrización de modo que el parámetro empiece en O y termine en 1. 

Al unir las parametrizaciones del inciso b para diferentes valores de yọ, demuestre que R puede 
ser parametrizada por un rectángulo. 

5. Utilice la fórmula para calcular integrales de línea por parametrización para demostrar el enuncia- 


c) 


do de la página 394: 
| HEI G- du. 
6. Utilice la regla del producto y la de la cadena para demostrar la fórmula de la página 394: 


3G, EN aF) wa 


ðs ðt ax ayl | ox d 
“ld d 


PROBLEMAS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO DIECIOCHO 


Para los problemas 1 y 2, considere el campo vectorial F que se muestra. Diga si se espera que la inte- 
gral de línea J F + dr sea positiva, negativa o cero a lo largo de 

a) A b) C, C, Cy C, œ) C, la curva cerrada formada por todas las C juntas. 

| a > 2. DON i 


Para 


in 
v åw m 


Los ei 
lo en 
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Para los problemas 3, 4 y 5, calcule f- F- dr para F y C según se indica. 


F=(2-y) +02+x)j y Ces la parábola y =x? + 1 recorrida de (0, 1) a (1, 2). 
y 


F=(3x-2y)i +(y +22 )Jj=xk y Ces la trayectoria formada por la línea que une el punto (0, 0, 
0)a(1, 1, 1). 


. F=(2x- y +4) + (Sy +3x-6)j y Ces el triángulo con vértices (0, 0), (3, 0), (3, 2) recorridos en 


sentido contrario al de las manecillas del reloj. 


Los enunciados de los problemas del 6 al 9, ¿son verdaderos o falsos? Explique por qué o dé un ejemp- 
lo en contrario. 


ZA 


10. 


11. 


14. 


f. F -dr es un vector. 


; fe F-dr = F(Q )- F(P ) cuando P y Q son puntos finales de C. 


; El hecho de que la integral de línea de un campo vectorial F sea cero alrededor del círculo unitario 


+ y ?= 1 significa que F debe ser un campo vectorial gradiente. 


. A que C, es el cuadrado unitario que une los puntos (0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1) orientado en 


el sentido de las manecillas del reloj, y C, es el mismo cuadrado, pero recorrido dos veces en di- 
rección ppiesta: Si fo F «dr =3, entonces fe F -dr =-5. 


Sea F = xi + yj y sean C, la línea que une el punto (1, 0) al punto (0, 2) y C, la línea que une el 
punto (0, 2) al punto (—1, 0). Es f- Es dr =- nF. dr ? Explique. 


¿Cuál es el valor de j; F-dr si Cés una curva orientada que va del punto (2, —6) al punto (4, 4) y 
F =6i - 15? 


. Suponga que P y Q están en el mismo contorno de f. ¿Qué se „puede decir acerca del cambio total 


en f de P a Q? Explique su respuesta en términos de f- grad F + dr donde C es una parte del con- 
torno que va de Pa Q. 


. En este problema, se ve cómo el teorema fundamental para integrales de línea puede derivarse del 


teorema fundamental para integrales definidas ordinarias. Suponga que (x (0), y (Ð), para a St < 
b, es una parametrización de C, con puntos extremos P = (x (a), y (1) y O = (x (b), y (b)). Los 
valores de f a lo largo de C están dados por la función de una sola variable h (1) = f (x (0, y (0). 
a) Utilice la regla de la cadena para demostrar que 


AO = f, œ (D, y AxA + f, AO, y My 


b) Utilice el teorema fundamental del cálculo, aplicado a h (f), para demostrar que 
l grad f + dr = f (Q) — f (P) . 
Cc 


Sea F(x, y) el campo vectorial independiente de la trayectoria de la figura 18.53. El campo vec- 
torial F asocia a cada punto un vector unitario que apunta radialmente hacia fuera. Las curvas C, 
C» ..» , C tienen las direcciones que se muestran. Considere las integrales de línea le F-dr,i=l, 
.-» 7. Sin calcular ninguna de las integrales 

a) Haga una lista con las integrales de línea que deben ser cero. 

b) Haga una lista con las integrales de línea que deben ser negativas. 

c) Ordene las integrales de línea positivas en lo que considere sea orden ascendente. 
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15. 


16. 


17. 


Figura 18.53 


Un vórtice libre que circula alrededor del origen del plano xy (o alrededor del eje z en tres dimen- 

siones) tiene el campo vectorial v = K (22 + y? J! (- yi + xj ), donde K es una constante. El mod- 

elo de Rankine de un tornado considera la hipótesis de un núcleo interior que gira a velocidad angu- 

lar constante, rodeado por un vórtice libre. Suponga que el núcleo interior tiene radio de 100 met- 

ros y que llv]| = 3 - 105 m/h a una distancia de 100 metros desde el centro. 

a) Si se supone que el tornado gira en sentido contrario al de las manecillas del reloj (visto desde 
arriba del plano xy) y que v es continua, determine œ y K tales que 


oyi +a) sivri +y? < 100 
v= a Pa 
K(2+yY) Gira)  sivx +y? > 100. 
b) Dibuje el campo vectorial v. 


c) Calcule la circulación de v alrededor del círculo de radio r con centro en el origen, recorrido 
en sentido contrario al de las manecillas del reloj. 


La figura 18.54 muestra la velocidad tangencial como función del radio para cl tornado que azotó 
Dallas en abril 2 de 1957. Utilícela junto con el problema 15, para estimar K y œ para el modelo 
Rankine de este tornado.* 


km/hr 
200 + 


100 


! L- metros 


200 400 600 800 1000 1200 
Figura 18,54 


Un campo vectorial central es un campo vectorial cuya dirección es siempre hacia (o alejándose 
de) un punto fijo O (el centro) y cuya magnitud en un punto P es una función sólo de la distancia 
de P a O. En dos dimensiones, esto significa que el campo vectorial tiene magnitud constante a lo 
largo de círculos con centro en O. Los campos gravitacional y eléctrico de fuentes con simetría 
esférica son campos centrales. 


+ Adaptado de Encyclopedia Britannica, Macropedia, Vol. 16, página 477, “Climate and the Weather”, Tornadoes and 
Weterspouts, 1991. 
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CAPÍTULO DIECINUEVE 


INTEGRALES 
DE FLUJO 


En el capítulo anterior estudiamos la forma de integrar campos vectoriales a 
lo largo de curvas. En este capítulo definiremos una nueva clase de integral, 
la integral de flujo, que corre sobre una superficie en lugar de a lo largo de 
una curva. Si vemos un campo vectorial como una representación de la 
velocidad del flujo de un fluido, la integral de flujo nos informa acerca de la 
rapidez con la que el fluido atraviesa una superficie. La integral de flujo apa- 
rece también en teoría de electricidad y magnetismo. 
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19.1 LAIDFA DE UNA INTEGRAL DE FLUJO 


Flujo a través de una superficie 


Imagin vos el agua que fluye a través de una red de pesca que se tiende en un arroyo. Supongamos que 
se des ++ vedir la cantidad de agua que pasa por la red, es decir, el volumen de fluido que cruza la super- 
ficie po: unidad de ¡tempo (véase Fig. 19.1.) Esta cantidad (o gasto) de agua recibe el nombre de flujo 
del fluvio que atraviesa la superficie. Podemos también calcular el flujo de otros campos vectoriales, 
tales € mo los campos eléctrico y magnético, donde no existe un flujo real. 


Figura 19.1 El flujo mide la rapidez con la que el fluido 
atraviesa una superficie 


Orientación de una superficie 


Antes de calcular el flujo de un campo vectorial a través de una superficie, necesitamos determinar cuál 
es la dirección positiva de flujo a través de la superficie; esto se describe como elección de una orien- 


tación.! 


En cada punto de una superficie lisa hay dos normales unitarias, una en cada dirección. Elegir 
una orientación quiere decir que se escoge una de estas normales para cada punto de la superfi- 


cie en una forma continua. El vector normal en la dirección de la orientación se denota por n. Por 
lo general, para una superficie cerrada se escoge la dirección que apunta hacia el exterior. 


Decimos que el flujo a través de una parte de la superficie es positivo si el flujo tiene lugar en la 
dirección de la orientación y negativo si ocurre en la dirección opuesta (véase Fig. 19.2.) 
Circulación A 
Negativa A 


Dirección de orientación: 
circulación positiva  * 


Figura 19.2 Una superficie orientada mostrando Figura 19.3 Vector de área A = n A de una superficie 
direcciones positiva y negativa de flujo. plana con área A y orientación n. 


| Aun cuando no se estudiarán, existen unas pocas superficies para las cuales esto no puede hacerse. Véase página 409. 
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Vector de área 


El flujo que atraviesa una superficie plana depende tanto del área de la superficie como de su orien- 
tación. Por lo tanto, es útil representar esta área por un vector como se muestra en la figura 19,3 


. Supongamos que : 
que cruza la super- El vector de área de una superficie plana orientada, es un vector A tal que 
el nombre de flujo ; , ; a 

f J e La magnitud de A es el árca de la superficie. 
ampos vectoriales, 


e La dirección de A es la dirección del vector de orientación n. 


Flujo de un campo vectorial constante a través de una superficie plana 


Suponga que el campo vectorial de velocidad, v, de un fluido es constante y A es el vector de área de 
una superficie plana. El flujo que pasa por esta superficie es el volumen de fluido que pasa en una unidad 
de tiempo. El volumen de la caja oblicua de la figura 19.4 tiene área de sección transversal ||A || y altura 
Iiv || cos 6, por lo cual su volumen es ([|v]| cos ©) [|A |] = v - A. Entonces tenemos el siguiente resultado: 


Si v es constante y A es el vector de área de una superficie plana, entonces 


Flujo que pasa por una superficie = y * A. 


os determinar cuál 
ción de una orien- 


¿e 
/ 


Po. 
Y ¿lv || cos 0 
bz 


rección. Elegir 
to de la superfi- 
anota por n. Por 
exterior. 


Figura 19.4 — El flujo de y a través de 
| una superficie con vector de área A es el 
volumen de esta caja sesgada. 


jo tiene lugar en la | 


9.2.) Ejemplo 1 Fluye agua por un tubo cilíndrico de 2 cm de radio, con una velocidad de 3 cm/s. Encontrar el flujo del 


campo vectorial de velocidad que pasa por la región en forma de elipse que se muestra en la figura 19.5. 
La normal a la elipse hace un ángulo de 8 con la dirección de flujo y el área de la elipse es 47 /(cos 6) cm?. 


2em PEN A (dondell All = 47: /(cos 8) cm? 


=— y (donde lv ||= 3 cm /s) 


. de una superficie 
36N A. 


se página 409. Figura 19.5 Flujo a través de una sección de un tubo cilína.ico en forma de elipse. 
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Solución 


La integral de flujo 


Este problema puede abordarse de dos maneras. Una de ellas consiste en utilizar la fórmula que 
acabamos de derivar y que resulta cn 


Y + A = |]Ell 4] cos O = 3 (Área de la elipse) cos 9 


Flujo a través de la elipse 


=3 peta ] cos 4 = 127 cm?/s. 
cos 0 |! 


La segunda forma es observar que el flujo que pasa por la elipse cs igual al lujo que pasa porel 
círculo perpendicular al tubo de la figura 19.5. Como el flujo es la rapidez a la que fluye el agua porel 


tubo, tenemos 


velocidad área | , cm 
= $ 


j = (12? cm?) = 127 cms 
del agua círculo S 


Flujo por el círculo = 


Cuando el campo vectorial no es constante o la superficie no es plana, dividimos la superficie en 
pequeñas secciones, casi planas, tales que el campo vectorial sea aproximadamente constante en cada 


una. como sigue. 


Para calcular el flujo de un campo vectorial F que no es necesariamente constante a través de una super- 
ficie $ curva, orientada, dividimos la superficie en un conjunto de pequeñas secciones aproximadamente 
planas (como una representación en forma de tela de alambre de la superficie) como se muestra en la 
figura 19.6. Supongamos que un cuadrito tiene área AA. Escogemos un vector de orientación n en un 
punto del cuadrito y definimos el vector de área del cuadrito, AA, como 


AA =nAA. 


(Véase Fig. 19.6.) Si los cuadritos son suficientemente pequeños, podemos suponer que F es aproxi 
madamente constante en cada uno. Entonces sabemos que 


Flujo que atraviesa el cuadrito = F- AA 


y, por lo tanto, 
Flujo que atraviesa toda la superficie = Y «AA, 


donde la suma agrega los flujos que atraviesan todas las pequeñas secciones. A medida que cada cuadri- 
to se haga más pequeño y ||AA || > 0, la aproximación mejora y obtenemos 


Flujo a través de $= lím Y AA. 
IAAI +0 


Por lo tanto, hacemos la siguiente definición: 


La integral de flujo del campo vectorial F que atraviesa la superficie orientada S es 


= F- dA -= lím YF . AA. 
IAAI +0 


y 
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utilizar la fórmula que 


se) cos 0 

al flujo que pasa por el 
que fluye el agua por el 
)= 121 ans 


¡idimos la superficie en 
vente constante en cada 


ca través de una super- 
ones aproximadamente 
como se muestra en la 
de orientación n en un 


oner que F es aproxi- 


«dida que cada cuadri- 


19.1 LA IDEA DE UNA INTEGRAL DE FLUJO 405 


5 
Arca A A 
` 
: > AA 
- AA 
A 
h 
3 Campo vectorial 
A Y Fix, y 2) 
Ni i 
Ni 
~Y ~i 
Figura 19.6 Superficie S dividida en pequeñas i 
partes, casi planas, mostrando un vector de Figura 19.7 Flujo de un campo vectorial 
orientación típico 1 y vector de área AA. a través de una superficie curva $, 


Al calcular una integral de flujo, tenemos que dividir la superficie en una forma razonable; de otra 
mancra, el límite podría no existir. En la práctica rara vez se presenta este problema, pero una forma de 
evitarlo es usar el método para calcular integrales de flujo que se discute en la sección 19.3 como defini- 
ción de la integral de flujo. 


La integral de flujo y el flujo de un fluido 


Si v es el campo vectorial de velocidad de un fluido, tenemos 


Rapidez con que el fluido Flujo de y 


atraviesa la superficie S através de S 


La rapidez de flujo de un fluido se mide en unidades de volumen por unidad de tiempo. 


Ejemplo 2 Encontrar el flujo del campo vectorial que se muestra en la figura 19.8, dado por 


5 2 $ , 5 
AA 2 
n | 
D ~ 5 i 
a, a A A, 
init ES a me. -=| $ 
` 5 >. > J f 
» a f i 
~a ` ql 
o e. A 
AS | N 1 t A S 
A D A | 
i 4 X 1 R A Ax ; 
j 
Figura 19.8 El campo vectorial Figura 19.9 Flujo de B a través del Figura 19.10  Cuadrito 
-yi + xj cuadrado $ de lado 2 del plano xy, con área ||AA|| = AxAz 


B (x, y, 23) = — E 
( ) xy orientado en la dirección j. 
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Solución 


Ejemplo 3 


Considere un pedacito rectangular con vector de área AA en S, con lados Ax y Az de modo que [A 4]| = 


Ax Az. Como AA apunta en la dirección j, tenemos AA =j Ax Az (véase Fig. 39.10.) 
En el punto (x, O, z) en S, al sustituir y = O en B resulta B (x, 0, z) = (1/x)j . Entonces tenemos 


Flujo a través de un cuadrito = B + AA = 4j ) . (¡AxAz )= -E Ax AZ. 
Por lo tanto, 


Flujo a través de la superficie = j B-dA= lím y B-AA= lím 
sS 1AA ¡+0 El Ax +0 
Aart 


L AxaAz 
K 


Esta última expresión es una suma de Riemann para la doble integral f L dA , donde R es el cuadrado 
1Sx<3, 0<2<2. Entonces, 
1 P A3 


Flujo a través de la superficie = |, B- då = |, L dA = | 


| 1 dx dz =2n3: 
voy 2 


El resultado es positivo porque el campo vectorial atraviesa la superficie en la dirección positiva. 


Cada uno de los campos vectoriales de la figura 19.11 está formado completamente por vectores para: 
lelos al plano xy, y es constante en la dirección z (esto es, el campo vectorial se ve igual en cualquier 
plano paralelo al plano xy). Para cada uno, determine si el flujo que pasa por una superficie cerrada que 
rodea el origen será positivo, negativo o cero. En el inciso a, la superficic es un cubo cerrado con caras 
paralelas a los ejes; en los incisos b y c, la superficie es un cilindro cerrado. En cada caso escogemos la 
orientación hacia afuera (véase Fig. 19.12.) 


b) y c) 


Figura 19.11 Flujo de un campo vectorial a través de superficies cerradas cuyas secciones 


transversales se muestran en el plano xy. 


Figura 19.12 Cubo cerrado y cilindro cerrado, ambos orientados hacia afuera. 


Solución a) 


b) 


Cálculo de 


Para 
ejen 


Ejemplo 4 Una 
el pi 


Enco 


Solución Este 


Entor 


En la 


ız de modo que ||A 4]| = 
3.10.) 


Entonces tenemos 


EN 4 AxAz 


ande R es el cuadrado 


di=21n 3. 


3cción positiva. 


o 


le por vectores para- 
e igual en cualquier 
¡perficie cerrada que 
0 cerrado con caras 
1 caso escogemos la 


yas secciones 


fuera. 


Solución a) 


b) 


c) 
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Como el campo vectorial parece ser paralelo a las caras del cubo que son perpendiculares a los ejes 
y y z, esperamos que el flujo a través de estas caras sea cero. Les flujos a tri ves de las dos caras 
perpendiculares al eje x parecen ser iguales en magnitud y opuestos en signo, ası que cl flujo neto 
debe ser cero. 

Como las tapas del cilindro son paralelas al flujo, el flujo a traves de ellas es cero. En la superficie 
circular del cilindro, v y A4 parecen ser en todas partes paralelos y en la mismu dirección, así que 
esperamos que cada término v + AA sea positivo, y por lo tanto la integral de flujo Í, vw + dA sea 
positiva. 


Al igual que en el inciso b, el flujo a través de las partes superior e inferior del cilindro es cero. En 
este caso v y AA no son paralelas a la superficie circular del cilindro, pero como el flujo parece 
estar fluyendo hacia dentro al tiempo que gira, esperamos que cada término v * AA sea negativo, y 
por lo tanto que la integral de flujo sea negativa. 


Cálculo de integrales de flujo mediante dË =n dA 


Para un cuadrito de superficie AS con normal » y área AA, el vector de área es AÑ = n AA. El si guiente 
ejemplo muestra la forma en que podemos utilizar esta relación para calcular una integral de flujo. 


Ejemplo 4 Una carga eléctrica q se coloca en el origen en tres dimensiones. El campo eléctrico resultante E (r ) en 
el punto con vector de posición r está dado por 


EM=9- > +20. 
Ir 


Encontrar el flujo de E fuera de la esfera de radio R con centro en el origen (véase Fig. 19.1 


Figura 19.13 — Flujo de E = qr / l|r ll? a través de la superficie 
de una esfera de radio R con centro en el origen. 


Solución Este campo vectorial apunta radialmente hacia afuera desde el origen, en la misma dirección que n. 
Entonces, como n es un vector unitario, 


E-AA=E-n AA=El| AA. 


En la esfera, E | = g/R2, así que 


¿EsdA= lím S E-AA= im Esa Jím S An. 


' LAA +0 AA =0 R? 0 
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La última suma aproxima el área superficial de la esfera. En el límite, a medida que las subdivisiones 
se hacen más pequeñas, tenemos 


lím AA = Área superficial de esfera. 
AA >O 


Por lo tanto, el flujo está dado por 


E-dA= -L tím Y AA=-L. área superficial de esfera = 1 (47 R?) = 474. 
JS R- AA + 11 Mad R- R? 


Este resultado se conoce como ley de Gauss. 


En lugar de usar sumas de Riemann, con frecuencia escribimos dA = n dA, como en el siguiente 
ejemplo. 


Ejemplo 5 Suponga que $ es la superficie del cubo limitada por los seis planos x= 1, y= 1, y z= + 1. Calcular 
el flujo hacia afuera del campo eléctrico E del ejemplo anterior, a través de $. 


Solución Es suficiente calcular el flujo de E a través de una de las caras, por ejemplo la cara superior $, defini- 
da por z = 1, donde -1 $ x S l y -I S y S 1. Por simetría, el flujo de E a través de las otras cinco caras 


de S debe ser el mismo. ho 
En la cara superior, $,, tenemos dA = k dx dy y 


j È xi+yj+k 
AAA PE ET, E 
(xt+y+1) 


La correspondiente integral de flujo está dada por 


f l [i b . è I fêl 
r MEER a | | l 
jE diza), |; (24 y24 193 kde died d-i d-i A dedy; 


El cálculo numérico de esta integral demuestra que 
Flujo a través de la cara superior = L E-dA= 2.0944q 


Entonces, 


Flujo total de E hacia afuera del cubo = ¿E «A = 6(2.0944q) = 12.5664q 


/ 


El ejemplo 4 de la página 407 demostró que el flujo de E a través de una esfera de radio R con cen- 
tro en el origen es 47119. Como 4x = 12.5664, el ejemplo 5 sugiere que 


Flujo total de E fuera del cubo = 411g. 


Al calcular exactamente la integral de flujo del ejemplo 5, es posible verificar que los flujos de Ea 
través del cubo y la esfera son exactamente iguales. Cuando encontremos el teorema de la divergencia 
en el capítulo 20 veremos por qué. 
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Notas acerca de la orientación 


En la elección de una orientación pueden presentarse dos dificultades. La primera es que si la superfi- 
cie no es lisa, puede no tener un vector normal en todos sus puntos. Por ejemplo, un cubo no tiene un 
vector normal a lo largo de sus aristas. Cuando tenemos una superficie, por ejemplo un cubo, que está 
formado por un número finito de secciones lisas, escogemos una orientación por separado para cada 
una. La mejor manera de hacerlo suele ser evidente. Por ejemplo, en el cubo elegimos la orientación 
hacia afuera en cada cara (véase Fig. 19.14.) 


Figura 19.14 El campo vectorial de orientación n en Figura 19.15 La banda de Möbius 
la superficie cúbica determinado por la elección es un ejemplo de una superficie 
del vector unitario normal en el punto P no orientable. 


La segunda dificultad es que hay superficies que no pueden orientarse en absoluto, como la banda 
de Möbius de la figura 19.15. 


Problemas para la sección 19.1 ——_—_—_—_—_—_—_—_—_—— 


1. Sea F (x, y, 2) = zi. Para cada una de las superficies de la (a) a la (e), determine si el flujo de F que 
pasa por la superficie es positivo, negativo o cero. En cada caso, la orientación de la superficie está 
indicada por el vector normal dado. 

a) z 
| 


c) g 


2. Repita el problema 1 con F (x, y, Z) = -zi + xk 


3. Repita el problema 1 con el campo vectorial F (r) =r 
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4. Ordene las siguientes integrales de flujo, : 
| F-dA, 
4S, 
con i = 1,2, 3, 4 en orden ascendente si F=-i E +k y S, son las siguientes superficies: 
e S esun cuadrado horizontal de lado 1 con un vértice en (0, 0, 2), arriba del primer cuadrante 


del plano xy, orientado hacia arriba. 
e S, es un cuadrado horizontal de lado 1 con un vértice en (0, O, 3), arriba del tercer cuadrante 


del plano xy, orientado hacta arriba. 
e S, es un cuadrado de lado 4/2 del plano xz con un vértice en el origen, un lado a lo largo del 


eje x positivo, otro a lo largo del eje z negativo, orientado en la dirección y negativa. 
e S, es un cuadrado de lado 4/2 con un vértice en el origen, un lado a lo largo del eje y positi- 
vo, un vértice en (1, O, 1), orientado hacia arriba. 


5. Calcule el flujo del campo vectorial y =2i+3j + Sk que pasa por cada una de las regiones rec- 
tangulares de la (a) a la (d); suponiendo que cada una está orientada como se muestra. 


(b) z (7.4152) 


(a) A (0.1.1) i 
(1,0,1) LD ute 
0,01) y y 
E <1 0.10 
i 7,0,0 7: 
c Ax (0.0.2) s e aa 


(1, 0, 2) 


(0,1,0) 
y 


CoO n 


(1,1,0) 
6. La figura 19.16 muestra una sección transversal del campo magnético de la Tierra. Determine si el 
flujo magnético que pasa por una placa horizontal, orientada hacia el cielo, es positivo, negativo 


cero si la placa está en 
a) el Polo norte b) el Polo sur 
[Nota: Puede suponerse que los polos magnético y geográfico de la Tierra coinciden.] 


c) el ecuador 


Polo norte 
> s 
>. e.‘ 
aà é 
> a * 
y "g 
. 
p? e 
. 3 «€ 
a 
4 4 3 
y: .? 4 
e > 
Tec » > 
Cu y > 
€ é w Eai 
é a 
« € >> 
Polo sur 


Figura 19.16 


7. a 
b) 

Para los 
cie S da 
8. Fa 
9. F= 
(0, - 

10. F= 
origi 

ti. F= 
12. F= 
y ori 
13. F={ 
(=l, 
l4. F=} 
IS. Sea S 
a) C 
e 
b) C 
c); 
16. Sea S 
a) C 
pi 
b) C 
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7. a) ¿Cuál considera el lector que es el flujo eléctrico a través de la superficie cilíndrica que está 
colocada como se muestra en el campo eléctrico constante de la figura 19.17? ¿Por qué? 
fici b) ¿Qué ocurre si el cilindro se coloca hacia arriba cómo se muestra en la figura 19.18? Explique. 
superficies: 


el primer cuadrante 


- 3 é > 2 b 
lel tercer cuadrante è ~ 5 E LS 
j DE os è >” 
ı lado a lo largo del > _ A 1 > W- 
E a > i b s 
' negativa. "a .?, 
rgo del eje y positi- à AA) e - PDA 
> y... 
a a a > 
A à às 
le las regiones rec- à x > 
uestra. 
Figura 19.17 Figura 19.18 


Para los problemas del 8 al 14, calcule la integral de flujo del campo vectorial que pasa por la superfi- 
| cie S dada. 


8. F=2í y $ es un disco de radio 2 en el plano x + y + z = 2, orientado hacia arriba. 


9. F= -yi + xj y $ es la placa cuadrada del plano yz con vértices en (0, 1, 1), (0, —1, 1), (0, 1, —1) y 
(0, —1, —1), orientada en la dirección x positiva. 


10. F = -yi + xj y S es el disco del plano xy con radio 2, orientado hacia arriba y con centro en el 
origen. 


1L F=r y S es el disco de radio 2 paralelo al plano xy orientado hacia arriba y con centro en (0, O, 2). 


12. F= (2-x)i y S es el cubo cuyos vértices incluyen los puntos (0, O, 0), (3, 0, 0), (0, 3, 0), (0, 0, 3) 


. , y orientado hacia afuera. 
ra. Determine si el 


asitivo, negativo o 13. F=(2+ ei + wi y S es el cuadrado del plano xy con vértices en (1, 1, 0), (=1, 1, 0), (1, —1, 0), 
(El, —1, 0), y orientado hacia arriba. 

r p e 3 AS . . . . ~ 

voinciden.] 14. F =r / r` y S es la esfera de radio R con centro en el origen, orientada hacia afuera. 


15, Sea S el cubo de arista 2, caras paralelas a los planos coordenados y centro en el origen. 
a) Calcule el flujo total del campo vectorial v =—i +2 j +k fuera de S, calculando separadamente 
el flujo que pasa por cada cara. 
b) Calcule el flujo fuera de S para cualquier campo vectorial constante v = ai + bj + ck. 
c) ¿Tienen sentido sus respuestas a los incisos a y b? Explique. 


16. Sea S el tetraedro con vértices en el origen y en (1, 0, 0), (0, 1, 0) y (0, 0, 1). 


a) Calcule el flujo total del campo vectorial constante v = E 2j +k fuera de S calculando se- 
paradamente el flujo que pasa por cada cara. 

b) Calcule el flujo fuera de S del inciso a para cualquier campo vectorial constante v. 

c) ¿Tienen sentido sus respuestas a los incisos a y b? Explique. 
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17. 


19. 


Suponga que el eje z lleva una densidad de carga eléctrica constante de À unidades de carga por 
unidad de longitud, con A > 0, y que £ es el campo eléctrico resultante. 


a) Dibuje el campo eléctrico, E, del plano xy, dado que 


> xi + yj 
E(1y3=24 E 
E tar 


b) Calcule el flujo de £ hacia afuera a través del cilindro a? + y? = R°, para O S z < /. 


Explique por qué si F tiene magnitud constante en S y es en todas partes normal a $ y en la direc- 
ción de orientación, entonces 


oha dA = |[F|| «área de S 


Sea P (x, y, 2) la presión en el punto (x, y, z) en un fluido. Sea F(a, y, 2) = P(x, y, Z). Sea S la super- 
ficie de un cuerpo sumergido en el fluido. Si S está orientada hacia dentro, demuestre que |F + dA 
es la fuerza ascendente sobre el cuerpo, esto es, la fuerza hacia arriba sobre el cuerpo debida a la 
presión del fluido que lo rodea. [Sugerencia: F + dA = P(x, y, Dk © dA = (P(x, y 3JdA) * k] 


Considere la función p (x, y, z) que indica la densidad de carga eléctrica en puntos del espacio, 
El campo vectorial Y (x, y, z) indica la densidad de corriente eléctrica en cualquier punto del espa 
cio y está definido de modo que la corriente que pasa por una pequeña área dA está dada por 


Corriente a través de una pequeña área = J + dA. 
Suponga que $ es una superficie cerrada que comprende un volumen W. 


a) ¿Qué representan las siguientes integrales en términos de electricidad? 


1) ¿PAY 11) | JJ dA 


b) Usando el hecho de que una corriente eléctrica a través de una superficie es la rapidez con la 
que una carga eléctrica atraviesa la superficie por unidad de tiempo, explique por qué 


ai 
f Fab), pav] 


Un fluido está circulando a lo largo de un tubo cilíndrico de radio a en la dirección í. La velocidad 
del fluido a una distancia radial r del centro del tubo es v =4(1 = 1 /a%)1. 


a) ¿Cuál es la importancia de la constante n? 
b) ¿Cuál es la velocidad del fluido en la pared del tubo? 
c) Encuentre el flujo a través de una sección transversal circular del tubo. 


Suponga que una región en el espacio tiene una temperatura que varía de punto a punto. Sea T (xy, 
y, 2) la temperatura en un punto (x, y, z). La ley de Newton del enfriamiento dice que el gradiente 
de Tes proporcional al campo vectorial de flujo de calor, F, donde F apunta en la dirección en la 
que el calor fluye y tiene magnitud igual a la rapidez de flujo de calor. 

a) Suponga F = k grad T para alguna constante k. ¿Cuál es el signo de A? 

b) Explique por qué tiene sentido esta forma de la ley de Newton del enfriamiento. 
c) Sea W una región de espacio limitada por la superficie S. Explique por qué 


Rapidez de pérdida 


=k (grad 7): d 
de calor de W Js (Era i 
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24. 
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Este problema investiga el comportamiento del campo eléctrico producido por un alambre uni- 
formeniente cargado, recto e infinitamente largo. (No hay corriente por el alambre; todas las car- 
gas son fijas.) Suponer que el alambre es infinitamente largo quiere decir que podemos considerar 
que el campo eléctrico es normal a cualquier cilindro que tiene el alambre como eje, y que la mag- 
nitud del campo es constante en cualquiera de dichos cilindros. Denote por E, la magnitud del 
campo eléctrico debida al alambre en un cilindro de radio r (véase Fig. 19.19.) 


Arandelas. 


F 
Alambre r > Mea b 


TER f —Ż Alambre 
Y i a 
y 


Figura 19.19 


Figura 19.20 


Imagine una superficie cerrada $ formada por dos cilindros, uno de radio a y otro de radio más 
grande, b, ambos coaxiales con el alambre, y las dos arandelas que cierran los extremos (véase 
Fig. 19.20.) Observe que la orientación hacia afuera de $ quiere decir que una normal sobre cl cilin- 
dro exterior apunta alejándose del alambre, y una normal sobre el cilindro interior apunta hacia 
el alambre. 

a) Explique por qué el flujo de E, el campo eléctrico, a través de las arandelas. es 0. 

b) La ley de Gauss expresa que el flujo de un campo eléctrico que pasa por una superficie cerrada 
S es proporcional a la canudad de carga eléctrica dentro de S. Explique por qué la ley de Gauss 
implica que el flujo que pasa por el cilindro interior es el mismo que el flujo que pasa por el 
cilindro exterior. (Observe que la carga sobre el alambre no está dentro de la superficie S.) 

c) Utilice el inciso b para demostrar que E, /E, = alb. 

d) Explique por qué el inciso c demuestra que la intensidad del campo debida a un alambre uni- 
formemente cargado, e infinitamente, largo es proporcional a 1/r. 


Considere una lámina plana infinita, uniformemente cubierta con carga. Al igual que en el caso del 
alambre del problema 23, la simetría demuestra que el campo eléctrico E es perpendicular a la lámi- 
na y tiene la misma magnitud en todos los puntos que están a la misma distancia de ella. Utilice la 
ley de Gauss (descrita en el problema 23), para explicar por qué el campo debido a la lámina car- 
gada es el mismo en todos los puntos del espacio fuera de ella, en cualquiera de sus lados. 
[Sugerencia: Considere el flujo que pasa por la caja con lados paralelos a la hoja que se muestra en 
la figura 19.21.] 


Figura 19.21 
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19.2 INTEGRALES DE FLUJO PARA GRÁFICAS, CILINDROS Y ESFERAS áre 


En la sección 19.1 calculamos integrales de flujo en ciertos casos sencillos. En esta sección vemos cómo 


calcular el flujo a través de superficies que son la gráfica de una función, de cilindros y de esferas. En Par 
la sección 19.3 veremos cómo calcular un flujo que atraviesa superficies más generales. nE 
Flujo de un campo vectorial a través de la gráfica de z = f (x, y) 
i yur 
Suponga que S es la gráfica de la función diferenciable z = f(x, y), orientada hacia arriba, y que F es un 
campo vectorial liso. En la sección 19.1 subdividimos la superficie en cuadritos con vector de área AA 
y definimos el flujo de F a través de S como sigue: Los 
f ao y a la cc 
le d= lim Ñ FAA. E 
laZ'll +0 
¿Cómo dividimos $ en cuadritos? Una forma de hacerlo es por medio de secciones transversales de Ésta 
f con x o y constante y considerar los cuadros de esta representación de malla de alambre de la super- d 
ficie. Por lo tanto, debemos calcular cl vector de área de uno de estos cuadros, que aproximadamente ji 
tiene la forma de un paralelogramo. 
El vector de área de un pedazo en forma de paralelogramo E 
Según la definición geométrica del producto cruz de la página 90, el vector v X w tiene magnitud igual Si 
al área del paralelogramo formado por v y w, y dirección perpendicular a este paralelogramo siguiendo Xy 
la regla de la mano derecha. Entonces, tenemos 
En 
Ejemplo 1 Calcu 
1, 3), 


Figura 19.22 Superficie mostrando un rectángulo Figura 19.23 Pedazo en forma de 
de parámetro y sus vectores tangentes r, y 7 paralelogramo en el plano tangente a la superficie, 


Considere el pedazo de superficie arriba de la región rectangular con lados Ax y Ay del plano yy 
que se muestra en la figura 19,22. Aproximamos el vector de árca, AA, de este pedazo por el vector de 


:SFERAS 


sección vemos cómo 
dros y de esferas. En 
erales. 


arriba, y que F es un 
an vector de área AA 


ones transversales de 
alambre de la super- 
ue aproximadamente 


tiene magnitud igual 
lelogramo siguiendo 


en forma de 
ente a la superficie. 


c y Ay del plano xy 
zo por el vector de 
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área del pedazo correspondiente en el plano tangente a la superficie. Véase la figura 19.23. Este peda- 
zo es el paralelogramo determinado por los vectores v ¿ y Y, así que su vector de área está dado por 


AA = Y, Xx v. 
Para encontrar v, y ve , Observe que un punto sobre la superficie tiene vector de posición 
r=xi + yj + fx, yk. Por lo tanto, una sección transversal de $ con y constante tiene vector tangente 


AR 


y una sección transversal con x constante tiene vector tangente 


X 


r = gE = j+ Í, k. 
Los vectores r ¿y V, son paralelos porque ambos son tangentes a la superficie y están en el plano xz. Como 
la componente x de r, es į y la componente de x de v, es (AXi, tenemos v = (Aw)r . Análogamente, te- 
nemos v, = (Ay), Por esta razón, el vector de área que apunta hacia arriba del paralelogramo es 

AA =V, Xv =(1r, Xr )AxAy=(Ef if, j +k) Ax Ay. 


Ésta es nuestra aproximación del vector de área AA sobre la superficie. Al sustituir AA, Ax, y Ay por 
dA, dx y dy, escribimos 


dA =(-f,i - f,j + k) dx dy 


El flujo de F a través de una superficie dada por la gráfica de z = f (x, y) 


Suponga que la superficie S es la parte de la gráfica de z = f (x, y) arriba de la región R del plano 
xy, y suponga que S está orientada hacia arriba. El flujo de F a través de S cs 


| F -dA = ls by ayy) Cfi - jiy +k) dx dy. 


Ejemplo 1 Calcule fF - dA donde F œ y z)= zk y S es la placa rectangular con esquinas en (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 


1, 3), (1, 1, 3), orientada hacia arriba. 


Figura 19.24 El campo vectorial F =zk sobre la superficie rectangular S. 
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Solución Encontramos la ecuación para el plano S en la forma z = f (x, y). Como f es lineal, con pendiente x igual 
a 0 y pendiente y igual a 3, y f (0, 0) = 0, tenemos 
z= f(x, y) =0+0x + 3y = 3y. 
Entonces, tenemos 
dA =(-f i — fj +K) dxdy=(0i - 37 +k) dx dy =(-3j +k) dx dy 


La integral de flujo es, por lo tanto, 


Iji Itl 
|r -dA a EN -(3j +k) dx PA | 3y dx dy = 1.5. 


Flujo de un campo vectorial a través de una superficie cilíndrica 


Considere el cilindro de radio R con centro en el eje z que se ilustra en la figura 19.25, orientado ale- 
jándose del eje z. El pequeño pedazo de superficie, o rectángulo de parámetro, de la figura 19.26, tiene 
área superficial dada por 

AA = RAO Az. 


La normal unitaria hacia afuera n apunta en la dirección de xi + yj , por lo que 


xi+yj _ Rcosĝði+Rsenði _ wu 
|| xi + vj || R > 


Figura 19.25 Cilindro orientado 
hacia afuera. 


Figura 19.26 Pedacito con área AA 
en la superficie de un cilindro. 


Por lo tanto, el vector de área del rectángulo de parámetro está aproximado por 
AA =n AA = (cos Oi + sen Bj) R Az A8. 
Al sustituir AA, Az y A0 por dA, de, y d8, escribimos 


dA = (cos Bi + sen Oj) R dz d0 


Ejemplo 2 Calcul 
x20, 


Solución En coon 
eje z, el 


Flujo de un car 


Consider 
en la figu 


La norma 


:on pendiente x igual 


¿dy 


2,25, orientado ale- 
figura 19.26, tiene 
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Esto da el siguiente resultado: 


Flujo de un campo vectorial a través de un cilindro 


El flujo de F a través de la superficie cilíndrica S, de radio R y orientada alejándose del eje z, está 
dado por 


[ 
j F-dA = l F(R, 0, z) * (cos ĝi + sen 8j ) R dz d6, 


donde T es la región 62 correspondiente a $, 


Ejemplo 2 Calcular [F -dA donde F (x, y, z) =yj y S es la parte del cilindro de radio 2 con centro en el eje z con 
x20,y20,y0<25<3. La superficie está orientada hacia el eje z. 


Figura 19,27 El campo vectorial 
F = yj sobre la superficie S. 


Solución En coordenadas cilíndricas, tenemos R = 2 y F= yj = 2 sen Oj. Como la orientación de $ es hacia el 
eje z, el flujo a través de S está dado por 


2 
E ‘dA =- | 2 sen Oj «(cos QÏ + sen Oj) 2 dz d0 = —4 l a sen? 0 dz d0 = -37 


Flujo de un campo vectorial a través de una superficie esférica 


Considere la parte de la esfera de radio R con centro en el origen, orientada hacia afuera, que se ilustra 
en la figura 19.28. El pequeño rectángulo de parámetro de la figura 19.28 tiene área superficial dada por 


AA =R* sen $ AY AO. 
La normal unitaria hacia afuera n apunta en la dirección de r = xi + yj + zk, así que 


n= NE = sen ¢ cos Qi + sen $ sen Oj + cos pk. 
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Por lo tanto, el vector de área del rectángulo de parámetro está aproximado por 


AA=ñAA= cit AA= sen $ cos Qi + sen $ sen Oj + cos ok) R? sen $ APA. 
IN \ / 


Al sustituir AA, Ag, y A0 por dA, do, y d6, escribimos 


a me ~os Bi j+ k | R? sen dóda ; 
dA =p Ar A (sen cos Oi+senġ senBj+cosQ : o do Ejemplo 4 El e 


n 


(p, 6,0) 


Figura 19.28 Pedacito con área 
AA en la superficie de una esfera. 


Por lo tanto, obtenemos el siguiente resultado: milar 


Flujo de un campo vectorial a través de una esfera 


i Solución Com 
El flujo de F a través de una superficie esférica S, con radio R y orientada hacia afuera desde el 


origen, está dado por 


| po E 
Is Is. EN 


po 
S 


= f F (R,0, Q)* sen Hcos Bi + sen sen Oj + cos pk R? sen ¢ do d6, 
donde T es la región 04 correspondiente a S. Pero ] 
sitivo 
secuer 


Ejemplo 3 Encontrar el flujo de F = zk a través de S, el hemisferio superior de radio 2 con centro en el origen, 
orientado hacia afuera. 


Solución El hemisferio $ está parametrizado por coordenadas esféricas 0 y f,con0S 0<2Ty0<64< 7/2. Como 
R=2 y F =zk =2 cos pk, el flujo es 


en $ APAGO 


1pd0 


fuera desde el 


tro en el origen, 


:0< 1/2. Como 
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| F-dA= k 2 cos @k* (sen fp cos Bi + sen $ sen Oj + cos pk) 4 sen ġdo d8 


2r "22 r $ 
= q AZ = ¿ [COS 
A K 8 sen ġ cos pdpdo=2ms | = ) 


Ejemplo 4 El campo magnético B debido a un dipolo magnético ideal, U, ubicado en el origen, está definido por 


a A (UNT 


i w$ 
Ir] ¡rl 


B(r)= 


Figura 19.29 El campo magnético de un dipolo, i en el origen: 
A Mide 
4 ALA 


BIS j 


llls 
irii lri 


La figura 19.29 muestra un dibujo de Benel plano z = 0 para el dipolo u = 1. Obsérvese que B es si- 
milar al campo magnético de un imán de barra con su polo norte en la punta del vector í y su polo sur 
en la cola del vector ¿. | 

Calcular el flujo de B hacia afuera a través de la esfera $ con centro en el origen y radio R. 


Solución Como i +r =x y llr]] = R en la esfera de radio R, tenemos 


+ dA = S i 3er A UE el - ia Ai 
E dA j [ TT ) E da dl Li ) as 


pol 


al h 2) 2x 2 | l 
pr a AS -2 dA == 
j AS o S Jela i R? es xdA, 


Pero la esfera S está centrada en el origen. Por lo tanto, la contribución a la integral de cada valor x po- 
sitivo se cancela por la contribución del correspondiente valor x negativo; por ello fa dA = 0. En con- 
secuencia, 


50482 | xdA =0 
AS R $ 


E 
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Problemas para la sección 19.2 > —__——_——————— 


En los 
se mui 
En los problemas del 1 al 12 calcule el flujo del campo vectorial, F, a través de la superficie, $. , 
13, F 
1. F=(x-y)i +2j +3xk y S es la parte del plano z = x + y arriba del rectángulo U0<x<2,0<yS3, 
orientada hacia arriba. En los 
w g dada, ! 
2. F =r y S es la parte del plano x + y + z = 1 arriba del rectángulo O < x < 2, O < y < 3, orientada 
hacia abajo. IS. F 
3. F =r y S es la parte de la superficie z = x? + y? arriba del disco x? + y? < 1, orientada hacia abajo. 16. E 
4. F(x y, z) = 2xj + yk y S es la parte de la superficie z =—y + l arriba del cuadrado < x $ 1,0< Para 1 
y S 1, orientada hacia arriba. A 
eléctric 
5. F=3xi + yj +zk y S es la parte de la superficie z = ~2x — 4y + 1 arriba del triángulo R del plano 
xy con vértices (0, 0), (0, 2), (1, 0), orientado hacia arriba. 
6. F=xi + yj y S es la parte de la superficie z = 25 — (x* + y”) arriba del disco de radio 5 con centro 17. Se 
en el origen, orientada hacia arriba. E 
aiu 
7. F = cos (x2 + y2)k y S es como en el problema 6. a) 
8. F= -yj +2k y S es la parte de la superficie z = y? + 5 sobre el rectángulo -2<x<1,0<ySl, 
orientada hacia arriba. 
9. F y2= =xzi y + Zk y Ses el cono z = ax? +y? para O < z < 6, orientado hacia arriba. b) 
10. F = yi +j — xk y S es la superficie y = x? + 22, con X? + z? < 1, orientada en la dirección y 
positiva. 
11. F =xzi + yk y Ses el hemisferio 12 + y? + 2=9, z 2 0, orientado hacia arriba. 18. Sea 
- : : ; dad 
12. F =xi +y?j + 2k y S es la superficie triangular orientada que se muestra en la figura 19,30, rior 
can 
I 
Obs 
19. Cak 
que 
20. Cale 
x 
. que į 
Figura 19.30 Figura 19.31 de la 


IN RAT. 
e la superficie, S. 

suloU<xSs2,0<y<3, 
£2,05S y $ 3, orientada 


L, orientada hacia abajo, 


cuadrado 0 S< x< 1,0< 
el triángulo R del plano 


o de radio 5 con centro 


-2 <x<],0<y<], 


rentado hacia arriba. 


tada en la dirección y 


tba. 


en la figura 19.30, 
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En los problemas 13 y 14, calcule el flujo del campo vectorial, F, a través de la superficie cilíndrica que 
se muestra en la figura 19.31, orientada lejos del eje z. 


13. E=xi + yj 14. F=xi+y + DK 

En los problemas 15 y 16, calcule el flujo del campo vectorial, F, a través de la superficie esférica 
dada, S. 

15. F =k y S es el hemisferio superior de la esfera x? + y7 +z? = 25. orientada lejos del origen. 


16. F=xi + yj +zk y S es la superficie de la esfera x? + y? + 2ó = a?, orientada hacia afuera. 


Para los problemas 17 y 18, una carga eléctrica q se coloca en el origen en tres dimensiones, El campo 
eléctrico inducido E (+) en el punto con el vector de posición r' está dado por 


17. Sea S el cilindro abierto de altura 2H y radio R dado por x° + y? = R?, -H < z < H, orientado hacia 


20. 


afuera. 


a) Demuestre que el flujo del campo eléctrico E, a través de S, está dado por 
P 


da H 
E- dA =41q —==z - 
eS HER 


b) ¿Cuáles son los límites del flujo fE -dA si 
1) H > 0o H > oo cuando R es fija? 
ii) R > 00 R > œ cuando H es fija? 


. Sea S el cilindro cerrado, orientado hacia afuera, de altura 2H y radio R, cuya superficie curva está 


dada por x- + y%= R?, -H < z < H, cuya parte superior está dada por z = H, x? + y? < R?, y la infe- 
rior por z = —H, Xé + y? S R, Utilice el resultado del problema 17 para demostrar que el flujo del 
campo eléctrico E que atraviesa $ está dado por 


E ‘dA = 4rq. 


Observe que el flujo es independiente de la altura H y del radio R del cilindro. 


. Calcule el flujo de 


F= (xze)i +xzj +(S+1 + yk 


que pasa por el disco x? + y? < 1 del plano xy, orientado hacia arriba. 
Calcule el flujo de 


H= (e +32+ 5) +(e0 +52+3)/ + (3z + e)k 


que pasa por el cuadrado de lado 2 con un vértice en el origen, un lado a lo largo del eje positivo 
de las y, un lado en el plano xz con x > 0, z >0 y la normal n =i —k. 
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19.3 NOTAS SOBRE INTEGRALES DE FLUJO SOBRE 


El 
SUPERFICIES PARAMETRIZADAS 
El 
po 
La mayoría de las integrales de flujo con las que comúnmente nos toparemos pueden calcularse em- 
pleando los métodos de las secciones 19.1 y 19.2. En esta sección consideramos brevemente el caso 
general: cómo calcular el flujo de un campo vectorial liso F a través de una superficie orientada, S, 
parametrizada por Es 
r =r(s, t), ció 
para (s, £) en alguna región R del espacio de parámetros. El método es semejante al empleado para grá- a 


ficas en la sección 19.2. Consideramos un rectángulo de parámetro en la superficie S correspondiente a 


una región rectangular con lados As y At del espacio de parámetros (véase Fig. 19.32.) Ejemplo 1 Encon 


dada p 


Rectángulo de 
parámetro, R 


Solución Como 


$ 
t 
tenem 
R 
dr así 
or At así que 
ot / q 
Z 
Y 
r $ 
Como « 
Figura 19.32  Rectángulo de parámetro sobre la superficie $ correspondiente a una abajo. ] 
pequeña región rectangular en el espacio de parámetros, R. 
Si As y Aż son pequeños, el vector de área AA del pedazo es aproximadamente el vector de área 
del paralelogramo definido por los vectores 
Fis+As,. O F(5s0= As y Fs t+A0-r(5,0=2 Ar 
OS ot 
Entonces 
ÓN dr z 
iar dodo ió Área de una sı 
: r l E El área « 
Suponemos que el vector dr /ds X dr/dt nunca es cero y apunta en la dirección del vector unitario nor- tanto 
mal de orientación n . Si el vector dr / s X dr /dt apunta en la dirección opuesta de n , invertimos el orden 
del producto cruz. Al sustituir AA, As y At por dA, ds y dt, escribimos 
pe OM A 
AÁ [9 x 98) ds dt. 
CTET ) s Tomar el 


expresiói 


1 calcularse em- 
vemente el caso 
cie orientada, S, 


pleado para grá- 
arrespondiente a 
) 


te a una 


il vector de área 


tor unitario nor- 
ertimos el orden 
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El flujo de un campo vectorial a través de una superficie parametrizada 


El flujo de un campo vectorial liso F a través de una superficie S orientada y lisa, parametrizada 
por r =r (s, t), donde (s, £) varía en una región de parámetros R, está dado por 


o 3 Es: DF o dA, 
| F:dA= |, AAA E J Jasa 


Escogemos la parametrización de modo que dr/ds X Ər /0t nunca sea cero y apunte en la direc- 
ción de n en todas partes. 


Ejemplo 1 Encontrar el flujo del campo vectorial F=xi + y j que pasa por la superficie S, orientada hacia abajo y 


Solución 


dada por 
x=2s, y=s+t, z=l+s-t, dondeOsSs<l, 0Os1t<l. 


Como $ está parametrizada por 
r(s, 1) =2si +(s+ Dj +(1+s-0k. 


tenemos 
++ y el 
asi que 
AR 
rx 022 1 ¡aras 
ds ot 0 1-1 


Como el vector -2i + 2 j +2k apunta hacia arriba, utilizamos di 2 j — 2k para la orientación hacia 
abajo. Entonces, la integral de flujo está dada por 


P1P) 
E -dA i l (2si +(s+0j): Qi -2j -2k) ds dt 


Pi fi l | 
Vias 252905 ad | as-2as dt 


F 
| 


=0. 
0 


"1 
Jar= E 0-20 d=+-=2 


s=] 


s=0 


Área de una superficie parametrizada 


El área de AA de un pequeño rectángulo de parámetro es la magnitud de su vector de área AA. Por lo 


Áreades= Y, a4 = Y | 44 ||» ) | 


Tomar el límite, a medida que el área del rectángulo de parámetro tiende a cero, nos lleva a la siguiente 
expresión para el área de S. 


Js ear 


| As Af. 
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Area de una superficie parametrizada 


El área de una superficie S que está parametrizada por r = 7 (s, f), donde (s, £) varía en una región 


de parámetros R, está dada por 


| 
y 


dA = | Ər y dr ds dt. 


s ds © ot 


Ejemplo 2 Calcular el área superficial de una esfera de radio a, 


Solución Tomamos la esfera S de radio a con centro en el origen y la parametrizamos con coordenadas esféricas 
$ y 6. La parametrización es 
x=asenġcos0, y=asenġsenð, z=acosp para OSOS, OSST. 


Calculamos 


Or xX di e (a cos Bi + a cos ġ sen 8j- a sen Ok) X (=a sen ġsen Oi +a sen ġ cos Bj ). 


o% 90 ; 
= a? (sen? H cos Oi + sen? ġ sen Oj + sen ¢ cos pk ). 
y así 
| ix 2r | = 4 seno. 


Entonces. vemos que cl área superficial de la esfera S está dada por 


3; J i lar 
dr y dr $ ¿Eso = gra. 
| dọ dO= las sen pdOdp= 4ra 


d 00 


dA = | 
J5 . 


Area superficial = 


R 


Problemas para la sección 19.3 ——— meaa 


En los problemas del I al 5 calcule el flujo del campo vectorial F a través de la superficie parametriza- 
da S. 
1. F=2k y S está orientada hacia el eje z y dada por 
X=S+t  v=s-f z2=s5+f 0S5sSsl, 0<r<l. 
2. F=yi +xj y Sestá orientada alejándose del eje z y dada por 
x=3sens y=3c085 z2=f+l, 0OS<sS<7x 0<S/<!1. 
3. F=zi + xj y S está orientada hacia arriba y dada por 
x=s, y=2s+ff  2=5% 0Ss<!, 1<:1S3. 


> > » 
4 F= a2 i +2 j y S está orientada hacia arriba y parametrizada por a y 0, donde 


x=acosgQ y=asenÓ, z¿=sena, 1<a<3, 0SÓO<T. 


A 
-~ 


Como hi 
subdividi 
una integ 
usarla co 


que esto | 


una s 

10. Utilic 
cie ci 

tl, Utilic 
Cie es 

2. Unpr 
depen 
deberí 
paranı 


varía en una region 


soordenadas esféricas 


T, OSST. 


¡sen cos O) ). 


10dó = 4Ta-. 


rficie parametriza- 


peen oone O l n ————— 
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5. F = x?y?zk y S es cel cono y” + y“ =z, con 0 <z < R, orientado hacia abajo. Parametrice el 


cono usando coordenadas cilíndricas (véase Fig. 19.33.) 


Figura 19.33 Figura 19.34 
Encuentre el área de la elipse 5 recortada en el plano 2x + y + z = 2 por el cilindro circular v- + 
y? = 2x. (véase Fig. 19.34.) 


Evalúe fF - dA, donde F = (bx/a)i + (ay/byj y Ses cl cilindro elíptico orientado lejos del eje z, y 
dado por xi/a* + y?/b? = 1, iz! < c, donde a, b, c son constantes positivas. 


Considere la superficie S formada al girar la grálica de v = f (x) alrededor del eje x entre 
x=ay x= b. Suponga que f(x) 2 0 para a S x < b. Demuestre que el área superficial de S es 


b 5 
25) fanli+fi a. 


a 


Como hicimos notar en la sección 19.1, el límite que define una integral de flujo pudiera no existir si 
subdividimos la superficie de un modo equivocado. Una manera de evitar esto es tomar la fórmula para 
una integral de flujo sobre una superficie parametrizada que hemos desarrollado en la sección 19.3, y 
usarla como la definición de la integral de flujo. En los problemas del 9 al 12 exploramos la manera en 
que esto funciona. 


9. 


10. 


11. 


12. 


Utilice una parametrización para verificar la fórmula para una integral de flujo sobre la eráfica de 
una superficie de la página 415. 


Utilice una parametrización para verificar la fórmula para una integral de flujo sobre una superfi- 
cie cilíndrica de la página 417. 


Utilice una parametrización para verificar la fórmula para una integral de flujo sobre una superfi- 
cie esférica de la página 418. 


Un problema al definir Ja integral de flujo empleando una parametrización es que la integral parece 
depender de la elección de la parametrización. Sin embargo, el flujo a través de una superficie no 
debería depender de cómo es que se parametriza la superficie. Suponga que la superficie S tiene dos 
paramctrizaciones, r = r (s, t), para (s, 1 ) en la región R del espacio st, y también r =r(u, y) para 
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(u, v) en la región T en el espacio uv, y suponga que las dos parametrizaciones están relacionadas 
por el cambio de variables 


u=u(s, ft) v=v(s, t). 
Suponga que el determinante jacobiano d (u,v)/d (s, t) es positivo en todo punto (s, 1) en R. Utilice 


la fórmula del cambio de variables para integrales dobles de la página 277 para demostrar que el 
cálculo de la integral de flujo mediante cualquier parametrización da el mismo resultado. 


PROBLEMAS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO DIECINUEVE 
ý 


Para los problemas ł y 2, sea E(r) =r y sea 5 una placa cuadrada perpendicular al eje z y centrada 
en el eje z. Trace, como función del tiempo, el flujo de F a través de S a medida que S se mueve en la 
forma indicada. 


l. 


2. 


3; 


S se mueve desde un punto muy alto sobre el eje z positivo hasta muy abajo del eje z negativo. 
Suponga que S está orientada hacia arriba. 


S gira alrededor de un eje paralelo al eje x, que pasa por el centro de S. Suponga que $ está muy 
arriba del eje z de modo que r' es aproximadamente constante sobre 5 a medida que $ gira, y que 
S está inicialmente orientada hacia arriba. 


Repita los problemas 1 y 2 con F(r) = F/r?, donde r = [Ir l. 


Para los problemas del 4 al 7 encuentre el flujo del campo vectorial constante y=i- j + 3k que pasa 
a través de la superficies dadas. 


4. 
S: 
6. 


7. 


En 


Un disco de radio 2 del plano xy orientado hacia arriba. 
Una placa triangular de área 4 del plano yz orientada en la dirección x positiva. 
Una placa cuadrada de área 4 del plano yz orientada en la dirección x positiva. 


La placa triangular con vértices (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, O, 1), orientada lejos del origen. 


los problemas del 8 al 15 calcule el flujo del campo vectorial dado, F, que pasa por la superficie 


S dada. 


8. 


F=xi+ yj + (22 + 3)k y S es el rectángulo z = 4, O < x < 2, 0 < y < 3, orientado en la dirección z 
positiva. 


F= zi + yj + 2xk y S es el rectángulo z = 4, 0 < x < 2, 0 < y < 3, orientado en la dirección z 


positiva. 


. F=(x+cos Di + yj + 2xk y Ses el rectángulo x = 2, 0 < y < 3, 0 < z < 4, orientado en la direc- 


ción x positiva. 


 F=xXi+ (x+ enj — k, y S es el rectángulo y =-1,0<x<2, O < z < 4, orientado en la dirección 


y negativa. 


. F=(5+xy)i +2] + yzk y S es la placa cuadrada de 2 x 2 en el plano yz con centro en el origen, 


orientada en la dirección x positiva. 


16. 


19, 


20. 


un 
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mes están relacionadas 13 


. F=xi + yj y S es la superficie de un cilindro cerrado de radio 2 y altura 3 con centro en el eje z y 
base en el plano xy. 


14. F= -yi + xj +2k y S es la superficie de un cilindro cerrado de radio | con centro en el eje z con 
nto (s, t) en R. Utilice base en el plano z = —1 y la parte superior en el plano z = 1. 
para demostrar que el 


è ` > , 5 5 
=p 22 y =4l xf +y" : SAI > 2 Ye -> 
0 resultado. 15. F=x%i + yj +zk y Sesel cono 2=y y”, orientado hacia arriba con xt +1 Lx>0, 


y20. 


16. Suponga que fluye agua por un tubo cilíndrico de 2 cm de radio y que la rapidez es (3 — (3/4)r?) 
ponga q ye agua p y p 
JEV cm/s a una distancia de r cm del centro del tubo. Encuentre el flujo a través de la sección transver- 
E sal circular del tubo, orientada de modo que el flujo sea positivo. 


A rre å 

n 17. Suponga que E es un campo eléctrico uniforme en tres dimensiones, de modo que £ (x, y, z) = 
ai +bj + ck, para todos los puntos (x, y, z), donde a, b y c son constantes. Demuestre, con argu- 

al eje z y centrada mentos de simetría, que el flujo de £ a través de cada una de las siguientes superficies cerradas 

jue $ se mueve en la S es cero: 


a) Ses el cubo limitado por los planos x = +1, y= l1, yz = +l 
> del eje z negativo. | b) Ses la esfera x? + y? +z? = 1 
j c) Ses el cilindro limitado por x? +y?=1,2=0,y2=2 


nga que $ está muy i 18 


i . Según la ley de Coulomb, el campo electrostático E en cl punto con vector de posición r en tres 
la que $ gira, y que 


dimensiones, debido a una carga q en el origen, está dado por 


EM =4% 

A! 
TJ +3k que pasa Sea 5, la esfera orientada hacia afuera en tres dimensiones, de radio a > 0 y centro en el origen. 
Demuestre que el flujo del campo eléctrico resultante E a través de la superficie $, es igual a 47, 


para cualquier radio a. Ésta es la ley de Gauss para una sola carga puntual. 


19. Un alambre recto infinitamente largo colocado a lo largo del eje z lleva una corriente eléctrica 7 que 
circula en la dirección k positiva. La ley de Ampère en magnetostática estipula que la corriente 
origina un campo magnético B dado por 

rigen. 
IA 


B (x, y, d==— 


por la superficie 2 xy 


a) Dibuje el campo B en el plano xy. 
en la dirección Z b) Suponga que 5, es un disco con centro en (0, O, A), radio a y paralelo al plano xy, orientado en 
la dirección k. ¿Cuál es el flujo de B a través de S,? ¿Es razonable su respuesta? 
c) Suponga que S, es el rectángulo dado por x = 0, a < y < b, O < z S A, y orientado en la direc- 
ción —i . ¿Cuál es el flujo de B a través de 5,? ¿Le parece razonable su respuesta? 
20. Un dipolo eléctrico ideal en electrostática se caracteriza por su posición en tres dimensiones y su 
vector de momento dipolar p. El campo eléctrico D, en el punto con vector de posición r, de un 
dipolo eléctrico ideal situado en el origen con momento dipolar p, está dado por 


èn la dirección z 


tado en la direc- 


sen la dirección 


Pas HE, 
¡Al ¡AS 


ro en el origen, Suponga que p =pk, de modo que el dipolo apunta en la dirección k y tiene magnitud p. 
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a) ¿Cuál cs el flujo de D a través de una esfera S con centro en el origen y radio a > 0? 

b) El campo D es una aproximación útil al campo eléctrico E producido por dos cargas “Iguales 
y opuestas” q en r, y —q en r}, cuando la distancia lir, — r ¡| es pequeña. El momento dipolar 
de esta configuración de cargas está definido como q(r,—r;). La ley de Gauss en electrostática 
estipula que el flujo de E que pasa por $ es igual a 477 veces la carga total encerrada por S. 
¿Cuál es el flujo de E que pasa por $ si las cargas en A y r, están encerradas por 5? ¿Cómo 
se compara esto con su respuesta para el flujo de D que pasa por $ sı p = q(r,— r y? 


| 


10 a > 1)? 

Os cargas “iguales 
momento dipolar 
$ en electrostática 
l encerrada por $. 
las por $? ¿Cómo 


O 
i 


CAPÍTULO VEINTE 


CÁLCULO DE CAMPOS 
VECTORIALES 


Hemos visto dos maneras de integrar campos vectoriales en tres dimen- 
siones, a lo largo de curvas y sobre superficies, ahora veremos dos maneras 
de diferenciarlos. Si vemos un campo vectorial como el campo de veloci- 
dades de un fluido, entonces un método de diferenciación (la divergencia) 
nos indica la intensidad neta del flujo que emana de un punto, y el otro méto- 
do (el rotacional), la intensidad de rotación del flujo alrededor de un punto. 
Cada uno de estos dos métodos se acopla con una de las modalidades de 
integración para formar un análogo vectorial del teorema fundamental del 
cálculo: el teorema de la divergencia, que relaciona la divergencia con la in- 
tegral de flujo, y el teorema de Stokes, que relaciona el rotacional con la 
circulación alrededor de una trayectoria cerrada, 
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20.1 LA DIVERGENCIA DE UN CAMPO VECTORIAL 


Imagine que los campos vectoriales de las figuras 20.1 y 20.2 son campos vectoriales de velocidad 
que describen el flujo de un fluido.' La figura 20 sugiere que el flujo emana del origen; por ejemplo, 
podría representar la nube de materia en expansión en la teoría de la gran explosión que dio origen al 
universo. Decimos que el origen es una fuente. La figura 20.2 sugiere que el flujo se pierde en el 
origen; en este caso decimos que el origen es un sumidero. 

En esta sección utilizaremos el flujo a través de una superficie cerrada alrededor de un punto para 
medir en dicho punto la cantidad de flujo que sale por unidad de volumen, también llamada divergen- 
cia o densidad de flujo.. 


7 Ll o A O a g a — 
PERL NENAS as E AS 
AN TES 
Figura 20,1 Campo vectorial Figura 20.1 Campo vectorial 
mostrando una fuente. mostrando un sumidero. 


Definición de divergencia 


Para medir la cantidad de flujo de un campo vectorial que sale por unidad de volumen en un punto, 
calculamos el flujo a través de una pequeña esfera con centro en el punto, dividido entre el volumen 
encerrado por la esfera; luego tomamos el límite del cociente entre este flujo y el volumen, a medida 
que la esfera se contrae alrededor del punto. 


Definición geométrica de divergencia 


La divergencia, o densidad de flujo, de un campo vectorial uniforme, F, escrito div F , es una 
función escalar definida por 


Tego da 


Div F (x,y,z) = lím -M 
volumen »0 Volumen de S 
Aquí, S es una esfera con centro en (x, y, z), orientada hacia afuera, que se contrae a (x, y, z) en 
el límite. 
| Aunque no todos los campos vectoriales representan flujos físicamente plausibles, es útil imaginarlos de este modo. 


ElI 
ejer 


Ejemplo 1 Calc 
a) 
b) 


Solución a) 


b) 


El sių 
ese p 


Ejemplo 2 a) N 
b) C 


Solución a) i) 
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El límite se puede calcular usando igualmente otros cuerpos geométricos, tales como los cubos del 
NP TAPETE o e m A 7 S S 
ejemplo 2. El problema 2 de la página 475 explica por qué se justifica esto. 


ales de velocidad 
igen; por ejemplo, 
n que dio origen al 


Definición de divergencia en coordenadas cartesianas 


¡jo se pierde en el Si F = FÍ +F,] + FK, entonces 
r de un punto para divF= ai + ER JF; 
llamada divergen- | ox dy oz 


/ Ejemplo 1 Calcular la divergencia de F(r) =r enel origen. 
a) Usando la definición geométrica. 
2 b) Usando la definición en coordenadas cartesianas. 
me Solución a) Enel ejemplo 4 de la página 407, encontramos que el flujo de F fuera de la esfera de radio a, con 
- centro en el origen, era de 471a*. Por lo tanto, 
E E F Flujo Arado 
div F (0, 0,0) = lím ——— = lím = lím 3 =3. 
N a»0 Volumen «% Fa? «0 
, b) En coordenadas, F(x, y 2) =xi + yj +2k, por lo cual 
‘torial 
0, 


d 
O)+—=—— (z)=]+1+1=3. 


> d 
div F= — 
iv F An (x)+ $ J: 


en cn un punto 


> 


El siguiente ejemplo demuestra que la divergencia puede ser negativa si hay entrada neta de flujo a 
ese punto. 


ntre el volumen 
Imen, a medida 


Ejemplo 2 a) Mediante la definición geométrica, encontrar la divergencia de v=-— xi en: (1) (0, 0, 0) (i) (2, 2, 0). 
b) Confirmar que la definición en coordenadas produce los mismos resultados. 


ivF es una Solución a) i) El campo vectorial de v = — xi es paralelo al eje x, como se muestra en la figura 20.3. Para calcu- 
lar la densidad de flujo utilizamos un cubo S$}, con centro en el origen y aristas paralelas a los ejes, 
de longitud 2c. Entonces el flujo a través de las caras perpendiculares a los ejes y y z es cero 
(porque el campo vectorial es paralelo a estas caras). En las caras perpendiculares al eje x, el 


campo vectorial y la normal hacia afuera son paralelas pero apuntan en direcciones opuestas. En 
la cara situada en x = c, tenemos 


1(% y, en V+ AA = =c [AA]. 


En la cara en x = —c, el producto punto sigue siendo negativo, y 
v + AA = ~c AA! 


Por lo tanto, el flujo a través del cubo está dado por 


e modo. i vVedÄ= E ee vdA+ pa e v «dÁ 
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=-<c - Área de una cara + (-c) - Área de la otra cara = -2c (2c)? = -8c3 


Entonces, 
v dÀ 


div v (0,0,0)= lím i = lím (25)==t 
Volumen »0 volumen del cubo c0 A(2c) 


Como el campo vectorial apunta hacia adentro, al plano yz, es lógico que la divergencia sea 
negativa en el origen. 


ii) Tome $, como un cubo igual que antes, pero esta vez con centro en el punto (2, 2, 0). Véase la 
figura 20.3. Al igual que antes, el flujo a través de las caras perpendiculares a los ejes y y z es 
cero. En lacaraenx = 2+c, 


v*«AÁ=-(2+0) IAAI. 


(2, 2, 0) 


—. >» > e e tk 


— — 


(0,0, 0) 


— > + » $ e e e 
— > = ə e è t e 
y y -© Y é © e 


Figura 20.3 Campo vectorial v = -xi 


En la cara en x =2-— c con normal hacia afuera, el producto punto es positivo, y 
v- AA =- (2-0) JAA]. 


Por lo tanto, el flujo que pasa por el cubo está dado por 


| ql vdA + 
As. d carax=2=< 


v-dA 
Y cara x=2+c 
Entonces, como antes, 
v-dA 
BET A | h Re A 
div v (2,2,0)= lím = lím TES e -1 
volumen 0. volumen del cubo ¿»A (Qcy) 


b) C 


¿Por qué las 


La de 
en co 
peque 
ejes. E 
afuera 
mente 


En Sy, 
= dy d: 


Entonci 


Por un a 
es aprox 


y la cont 


-2e (20)? = 80? 


IM, 
oy) f 


lógico que la divergencia sea 


en el punto (2, 2, 0). Véase la 
endiculares a los ejes y y zes 


s positivo, y 
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Aun cuando el campo vectorial fluye alejándose del punto (2, 2, 0) hacia la izquierda, este fluj 
saliente es menor en magnitud que el flujo hacia adentro por la derecha, de manera que el fluj 
neto de salida es negativo. 


b) Como v =- xi +0j +0k, la fórmula resulta en 


div yv = a 9 (0) y (0)=-1+0+0=-1. 
ox dy oz 


¿Por qué las dos definiciones de divergencia dan el mismo resultado? 


La definición geométrica define div F como la densidad de flujo de F. Para ver por qué la definición 
en coordenadas es también la densidad de flujo, imagine el cálculo de la salida de flujo de un: 
pequeña superficie 5 en forma de caja en (Xp, Yo» Zo) con lados de longitud Ax, Ay, Az paralelos a lo: 
ejes. En $, (la cara posterior de la caja que se muestra en la figura 20.4, donde x= xy), la normal haci: 
afuera apunta en la dirección x negativa, así que dA = -dy dz Č. Si se supone que F es aproximada 
mente constante en Si tenemos 


Í, F-dA= - F- (- i) dy dz = —F, (Xy Ya Z9) Í dy dz 


$“: 


=—F, Qo Yo» 20) * Área de S, =-F, (Xg Yo» Zo) Ay Az. 


En S,, la cara donde x = xy + Ax, la normal hacia afuera apunta en la dirección x positiva, así que dA 
= dy dz i . Por lo tanto, 


e maish, F -i dydz=F, E dy dz 
J>) n 2 2 


S 


=—F| ot Ax, Yo» Zo): Área de $, = F, (Xp + Ax, Yo Zo) Ay Az. 


Entonces 
F 6 
k F -dA + X F + dA = F, (xy + Ax, Yo Zo) AYAZ -F (Xo Yo Zo) Ay Az 
1 2 
F (Xo + Ax, Yo Zo) F; (Xo Yo Zo) 
a ro o Zo 1 o Yo» Zo AAN: 
Ax 
oF, 
=—— AxAyAz. 
Ox 


Por un argumento análogo, la contribución al flujo de S$, y S, (las superficies perpendiculares al eje y) 
es aproximadamente 


2 


oF. 
— Ax Ay Az. 
dx ` 


y la contribución al flujo de 5, y Sẹ es aproximadamente 
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oF. 
3 Ax Ay AZ. 
Ox 


Entonces, al sumar estas contribuciones, tenemos 


2 


» 


oF, dF, 
Flujo total a través de S = EA Ax Ay Az + Ax Ay Az + — Ax Ay Az. 
x Oz 


Como el volumen de la caja es Ax Ay Az, la densidad de flujo es 


o DARA RR 
Flujo total a través de S dx ENK dy A de soda 
Volumen de la caja Ax Ay Az 
9F,  9F,  0F, 
= — + — + —— 
dx dy az 


El problema 2 de la página 476 contiene una justificación más detallada de que las dos definiciones 
dan el mismo resultado. 


Si (Atrás) 


`à 


GSA, 
AZ 
(Xo Yo, Zo) Es. | 
A h y 


X paS 


Ea 


Av 33 (Atrás) 


S; (Abajo) 


Fig. 20.4 Caja utilizada para encontrar 
div F en (Xy, Yo» Zo) 


Campos vectoriales sin divergencia 


Se dice que un campo vectorial F carece de divergencia o es solenoidal si F =0en todas partes donde 
F está definida. 
Ejemplo 3 La figura 20.5 muestra, para tres valores de la constante p, el campo vectorial 


E= |, 0. 
Ir? 


a) Encontrar una fórmula para div E. 


b) ¿Hay un valor de p para el que E sea solenoidal? Si es así, encontrarlo. 


Solución 


a) Li 


Así, 


b) La 
cl 
Campi 


Una cla 
leyes de 
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Figura 20.5 El campo vectorial E (r) = Fe para p =0, 3 y 6. 


Solución a) Las componentes de E son 


x b 1 


ie L+ j+ > 
dos definiciones (24 y? 222 (4 y? 4 229 2 (24 y? 4222 


Calculamos las derivadas parciales 


d ( x p l p pe 
Ox l (e + y + 22) pa (2? + y? + 2) pl (2 + y? + 22) p2D+1 


2 
ð y ES 1 py? 
dy (2 + y + 202 (2 + y Ed 2) pR (x2 + y? + 2) (pi2)+ t 


ð Teo je l g pz 
dy \ (A + y E ¿22 (2 £ y2 4 202 (e +41 + 2?) (pi) +1 


ASÍ, 
JvE -= 3 oP (x2 +y? +z?) 
(x2 $ y? + 22) pa (2 + y? + 22) pR+i 
3-p 3-p 
A A 


las partes donde , l g ; A Da e 
b) La divergencia es cero cuando p = 3, así que F(r)=+r /|riP es un campo vectorial sin divergen- 
cia. 


Campos magnéticos 


Una clase importante de campos vectoriales sin divergencia es la de los campos magnéticos. Una de las 
leyes de Maxwell del electromagnetismo establece que el campo magnético B satisface la ecuación 


div B =0. 


436 CAPÍTULO VEINTE / CÁLCULO DE CAMPOS VECTORIALES 


Ejemplo 4 Un circuito cerrado de corriente infinitesimal, similar al que se muestra en la figura 20.6, se deno- 
mina dipolo magnético. Su magnitud está descrita por un vector constante 4H, llamado momento dipo- 
lar. El campo magnético debido a un dipolo magnético con momento 4H es 


li ; AU) r 
1,4113 INS 
Dei pot 


i 


r0. 


y 


Demostrar que div B =0. 
pi 


e b 
Area=a EA 
< | S 


A 


~ a 


Fig. 20.6 Un lazo de corriente. 


Solución Para demostrar que div B = 0 podemos utilizar la siguiente versión de la regla del producto para la 
divergencia: si g es una función escalar y F un campo vectorial, entonces 


div (eF) = (grad g)* F+ g div F. 
(Ver problema 12 en la página 437). Entonces, puesto que div 4i = 0, tenemos 


div | 4) = div - uk si) = grad + de ‘H+ -p 0 
ey iil lli lirli 


it 


aiv LED = grad(l e r)" TARTE 1) div | ip 
K y j 


-3r ; A > É ' iZ 
TESTO > ica HE TES 
i*i urle? ep 


Al reunir estos resultados obtenemos 


/ 


div B =- grad e 


) 4 +3 grad (U + F) gire div sa) 
ig / 


ab, 


Nota 
Al uti 
div F 
Prob 
ds .1 

& f 
4 

E 

5 

4. F 
6. E 

8. F 

10. F 

Il. Di 

f) 

12. Di 

En los p 


del camp 


13, F 
16. De 
que 


gura 20.6, se deno- 
¡ado momento dipo- 


2l producto para la 
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Notación opcional para divergencia 


Al utilizar V=% +9 4% E, podemos escribir 
dx dy * dz 
divF=V-F d . y g OEA ES REE dF, QF QF 
=z Ve = . E = + + 
y x ya AEE Fal E) dx oz oz 


Problemas para la sección 20.1 


YN — 


Dibuje dos campos vectoriales que tengan divergencia positiva en todas partes. 
Dibuje dos campos vectoriales que tengan divergencia negativa en todas partes. 
Dibuje dos campos vectoriales que tengan divergencia cero en todas partes. 


En los problemas del 4 al 10, encuentre la divergencia del campo vectorial dado. (Nota: 
r=xi +yj +zk.) 


F (x,y) =-= xi +y S. Fyri a 
F (x, y) = yE + 2xv] 7. F(P=dXr 
: -yi ta ; -r E 
F (x, y) = E A 9. Fr) = 5 E A rÁ! 
AENA lr- r. 


F (x, y, z2) = (=x +y + O +z)’ + (=z + xk 
Demuestre que si a es un vector constante y f (x, y, z) es una función, entonces div (fa) = (grad 


Pa. 


Demuestre que si g(x, y, z) es una función escalar y F(x, y, z) un campo vectorial, entonces 


div (gF) = (grad g)* F + g diy F. 


En los problemas 13, 14 y 15, utilice cl problema 12 con r= xf + yj + zk para hallar la divergencia 
del campo vectorial dado. 


13. 


16. 


“>a XP 14. Bs) IS. GRSA Rya A 
lzi” s 


i 


F (r)= 


De los dos campos vectoriales siguientes, ¿cuál tiene la mayor divergencia en el origen? Suponga 
que las escalas son las mismas en cada uno. 


a) y b) ! 
ANA A LE E P. 
Snae | H =.> > 
L A A R A . a aA 
enana 4 . uo. 
t — \ 
rr y e. s 
ros». . . ` 
supe ab , 
| .. ` 
MOS IAS Y 
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17. Para cada uno de los siguientes campos vectoriales, determine si la divergencia es positiva, cero pur 
o negativa en el punto indicado. seg 
car 
(a) (b) (c) 
y y y 24 
A S EA E EPEE 
e hs t ar a ~ EE * .s + + + . + + 
AAA M8 X A 
"re } t, e ang . e d è o > ro sr . e . t 
. 
HALA ONES E I] 2i 
ad ES A A E 


18. Sea F(x, 12 =2k. 
a) Calcule div F. 


b) Dibuje F ¿Parece ser divergente? ¿Está esto de acuerdo con su respuesta al inciso a? 


19. Sea F= EMB. (en tres dimensiones), Y 0. 25. 
a) Calcule div F . 
b) Dibuje F. ¿Parece ser divergente? ¿Está esto de acuerdo con su respuesta al inciso a? 
Para los problemas 20, 21 y 22, 
a) Encuentre el flujo del campo vectorial dado a través de un cubo en el primer octante con longi- 
tud c de arista, una esquina en el origen y aristas a lo largo de los ejes. e 


b) Utilice su respuesta al inciso a para encontrar F en el origen usando la definición geométrica. 
c) Calcule F en el origen usando derivadas parciales. 


20. F=xi 21.F=2i +yj +3k 22.F =F =xi + y) 


23. a) Encuentre el flujo del campo vectorial F=x + yj' a través de la superficie del cilindro 
cerrado de radio c y altura c, con centro en el eje z y base en el plano xy (véase Fig. 20.7.) 
b) Utilice su respuesta al inciso a para encontrar F en el origen usando la definición geométrica. 27 
c) Calcule Fen el origen usando derivadas parciales. t 


| 28. F 
20% > Į 
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Figura 20.7 


En los problemas 24 y 25 intervienen campos eléctricos. Una carga eléctrica produce un campo vecto- 
rial E llamado campo eléctrico, que representa la fuerza en una carga positiva unitaria colocada en el 


a es positiva, cero 


Î inciso a? 


l inciso a? 


tante con longi- 


M geométrica. 


y] 


del cilindro 
ise Fig. 20.7.) 
ción geométrica. 


n campo vecto- 
colocada en el 
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punto. Dos cargas positivas o negativas se repelen entre sí, en tanto que dos cargas de signo contrario 
se atraen entre sí. La divergencia de E es proporcional a la densidad de la carga eléctrica (esto es, la 
carga por unidad de volumen), con una constante positiva de proporcionalidad. 


24. Suponga que cierta distribución de carga eléctrica produce el campo eléctrico que se muestra en 
la figura 20.8. ¿En dónde están concentradas las cargas que produjeron este campo eléctrico? 
¿Cuáles concentraciones son positivas y cuáles negativas? 


Figura 20.8 


25. El campo eléctrico en el punto r, como resultado de una carga puntual en el origen, es 
E (r) = kr dr 


a) Calcule div E parar + 0. 
b) Calcule el límite sugerido por la definición geométrica de div E en el punto (0, 0, 0). 
c) Explique lo que significan sus respuestas en términos de densidad de carga. 


26. La divergencia de un campo vectorial magnético B debe ser cero en todas partes. De los si- 
guientes campos vectoriales, ¿cuál no puede ser magnético? 


a) B(x, Y z) = -yi E y 5 G £ P z 
b) B(x, »2)= ai +yj +xk 
c) Bæ y z= 0 -y i + (9-29) 


27. Si f (x, y, z) y 8 (x, y, z) son funciones con derivadas parciales segundas continuas, demuestre 
que 


div (grad f X grad g) = 0 


28. En el problema 22 de la página 412 se demostró que la rapidez de pérdida de calor de un volu- 
men V, en una región de temperatura no uniforme, es igual a k IE (grad T) + dA donde k es una 
constante, S es la superficie que delimita V, y T (x, y, z) es la temperatura en el punto (x, y, z) en 
el espacio. Al tomar ! límite a medida que V se contrae a un punto, demuestre que 97/01 = B div 
grad T en ese punto, donde B es una constante con respecto a x, y, z, pero puede depender del 
tiempo, £. 
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Cálculo del fl 


29. Un campo vectorial del plano es una fuente puntual en el origen si apunta alejándose del origen 
en todo punto; si su magnitud depende sólo de la distancia desde el origen, y si su divergencia es 
cero lejos del origen. 


a) Explique por qué una fuente puntual en el origen debe ser de la forma v = [ fo? + »)] (d+ ore 
yj’) para alguna función positiva f. | l flujo de 
b) Demuestre que v = K (x2 + y2)! (xí + y) es una fuente puntual en el origen si K>0. 
c) Determine la magnitud de ||v|| la fuente del inciso b como función de la distancia desde su 
centro. 
d) Dibuje el campo vectorial v = (x? + y?y! (xi + yj). El otro 
e) Demuestre que f = 1 log(x2 + y?) es una función potencial para la fuente del inciso b. Subdivi 
AV, 
30. Un campo vectorial del plano es un sumidero puntual en el origen si su dirección es hacia el 
origen en todo punto, su magnitud depende sólo de la distancia desde el origen, y su divergencia 
es cero lejos del origen. 
¿Qué su 
a) Explique por qué un sumidero puntual en el origen debe ser de la forma v = |f (x? +2) como se 
(xÉ + yj ) para alguna función negativa f. cada un: 
b) Demuestre que v = K (x? + v2)7! (xí' + yj’) es un sumidero puntual en el origen si K <0. el flujo « 


c) Determine la magnitud [|v[| del sumidero del inciso b como función de la distancia desde su 
centro. 

d) Dibuje el campo vectorial v = (x? + y2)1 (xi + yj). 

e) Demuestre que $ = ES log(x? + y?) es una función potencial para el sumidero del inciso b. 


tramos q 


Hemos : 
más fina 


20.2 EL TEOREMA DE LA DIVERGENCIA 


El teorema de la divergencia es un análogo en varias variables del teorema fundamental del cálculo, 
Estipula que la integral de la densidad de flujo sobre una región sólida es igual a la integral de flujo so 
bre la frontera de la región. 


La frontera de una región sólida 


La frontera de una región sólida puede considerarse como la piel entre el interior de la región y el 
espacio a su alrededor. Por ejemplo, la frontera de una bola sólida es una superficie esférica, la de un 
cubo sólido es el conjunto de sus seis caras, y la de un cilindro sólido es un tubo sellado por discos ea 
ambos extremos (véase Fig. 20.9.) Una superficie que es la frontera de una región sólida se denomina 
superficie cerrada. 


W= Pelota W = Cilindro Sólido W = Cubo sólido 
S =Esfera S = Tubo y dos discos S = 6 caras cuadradas 


Figura 


Hemos ci 
tanto, est; 
rectangul 


Figura 20.9 Algunas regiones sólidas y sus fronteras. 
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Cálculo del flujo a partir de la densidad de flujo 


Considere una región sólida W en tres dimensiones cuya frontera es la superficie cerrada 5. Existen dos 
métodos para encontrar el flujo total de un campo vectorial F que sale de W; uno de ellos es calcular el 
flujo de F a través de S: 


Flujo que sale de W= | F -dA 
$ 
El otro método consiste en utilizar div F, la cual indica la densidad de flujo en cualquier punto de W. 
Subdividimos W en pequeñas cajas, como se muestra en la figura 20.10 y, para una cajita de volumen 
AV, 


Flujo que sale de la caja = densidad de flujo - volumen = div F AV. 
¿Qué sucede cuando sumamos los flujos que salen de todas las cajas? Considere dos cajas adyacentes. 
como se muestra en la figura 20.11. El flujo a través de la pared compartida se cuenta dos veces, una por 
cada una de las cajas. Cuando se suman los flujos, estas dos contribuciones se cancelan, así que se obtiene 
el flujo de salida de la región sólida formada al unir las dos cajas. Si se continúa de esta manera encon- 
tramos que 


Flujo que sale de W = 5 Flujo que sale de las cajitas = 5 div F AV. 


Hemos aproximado el flujo mediante una suma de Riemann. A medida que la subdivisión se haga 
más fina, la suma se aproxima a una integral, por lo que 


Flujo que sale de W= | div F dV. 


Los flujos a través de la 
pared interior se cancelan 


AV 


Figura 20.10 Subdivisión de una región Figura 20.11 Suma de los flujos salida de 
en cajitas. cajas adyacentes. 


Hemos calculado el flujo de dos maneras, como integral de flujo y como integral de volumen. Por lo 
tanto, estas dos integrales deben ser iguales. Este resultado se cumple aun cuando W no sea un sólido 
rectangular, como se muestra en la figura 20.10. Entonces tenemos el siguiente resultado. 
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El teorema de la divergencia 


Si W es una región sólida cuya frontera S es una superficie lisa por partes, y si F es un campo 
vectorial liso definido en todo punto de W y de S, entonces 


| F -dA Al div F dV. 
$ WwW 


donde se elige para S la orientación hacia afuera. 


El teorema 
En la sección 20.6 daremos una prueba del teorema de la divergencia, usando la definición en coorde- a 
nadas de la divergencia. Feie 


Ejemplo 1 Utilizar el teorema de la divergencia para calcular el flujo del campo vectorial F (ř)=r a través de la 


esfera de radio a con centro en el origen. Ejemplo 3 Ene 


Solución En el ejemplo 4 de la página 407 calculamos directamente la integral de flujo: 


r -dA=4ra3 


di5 Calc 
Ahora empleamos div F = 3 y el teorema de la divergencia: e 3 
-dÄ = | div FdV=| 3dV= ea ma?) = 4ra Solución a) D 
ds W W 3 
F 


Ejemplo 2 Utilizar el teorema de la divergencia para calcular el flujo del campo vectorial 
F œz Oy +D k ; 


a través del cubo de la figura 20.12. 


b) S 


Figura 20.12 


Solución La divergencia de F es div F = 2x + 2y + 2z. Como div Fes positiva en todas partes en el primer entre 
cuadrante, el flujo que pasa por $ es positivo. Por el teorema de la divergencia, 


siF es un campo 


lefinición en coorde- 


F) =F a través de la 


tes en el primer 
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ta | 


1 
SES dA = , la f | 2(x + y + z) dx dy dz = | ` e de 2x(w +2 i 


| dy dz 
A l 

hh EE T IT 

} ` ) 

"l i 


¿e +22) dz = 2z + 22 


53. 


El teorema de la divergencia y los campos vectoriales sin divergencia 


Ejemplo 3 


Solución 


Una aplicación importante del teorema de la divergencia es el estudio de campos vectoriales sin diver- 
gencia. 


En el ejemplo 3 de la página 435 se vio que el siguiente campo vectorial no tiene divergencia: 


F(è)=q; +0. 


sai 
iE li 


Calcular A F + dA, usando el teorema de la divergencia si es posible, para las siguientes superficies: 
a) S, es la esfera de radio a con centro en el origen. 
b) S, es la esfera de radio a con centro en el punto (2a, O, 0). 


a) No se puede usar el teorema de la divergencia directamente porque F no está definida en todas 
partes dentro de la esfera (no está defmida en el origen). Como F apunta hacia afuera en todas partes 
en S, el flujo de salida de S, es positivo. En S, 


F-dA=|| Fl dA = da, 
ir 


| 
— 4xa = 4r. 
u? 


| F`- dÁ=- 
S 


Observe que el flujo no es cero, aun cuando div F es cero en todas las partes donde está definida. 


b) Suponga que W es la región sólida encerrada por 5, Como div F =0 en todas partes en W, podemos 
usar el teorema de la divergencia en este caso, obteniendo 


F a divF -dV=| 0dV=0, 


El teorema de la divergencia se aplica a cualquier región sólida W y su frontera $, aun en casos 
donde la frontera se encuentre formada por dos o más superficies. Por ejemplo, si W es la región sólida 
entre la esfera S, de radio 1 y la esfera $, de radio 2, ambas con centro en el mismo punto, entonces la 
frontera de W está formada por S, y S,. El teorema de la divergencia exige orientación hacia afuera, que 
en 5, apunta alejándose del centro y en S, apunta hacia el centro (véase Fig. 20.13). 
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Figura 20.13 — Vista en corte de la región W entre dos esferas, 
mostrando los vectores de orientación. 


Ejemplo 4 Sea S, la esfera de radio | con centro en el origen y S, el elipsoide xi 4 yu + 42-= 16, ambos orienta- 


Solución 


dos hacia afuera. Para 


F (r) = rz0. 


I 
"11 
ril 


demostrar que 


| Fada] F-dA, 
ls, $ 


El elipsoide contiene a la esfera; sea W la región sólida entre ellos. Como W no contiene al origen, div 
Festá definida y es igual a cero en todos los puntos de W. Por lo tanto, si 5 es la frontera de W 


| o div FdV=0. 
dS, W 


Pero S está formada de S., orientada hacia afuera, y $,, orientada hacia adentro, por lo cual 


E-dA, 


5 


DEZERT? 


y entonces 


| F- dA. 


Jò 


 F-då= 
S; 


Ji 


En el ejemplo 3 demostramos que |, F + dA = 47, así que también fy F -« dA = 47. Observe que 


d 


habría sido más difícil calcular la integral directamente sobre el elipsoide. 


Campos eléctricos 


El campo eléctrico producido por una carga puntual positiva y colocada en el origen es 


Del ejemplo 3 vemos que el flujo del campo eléctrico que pasa por cualquier esfera con centro en el 
origen es 4q. De hecho, usando la idea del ejemplo 4, puede demostrarse que el flujo de £ a través 
de cualquier superficie cerrada simple que contiene al origen es 474. Véanse los problemas 20 y 21 


Ejemplo 5 Se 
de 


Solución Su 
cio 


apı 
est 


Per 


Problemas pa 


Para 
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16, ambos orienta- 


tiene al origen, div 
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47. Observe que 
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de la página 479. Éste es un caso especial de la ley de Gauss, según la cual el flujo de un campo eléc- 
trico a través de cualquier superficie cerrada es proporcional a la carga total encerrada por la superfi- 
cie. Carl Friedrich Gauss (1777-1855) también descubrió el teorema de la divergencia. que a veces se 
le llama teorema de Gauss. 


Funciones armónicas 


Ejemplo 5 


Solución 


Problemas para la sección 20.2 


Se dice que una función ø de tres variables x, y y z es armónica en una región si div(grad 6) = 0 en todos 
los puntos de la región. Esta ecuación también se escribe V“4 = 0, porque div(grad 6) = V + (Vo). Por 
ejemplo, la temperatura en estado estacionario en una región del espacio es armónica, como lo es el 
potencial eléctrico en una región espacial sin cargas. Varias de las propiedades básicas de las funciones 
armónicas se pueden deducir del teorema de la divergencia (véanse los problemas 19, 23 y 25). 


Se sabe que una función armónica $ no constante no puede tener un máximo local. Mediante el teorema 
de la divergencia explicar por qué esto tiene sentido. 


Suponga que una función $ no constante tiene un máximo local en (x, y, z). Para la mayoría de las fun- 
ciones con que nos encontraremos, esto significa que, cerca de (x, y, z), el campo vectorial grad $ apunta 
aproximadamente hacia (x, y, z), porque apunta en la dirección de f creciente. Al tomar una pequeña 
esfera $ con centro en (x, y, z), orientada hacia afuera, tenemos 


| grad Ó* dA <0. 
Pero esto es imposible si ġ es armónica, ya que por el teorema de la divergencia 
| grad 0 + dA = $ div(grad ¢)dV = 0, 
donde W es la bola encerrada por S. Por lo tanto, una función armónica no puede tener un máximo 


local. 


Una característica importante de las funciones armónicas es su propiedad del valor medio, descu- 
bierta por Gauss. Si fes una función armónica en la región encerrada por una esfera, entonces el valor de 
ġ en cl centro de la esfera es igual al valor medio de $ sobre la esfera. Por ejemplo, en equilibrio, la 
temperatura en un punto del espacio es igual al valor promedio de la temperatura sobre cualquier esfera 
con centro en el punto. 


Para los problemas 1, 2 y 3, calcule la integral de flujo f; F - dA en dos maneras, si es posible: direc- 
tamente y usando el teorema de la divergencia. En cada caso, $ es cerrada y orientada hacia afuera. 

1. F (r)=r y Ses el cubo que encierra el volumen 0<x<2,0Sy<2,y0<2<2. 

2. F (x,y, z)=yj y S es un cilindro vertical de altura 2, siendo su base un círculo de radio | en el 
plano xy, con centro en el origen. S incluye los discos que lo cierran en la parte superior e infe- 
rior. 

3. F (x, y, z) =-zť + xk y S es una pirámide cuadrada con altura 3 y base en el plano xv de longitud 
l en sus lados. 
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4. Suponga que V, y V, son los sólidos rectangulares del primer cuadrante que se muestran en la 
figura 20.14. Ambos tienen lados de longitud ] paralelos a los ejes; V, tiene una esquina en el 
origen, en tanto que V, tiene su esquina correspondiente en el punto (1, 0, 0). Suponga que $, y 
S, son las superficies de seis caras de V, y V,, respectivamente. Suponga que V es el volumen en 
forma de caja formado por V, y V, juntos, y cuya superficie exterior es S. ¿Es cierto O falso lo 
siguiente? Dé sus razones. 


a) Si F es un campo vectorial constante, E F -dA =0. 
b) Si S,, S, y S están todas orientadas hacia afuera y F es cualquier campo vectorial 


,F'dA= $ AN F -dA 
qn; .3> 


Figura 20.14 


5. Calcule fg, F + dA donde F = x?i + 2y?j + 322k y S, es como en el problema 4. 
Haga esto directamente y usando el teorema de la divergencia. 

6. Utilice el teorema de la divergencia para evaluar la integral de flujo hoi + (y -2xy)j + 102k)* 
dA, donde $ es la esfera de radio 5 con centro en el origen, orientada hacia afuera. 

7. Utilice el teorema de la divergencia para calcular el flujo del campo vectorial F(x, y, z)= -zi + 
xk a través de la esfera de radio a con centro en el origen. Dé una explicación geométrica para su 
respuesta. 

8. Suponga que F es un campo vectorial con div F = 10. Encuentre el flujo de F que sale de un 
cilindro de altura a y radio a, con centro en el eje z y con base en el plano xy. 

9. Considere el campo vectorial F =+/|J£ . 

a) Calcule div F parar + 0. 
b) Encuentre el flujo de F que sale de una caja de lado a con centro en el origen y lados parale- 
los a los ejes. 

10. Suponga que G es un campo vectorial con la propiedad de que G = F para 2 < ||r'|| < 7 y que el flujo 
de G a través de la esfera de radio 3 con centro en el origen es 87. Encuentre el flujo de G a través 
de la esfera de radio 5 con centro en el origen. 

11. Suponga que un campo vectorial F satisface div F = 0 en todas partes. Demuestre que Í. F'då= 
0 para toda superficie cerrada S. 

12. El campo gravitacional, F , de un planeta de masa »: situado en el origen está dado por 


F = -Gm — 


Ere 


[Jr] 


c) 
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Utilice el teorema de la divergencia para demostrar que el flujo del campo gravitacional a través 
de la esfera de radio a es independiente de a. [Sugerencia: Considere la región limitada por dos 
esferas concéntricas.] 

Una propiedad básica del campo eléctrico Ees que su divergencia es cero en puntos donde no hay 
carga. Suponga que la única carga está sobre el eje z y que el campo eléctrico E apunta radialmente 
hacia afuera desde el eje z y su magnitud depende sólo de la distancia r al eje z. Utilice el teorema 
de la divergencia para demostrar que la magnitud del campo es proporcional a l/r. [Sugerencia: 
Considere una región sólida formada por un cilindro de longitud finita cuyo eje es el eje de las z, a 
la que se le ha quitado un cilindro concéntrico más pequeño.] 

Si una superficie S se sumerge en un fluido incompresible, la presión del fluido ejerce una fuerza 
F en cl exterior de la superficie. Si seleccionamos un sistema coordenado donde el cje z es verti- 
cal, con la dirección positiva hacia arriba y la superficie del fluido en z = 0, entonces la compo- 
nente de fuerza en la dirección de un vector unitario u está dada por la siguiente ecuación: 


F-ú=- £ zpgu + dA, 


donde p es la densidad del fluido (masa/volumen), g la aceleración debida a la gravedad. y la super- 

ficie está orientada en la dirección opuesta a aquella desde donde se aplica la fuerza. En este pro- 

blema consideraremos una superficie cerrada totalmente sumergida que encierra un volumen V. Nos 

interesa la fuerza del líquido en la superficie externa, de modo que S está orientada hacia adentro. 

a) Utilice el teorema de la divergencia para demostrar que la fuerza en las direcciones i y j es 
cero. 

b) Utilice el teorema de la divergencia para demostrar que la fuerza en la dirección k es pgV, 
que es el peso del fluido que cabe en V. Este es el principio de Arquímedes. 


. La desintegración radiactiva genera calor en el interior de la Tierra. Suponga que este calor se 


genera uniformemente en todo el planeta a razón de 30 watts por kilómetro cúbico. (Un watt 
mide la rapidez de producción de calor.) El calor fluye entonces a la superficie y luego se disipa 
en el espacio. Denotemos por F (x, y, z) el flujo de calor por kilómetro cuadrado, medido en 
watts. Por definición, el flujo de F a través de una superficie es la cantidad de calor que fluye a 
través de la superficie por unidad de tiempo. 


a) ¿Cuál es el valor de div F ? Incluya unidades. 

b) Suponga que el calor fluye simétricamente hacia afucra. Verifique que F = ar, donde r= xi 
+ yj +zk y æ es una constante apropiada, satisface las condiciones dadas. Encuentre e. 

c) Denotemos por T (x, y, z) la temperatura del interior de la Tierra. El calor fluye según la 
ecuación F = —k grad T, donde k es una constante. Explique por qué razón esto tiene sentido 
físicamente. 

d) Si T está en °C, entonces k = 30 000 watts/km?C. Si suponemos que nuestro planeta es una 
esfera con radio de 6400 km y una temperatura en la superficie de 20°C, ¿cuál es la tempe- 
ratura en el centro? 

Demuestre que V? Ø(x, y, z) = 0? p/0x? + 0” d/dy? + 9? p/0z7. 

Demuestre que las funciones lineales son armónicas. 

¿Cuál es la condición que deben satisfacer los coeficientes constantes a, b, c, d, e y f para que la 

función ax? + by? + cz? + dxy + exz + fyz sea armónica? 
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19. 


20. 


21 


22; 
23: 


24. 


Utilice el teorema de la divergencia para demostrar que si $ es armónica en una región W, 
entonces Í Vó- dA =0 para toda superficie S cerrada en W siempre que la región encerrada por 
S se encuentre por completo dentro de W, 
n y 1/2 . 
Seap=1 (a+ y+2)"=10| rl 
a) Demuestre que ( es armónica en todas partes, excepto en el origen. 
b) Dé una explicación geométrica de por qué ¢ no tiene máximo o mínimo local. 
e) Calcule k Vó - dA, donde S es la esfera de radio 1 con centro en el origen. ¿Contradice su 
respuesta a lo que se afirma en el problema 19? 

Demuestre que una función armónica no constante no puede tener un mínimo local, y que puede 
alcanzar un valor mínimo en una región cerrada sólo en la frontera. 

3 
Demuestre que si H es una función armónica, entonces div (¢ grad ¢) = ||grad Ø|. 
Suponga que $ es una función armónica en la región encerrada por una superficie S cerrada y 
suponga que ¢ = 0 en todos los puntos de $. Demuestre que ¢ = 0 en todos los puntos de la región 
encerrada por S. (Sugerencia: Aplique el teorema de la div Í $ grad $: dA y use el problema 22.] 

5 

Suponga que ó, y $, son funciones armónicas en la región encerrada por una superficie S cerrada 
y suponga que 6, = 6, en todos los puntos de S. Demuestre que f, = 6, en todos los puntos de la 
región encerrada por S. (Sugerencia: Use el problema 23.] 
Suponga que u y v son funciones armónicas en una región W. Utilice el teorema de la divergen- 
cia para demostrar que, para toda superficie S cerrada en W tal que el volumen encerrado por $ 
está completamente dentro de W, 


l u grad v+ dA =| y grad u + dA. 
S eS 
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La divergencia de un campo vectorial es una especie de derivada escalar que mide flujo de salida por 
unidad de volumen. A continuación introducimos una derivada vectorial, el rotacional, que mide la 
circulación de un campo vectorial. Imagine que sujetamos la rueda de paletas de la figura 20.15 en el 
flujo que se muestra en la figura 20.16. La velocidad a la que gira la rueda de paletas (su velocidad 
angular) mide la fuerza de circulación. Observe que la velocidad angular depende de la dirección en 
que apunta el eje. La rueda de paletas gira en una dirección si el eje apunta hacia arriba, y en direc- 
ción opuesta si el eje apunta hacia abajo. Si el eje apunta horizontalmente, no gira en absoluto porque 
el campo de velocidad incide con igual fuerza sobre las paletas opuestas de la rueda. 


Aparato para medir la circulación. 


Figura 20.16 
Un campo vectorial con circulación alrededor del eje; 


Figura 20.15 
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Densidad de circulación 


Medimos la fuerza de la circulación recurriendo a una curva cerrada. Suponga que C es un círculo 


con centro (x, y, z) del plano perpendicular a ñ, recorrido en la dirección determinada n según la regla 
de la mano derecha (véanse Figs. 20.17 y 20.18.) 


Figura 20.17 La dirección de C se relaciona Figura 20.18 Cuando el pulgar apunta en la 
con la dirección de 1 de acuerdo con la regla de dirección de n, los dedos se doblan en la direc- 
la mano derecha. ción de avance alrededor de C. 


Hacemos la siguiente definición: 


La densidad de circulación de un campo vectorial uniforme F en (x, y, z) alrededor de la direc- 
ción del vector unitario n está definida como 


i ' | F- dr 
Circulación alrededor de C _ c 


circ y F(x, y,z)= lím 
Área *0 Área dentro de C Área *0 Area dentro de C 


lím 


siempre que exista el límite. 


La densidad de circulación determina la velocidad angular? de la rueda de paletas de la figura 20.15, 
siempre que se pueda hacer una suficientemente pequeña y ligera, e insertarla sin alterar el flujo. 


Ejemplo 1 Considere el campo vectorial F de la figura 20.16. Suponga que F es paralelo al plano xy y que a una 
distancia r del eje z tiene magnitud 2r. Calcular circ F en el origen para 


a)n =k b) n =k co) n =i 


Solución a) Tome un círculo C de radio a del plano xy, con centro en el origen, recorrido en la dirección de k 
determinada por la regla de la mano derecha. Entonces, como F es tangente a C en todas partes y 
apunta en la dirección de avance alrededor de C, tenemos 


Circulación alrededor de C = E F «dr = al - Circunferencia de C = 2a(271a) = 4xa?. 


? De hecho es el doble de la velocidad angular. Véase el ejemplo 3 en la página 431. 
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Entonces, la densidad de circulación es 


; LEF culació o Ama? 
circ p F= lím Circulación alrededor de €___ Jím T 4, 
Äreiso Area dentro de C Área>o a: 


b) Sir =-k, el círculo es recorrido en la dirección opuesta y la integral de línea cambia de signo. 


Por lo tanto, 
circ; F=-4, 


c) La circulación alrededor de ¿ se calcula mediante círculos en el plano yz. Como F es en todas 
partes perpendicular a dicho círculo C, 


| F «dr =0. 
( 
En consecuencia, tenemos 
E- dr 
: ? 7 ( > 0 
circ; F = lím : = lím -=0. 
Área »0 nma‘ Área >0 MU” 


Definición del rotacional 


El ejemplo 1 muestra que la densidad de circulación de un campo vectorial puede ser positiva, nega- 
tiva o cero, dependiendo de la dirección. Suponemos que hay una dirección en la que la densidad de 
circulación es máxima. Ahora definimos una cantidad vectorial única que incorpora todas estas densi- 


dades de circulación diferentes. 


Definición geométrica del rotacional 
El rotacional de un campo vectorial uniforme F, que se escribe rot F, es el campo vectorial con 
las siguientes propiedades 
+ La dirección del rotacional F (x, y, z) es la dirección 7 para la que circ, (x, y, z) es máxima. 
e La magnitud del rotacional F (x, y, z) es la densidad de circulación de F alrededor de esa 


dirección. 
Si la densidad de circulación es cero alrededor de cada dirección, entonces por definición el 


rotacional es 0. 


Definición en coordenadas cartesianas del rotacional 


Si F = Fi +F,j + Fk, entonces 


a dF; JF, i| 9F, ƏF, ) + dF, _9F, Y y 
+ dy de )' | Oz Ox | J | Ox dy 
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Ejemplo 2 Para cada uno de los campos de la figura 20.19, utilizar el dibujo y la definición geométrica para deter- 


Solución 


minar si el rotacional en el origen apunta hacia arriba, abajo o es el vector cero. Compruebe luego su 
respuesta usando la definición en coordenadas del rotacional. Observe que los campos vectoriales no 
tienen componente z y son independientes de z. 


a) rA b) c) 

SIKI 127 EEN o E 
A, 7 LS [72:44 853x Xx O H ee a a 
A — — Y Lts + A A 1 
nr” « r >» A Va r O E S 
A ENON AS © e «$ % ée € 
O dl Sr: TTE RRE 


Figura 20.19 Dibujos en el plano xy de a) F=xi +yj ,b) F=yi +xj yo) F=-0+ Di 


a) Este campo vectorial no muestra rotación, y la circulación alrededor de cualquier curva cerrada 
parece ser cero, así que sospechamos que el rotacional es el vector cero. De la definición en coor- 
denadas del rotacional resulta 


MR L j dx _ 20) ) E. ES K= 0. 


d dz 


TS EA 


b) Este campo vectorial está girando alrededor del eje z. Por la regla de la mano derecha, la densi- 
dad de circulación alrededor de k es negativa, así que esperamos que la componente z del rota- 
cional apunte hacia abajo. Recurriendo a la definición en coordenadas: 


rot F= k=-2k. 


0) I» |r f3 _ 20 ` +f dy dy 
MET 194 o or Se dx dy 


c) A primera vista se puede esperar que este campo vectorial tenga rotacional cero, puesto que todos 
los vectores son paralelos al eje x. Sin embargo, si se analiza la circulación alrededor de la curva 
C en la figura 20.20, los lados no contribuyen en nada (son perpendiculares al campo vectorial), la 
base contribuye con una cantidad negativa (la curva está en la dirección opuesta al campo vecto- 
rial) y la parte superior contribuye con una cantidad positiva mayor (la curva está en la misma 
dirección que el campo vectorial y la magnitud del campo vectorial es mayor en la parte superior 
que en la inferior.) Por lo tanto, la circulación alrededor de C es positiva y por esto se espera que 
el rotacional sea diferente de cero y apunte hacia arriba. La definición en coordenadas produce 


k=k. 


_(%0)_ 90 \ f IC0+1D) W@W Io 
rot F=| £ - - - y 
> dy Ta ) ia Z dx Jas dy) 
Otra manera de ver que el rotacional es distinto de cero en este caso es imaginar que el campo 
vectorial representa la velocidad de agua en movimiento. Un bote que flota en el agua tiende a 
girar, ya que el agua avanza más rápidamente en un lado que en el otro. 


452 CAPÍTULO VEINTE / CÁLCULO DE CAMPOS VECTORIALES 


Figura 20.20 


Otra notación del rotacional 


Por medio de V = E i+ i + a k podemos escribir 


dx dy" az 
i j k 
rot F=VxF= z a 
F¡ FR E, 


Ejemplo 3 Un volante gira con velocidad angular w, y la velocidad de un punto P con vector de posición r está 
dada por v=w X r (véase Fig. 20.21.) Calcular rot v . 


Figura 20.21 Volante giratorio 


Solución Si w= wl +@,j + w,k , tenemos 


TA Y ne AK ; , 

v=@Xr= = (0,2 — W,y)i + (0,x— @,z)j + (0, y — 0,0)k. 
o 0, 0 ( z 3Y) ( 3 12D) ( 1) x) 
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d ; d ; ba l d ES ; d 7 k 
AER (0/y ~ 0,x) SE or-o) i F (0,7 — 0Y) x (0) ow) 


P 1 
+ (9013) (02 09) E 


= 201 + 20, ] + 20k = 20. 
Entonces, como es de esperarse, rot v es paralelo al eje de rotación del volante, (es decir, la dirección 


de w) y la magnitud de rot v es mayor cuanto más rápidamente gire el volante (esto es, cuanto mayor 
sea la magnitud de w). 


¿Por qué las dos definiciones del rotacional dan el mismo resultado? 


Ejemplo 4 


Solución 


Mediante el teorema de Green, en coordenadas cartesianas, podemos demostrar que para rot F 
definido en coordenadas cartesianas 


Esto demuestra que rot F definido en coordenadas cartesianas satisface la definición geométrica, 
puesto que el lado izquierdo toma su valor máximo cuando 7 apunta en la misma dirección que F, y 
en ese caso su valor es [Irot F||. 

El siguiente ejemplo justifica esta fórmula en un caso específico. Los problemas 27 y 28 de las 
páginas 457-58 muestran cómo probar en general que el rot F + n = cire , F. 


Utilizar la definición de rotacional en coordenadas cartesianas y el teorema de Green para demostrar que 
(r)a = ere, F. 


Mediante la definición de rotacional en coordenadas cartesianas, el lado izquierdo de la fórmula es 


we IF, dF, 
(ro F ) k= e ay 


Veamos ahora cl lado derecho de la ecuación. La densidad de circulación alrededor de k se calcula 
usando círculos perpendiculares a k; por eso el componente k de F no contribuye a ella, es decir, la 
densidad de circulación de F alrededor de k es la misma que la densidad de circulación de F 0 + Ej 
alrededor de k. Pero, en cualquier plano perpendicular a k, z es constante, así que en ese plano F, y F, 
son funciones de x y y solamente. Por lo tanto, Fi + Fj se puede considerar como un campo vecto- 
rial de dos dimensiones en el plano horizontal que pasa por el punto (x, y, z), donde se está calculando 
la densidad de circulación. Sea C un círculo del plano, de radio a y centro en (x, y, 2). y sea R la región 
encerrada por C. El teorema de Green estipula que 


ll enter,o aca! (2.2%) 


dR OX dx | 
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Cuando el círculo es pequeño, dF.,/dx — OF /dy es aproximadamente constante en R, así que 


A é SE : f s | 


IRA dx dy 
Entonces, tomando un límite conforme el radio del círculo se reduce a cero, tenemos 


> ses 
¡Hz aF, 


e Ox dy 
lím - = lím ; 
a>0 Tra? a>0 ma’ 


) A AR 


| (Fi + F j): dr” 
WÉ > 


Ox dy 


circ 4 F (x, y, z) = 


Campos vectoriales irrotacionales 


Se dice que un campo vectorial no tiene rotacional o es irrotacional si rot F = 0 en todos los puntos 
donde F está definida. 


Ejemplo 5 La figura 20.22 muestra el campo vectorial B para tres valores de la constante p, donde B está definido b) 
en tres dimensiones por 
o yix 
(x2 $ y?) pn 
a) Encontrar una fórmula para hallar rot B. Problemas pa 
b) ¿Hay un valor de p para el que B es irrotacional? Si es así, encuéntrelo. 
Calc 
y y y l. 
3 
Pai A g AS \ 5. 
ze | / PARA y 
4 l 1 | X Z | x Pd y 1 8 
; 
CITAR AMES 
pa 9, 
Fo / 
p= 0 p= 2 p= 4 
10. 


Figura 20.22 El campo vectorial B(r) =(-yi + xj) / Q + yP’? para p =0, 2y 4. 


Solución a) Podemos usar la siguiente versión de la regla del producto para el rotacional. Si f es una función 
escalar y F un campo vectorial, entonces 


rot ($ F) = ġrot F + (grad $) X F 


(Véase el problema 17 de la página 456.) Escribimos B= ọF -T (=yi + xj). 
(eye 
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Problemas para la sección 20.3 
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Entonces 


rot F = rot( -yi + xj) = 2K 


l l -p ; : 
d ø = grad | = - (xi +y). 
grad ø = gra A (4 12) 0211 vi + y) 


Así, tenemos 


j l mo ] et 
rot B= rot (—yi + xj ) + grad x (=yi+xj) 
(x2 + y?) pa ( ) J)+g \ Q? + y?) a " y 
| ' -p a a aeh. os 
i 2k + ONO (xi+ yj) X (ri+ aj) 
l 3 =P. $ DA 
= 2k + (x= + yk 
(e + y) pan (x2 + y3) (pi2)+ 1 5 ) 
- 2-p k 


2 $ y?) pan 


El rotacional es cero cuando p = 2. Entonces, cuando p = 2, el campo vectorial es irrotacional 
© -yi+xj 
B=-2 7 
AN 


Calcule el rotacional de los campos vectoriales de los problemas 1 al 7. 


l 


3 
5 
7 
8 


O 


E=(e-y)i + yj 2. E(r)="e1rl 
.F=gi+ yj +2k 4 F=ei+ cosyj + e™k 
| F = 2yzi + 3xzj +7xyk 6 F=(x+yi +0 +z +(+ x)k 


F= (x+ yaoi + 07+ xj + (2y? + x7y6)k 
. Utilice la definición geométrica para encontrar el rotacional del campo vectorial F(r)= r. 


Compruebe su respuesta usando la definición en coordenadas. 


. Mediante sus respuestas a los problemas 3 y 4, elabore una conjetura sobre el valor de rot F 


cuando el campo vectorial F tenga cierta forma (¿Cuál forma?) Demuestre por qué su conjetura 
es verdadera. 


. Sea F el campo vectorial de la figura 20.16 de la página 448. Está girando en sentido contrario al 
de las manecillas del reloj alrededor del eje z cuando se observa desde arriba. Suponga que a una 
distancia r del eje z F tiene magnitud 2r. 


a) Encuentre un” fórmula para Fa 


b) Encuentre rot F usando la definición en coordenadas y relacione su respuesta a la densidad 
de circulación. 


. Diga si cada uno de los siguientes campos vectoriales tiene un rotacional diferente de cero en el 


origen. En cada caso, el campo vectorial se muestra en el plano xy; suponga que no tiene compo- 
nente z y es independiente de z. 
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a) b) c) 21,1 
y y y 
— e = - e — | SAA A A A e e mn o d 
c os æ - = —. \ l ple -=^ - e Å. H Å- -m 
CA x ME e. e e y e eoe 
; lo AS >” i 
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=- = => [e = = -= 
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d) 
12. Un gran incendio se convierte en una tormenta de fuego cuando el aire de las cercanías adquiere 


movimiento giratorio. La respectiva corriente ascendente tiene el efecto de jalar más aire al incen- 
dio, lo que hace que arda más rápidamente. Los registros históricos muestran que ocurrió una 
tormenta de fuego durante el incendio de Chicago de 1871, y durante el bombardeo de Hamburgo, 
Alemania, en la segunda Guerra Mundial, pero no la hubo durante el devastador incendio de 
Londres en 1666. Explique cómo puede identificarse una tormenta de fuego con ayuda del rota- 
cional de un campo vectorial. 


13. Demuestre que rot (F +C)=rot F para un campo vectorial constante Cs 
14. Para cualquier campo vectorial constante y cualquier campo vectorial, F, demuestre que div(F 
xc)=c:rotF. 
15. En el capítulo 18 vimos la manera en que el teorema fundamental del cálculo, para integrales de 22. D 


línea, implica que P grad f - dr = 0 para cualquier trayectoria suave cerrada C y cualquier 23. E 
función suave f. 


a) Utilice la definición geométrica de rotacional para deducir que rot grad f= O. qt 
b) Verifique que rot grad f = O usando la definición en coordenadas. 24, E) 


16. Si F es cualquier campo vectorial cuyas componentes tienen segundas derivadas parciales conti- ve 
nuas, demuestre que div rot F =0. 25. Er 


17. Demuestre que rot (QF) =( rot F + (grad ¢) X F para una función escalar $ y un campo vecto- pa 
rial F. 26. La 


18. Un remolino que gira a una velocidad angular constante w alrededor del eje z tiene un campo a) 
vectorial de velocidad v = w(—yi + xj). b) 


a) Dibuje el campo vectorial con w= 1 y el campo vectorial con w=-1. c) 
b) Determine la rapidez ||v]| del remolino como función de la distancia desde su centro. 
c) Calcule div y y rot v. 


d) Calcule la circulación de v en sentido contrario al de las manecillas del reloj alrededor del 
círculo de radio R del plano xy, con centro en el origen. 


Los problemas 19, 20 y 21 se relacionan con los campos vectoriales de la figura 20.23. En cada caso, 
suponga que la sección transversal es la misma en todos los otros planos paralelos a la sección trans- 
versal dada. 


19. Tres de los campos vectoriales tienen rotacional cero en cada punto que se muestra. ¿Cuáles son? 
A ; ifi ? as 
¿Cómo se identifican? 27. Sea 


20. Tres de los campos vectoriales tienen divergencia cero en cada punto mostrado. ¿Cuáles son? 
¿Cómo se identifican? 
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21. Cuatro de las integrales de línea |» F+ dr son cero. ¿Cuáles son? ¿Cómo se identifican? 


22 
23 


27. 


j -aa r RREI 
lo EET 
==- |--A 7 NI / 
saf ore INS 
AO EN O 

d) e) i) 

PASES NNNILIA 
ms . 11 XINIZ L Z 
pipe oT | ZIX EINNA 
Asa 21 ALONSO: 
A AA ZININ 
Figura 20.23 


. Demuestre que si H es una función armónica, entonces grad $ no tiene rotacional ni divergencia. 

. Es un teorema de Helmholtz que todo campo vectorial F es igual a la suma de un campo vecto- 
rial sin rotacional y un campo vectorial sin divergencia. Demuestre cómo hacer esto, suponiendo 
que hay una función $ tal que V"H= div F. 

. Exprese (3x + 2y)i + (4x + 9y)j como la suma de un campo vectorial sin rotacional y un campo 
vectorial sin divergencia. 

. Encuentre un campo vectorial F tal que rot F =2í — 3j + 4k. |[Sugerencia: Intente F =v X r 
para algún vector y.] 

. La figura 20.24 es un dibujo del campo vectorial de velocidad F = vi + xj" del plano xy. 
a) ¿Cuál es la dirección de rotación de una varita colocada en el origen a lo largo del eje x? 
b) ¿Cuál es la dirección de rotación de una varita colocada en el origen a lo largo del eje y? 
c) Calcule rot F. 


Figura 20.24 


Sea F un campo vectorial suave y sean u y v vectores constantes. Mediante la definición de rot 
F en coordenadas cartesianas, demuestre que 


grad(F + y) + u— grad (E +1) Y = (rot FF): Xy. 
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28. Sca F un campo vectorial suave en tres dimensiones. Considere un plano £ en el espacio para- Cálculo de | 
metrizado por 
MAS AA Cons 
donde «í y v son vectores unitarios ortogonales. Este plano puede considerarse como una copia camp 
del plano cartesiano con coordenadas s y z, colocado en tres dimensiones. Definimos un campo 
vectorial bidimensional, G, en este plano por 
G (s, À = componente de F (r(s, t)) paralela L. Se 
Si 
a) Demuestre que G = Gi + G)v, donde G,=F + it, y G,=F +*y. rot F 
b) Demuestre que 20.25 
AA = 
ðG, G He a A 
2 L= grad( F-v)+4-grad( Fei) ev. 
ds dt 
c) Sean =u X v. Utilice el inciso b del problema 27 para deducir que 
da oG, 0G 
Oe ad 1 
rot F.-n= o E A con 
d) Utilice el método del ejemplo 4 de la página 453 y el teorema de Green para llegar a la con- largo 
.z ası 
clusión de que s 
, , f > cance 
(rot F)+ n = circ, F. tini 
Como r, «4 y v pueden ser vectores cualesquiera, esto demuestra que, en general, 
(rot F)+ 1 = circ; F. 
20.4 TEOREMA DE STOKES Siset 
El teorema de la divergencia establece que la integral de la densidad de flujo sobre una región sólida es 
igual al flujo que atraviesa la superficie que encierra la región. Análogamente, cl teorema de Stokes es- 
tablece que la integral de la densidad de circulación sobre una superficie es igual a la circulación 
alrededor de la frontera de la superficie. 
La frontera de una superficie 
La frontera de una superficie S es la curva que corre alrededor del borde de $ (como la bastilla alrededor 
del borde de una tela.) Una orientación de S determina una orientación para su frontera, C, como sigue: 
escoja un vector normal positivo z? en $, cerca de C, y utilice la regla de la mano derecha para determi- 
nar una dirección de movimiento alrededor de 7; esto, a su vez, determina una dirección de movimiento 
alrededor de la frontera C. Véase la figura 20.25. Otra manera de describir la orientación en C es que Hi 
alguien que camina a lo largo de C en el sentido de la orientación y con el cuerpo erguido en dirección flujo sı 
de la normal positiva en $, tendría la superficie a su izquierda. Observe que la frontera puede estar 
formada por dos o más curvas, como lo muestra la superficie de la derecha de la figura 20.25. ~ 
C Teo 
SiS 
$ n cam 
E 
= Lao 
n la m 


Figura 20.25 Dos superficies orientadas y sus fronteras. 
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L en el espaci a TS ; nz : ; ; s 
apa - Cálculo de la circulación a partir de la densidad de circulación 
Considere una curva cerrada, orientada, en tres dimensiones. Puede encontrarse la circulación de un 
arse como una copia campo vectorial F alrededor de C si calculamos la integral de línea: 
Definimos un campo Circulación Ed 
“dr 


alrededor de Cd 


Si C es la frontera de una superficie orientada $, existe otra manera de calcular la circulación usando 
rot F. Subdividimos S en secciones como se muestra en la superficie de la izquierda de la figura 
20.25. Sin es un vector normal unitario positivo de una sección de la superficie con área AA, entonces 
AA =nAA. Además, circ; F es la densidad de circulación de F alrededor de +1, así que 


Circulación de F alrededor circp F } AA =((rot F) a) AA=(rot F) +AA. 
de la frontera de la sección 


A continuación se suman las circulaciones alrededor de todas las secciones. La integral de línea a lo 
largo del borde común de un par de secciones adyacentes aparece con signo contrario en cada sección, 
así que se cancela (véase Fig. 20,26.) Cuando se suman todas las secciones, los bordes internos se 
cancelan y sólo resta la circulación alrededor de C, que es la frontera de toda la superficie. Por lo 


ara llegar a la con- 


tanto, 
'eneral, y Le E y 
Circulación i Circulación alrededor de B y GERENA 
alrededor de C ds la frontera de las secctones 
Si se toma el límite cuando AA +0, resulta 
rr rr rez, 
Circulación > s 
a región sólida es alrededor de C Psg: 


ema de Stokes es- 
la la circulación 


bastilla alrededor 
a, C, como sigue: 
zha para determi- 
n de movimiento 


Figura 20.26 Dos secciones adyacentes de la superficie. 


ción en C es que Hemos expresado la circulación como una integral de línea alrededor de C y como integral de 
tido en dirección flujo sobre S; entonces, las dos integrales deben ser iguales. En consecuencia tenemos 

tera puede estar 

20.25, 


Teorema de Stokes 


Si S es una superficie suave orientada con frontera C orientada, suave por partes, y F es un 
campo vectorial suave definido en $ y C, entonces 


| A rot F + dA 
yO $ 


La orientación de C está determinada a partir de la orientación de S, de acuerdo con la regla de 
la mano derecha. 
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Ejemplo 1 Sea F (x, y, z) = -2yi + 2xj . Utilizar el teorema de Stokes para encontrar fe F «dr, donde C es un 
círculo 
a) Paralelo al plano yz, de radio a, con centro en un punto sobre el eje x, con orientación indistinta. 
b) Paralelo al plano xy, de radio a, con centro en un punto sobre el eje z, orientado en sentido contrario 
al de las manecillas del reloj cuando se observa desde un punto del eje z arriba del círculo. 


- Y: L F 1 rot F 
por la N tintos? 
W E A | 
y N= DA A 
MESA eN 
P 3 N a] $ y 
E i La 
AS Y s Ene : + N A 


Figura 20.27 Los campos vectoriales F y rot F. 


Solución Tenemos rot F = 4k. La figura 20.27 muestra dibujos de F y rot F. 
a) Sea S el disco encerrado por C. Como $ está en un plano vertical y rot F apunta verticalmente en 


todas partes, el flujo de rot F que atraviesa S es cero. En consecuencia, por el teorema de Stokes, 
f 


| Fedr = | rot F-dA=0 
C JS 


y 
Tiene sentido que la integral de línea sea cero. Si C es paralela al plano yz (incluso si no está en el 
plano), la simetría del campo vectorial indica que la integral de línea de F sobre el semicírculo 
superior, cancela la integral de línea sobre el inferior. 
b) Sea $ el disco horizontal encerrado por C. Como rot F es un campo vectorial constante que apunta 
en la dirección de k, tenemos, por el teorema de Stokes, 
6 i è 3 í 
|F “dr = y rot F + dA = |jrot F|| Árca de S = 4ma2 


Como F circula alrededor del eje z en la misma dirección que C, esperamos que la integral de línca 
sea positiva. De hecho, en el ejemplo 1 de la página 449, calculamos directamente esta integral de 
línea. 


Campos vectoriales irrotacionales 
El teorema de Stokes se aplica a cualquier superficie S orientada y a su frontera C, incluso en 
casos donde la frontera está formada por dos o más curvas. Esto es particularmente útil en el estu- 
dio de campos vectoriales irrotacionales. 


Ejemplo 2 Una corriente 7 circula a lo largo del eje z en la dirección k . El campo magnético inducido B (x, y, 2) es 


è I TiN xX) 
B (x, y, y [2 


\ e EN 


don 


a) 


b) 


Solución a) 


Campos rot: 


Un ci 
Recu 
ial F 
flujo 

Esto € 
finale 


r, donde C es un 


ación indistinta. 
sentido contrario 
círculo. 


Solución 


'erticalmente en 
ema de Stokes, 


| S1 nO está en el 
el semicírculo 


ante que apunta 


ntegral de línea 
esta integral de 
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donde c es la velocidad de la luz. En el ejemplo 5 de la página 454 se demuestra que rot B =0. 

a) Calcular la circulación de B alrededor del círculo C, en el plano xv de radio a, con centro en el 
origen, y orientado en sentido contrario al de las manecillas del reloj cuando se observa desde arriba. 

b) Utilzar cl inciso a y el teorema de Stokes para calcular j; . B + dr, donde C; es la elipse 1? + 9y? = 
9 en el plano z = 2, orientada en sentido contrario al de las manecillas del reloj cuando se observa 
desde arriba. 

a) En el círculo C,, tenemos ||B]| = 2//(ca). Como B es tangente a C, en todas partes y apunta en el 
sentido de la orientación de C,, 


| B- R| 118 || dr = -2I longitud de C, = a -atas Arh 
C, C, ca ca ( 


b) Sea S la superficie cónica que se extiende de C} a C, en la figura 20.28. La frontera de csta 
superficie tiene dos partes, -C, y C,. La orientación de C} lleva a la normal hacia afuera en S. 
que obliga a escoger la orientación en sentido de las manecillas del reloj en C}. Por el teorema de 
Stokes, * A t ; 


BRA t l B+ dr =- "Bedr + p. Bdr. 


mbar 
C C> i 


JS 


Como rot B = 0, tenemos |; rot B + dA = 0 así que las dos integrales de línea deben ser iguales: 


| B: día B=dr= Al 
C c, c 


Figura 20.28 Superficie que une C, y C,, orientada para satisfacer 
las condiciones del teorema de Stokes. 


Campos rotacionales 


C, incluso en 
útil en el estu- 


OB (x, y. z) es 


Un campo vectorial F se denomina campo rotacional si F = rot G para algún campo vectorial G. 
Recuerde que si F = grad f, entonces f se llama función potencial. Por analogía, si un campo vector- 
ial F = rot G, entonces G se llama potencial vectorial para F. El siguiente ejemplo demuestra que el 
flujo de un campo rotacional que atraviesa una superficie depende sólo de la frontera de la superficie. 
Esto es análogo al hecho de que la integral de línea de un campo gradiente depende sólo de los puntos 
finales de la trayectoria. 
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Ejemplo 3 Suponga que F = rot G. Suponga también que S, y S, son dos superficies orientadas con la misma 
frontera C. Demostrar que, si S, y S, determinan la misma orientación en C (como en la figura 20.29), 
entonces 


| Ke] F-dA. 
Sı S: 
Si S, y S, determinan orientaciones opucstas en C, entonces 


| A F-dA. 
JS; dS 


Si 


Figura 20. 29 El flujo de un rotacional es el mismo 
a través de dos superficies $, y S, si determinan 
la misma orientación en la frontera común, C. 


Solución Como F=rotG, por el teorema de Stokes tenemos 


j F-dA=| rotG-dA ee G- di 
idodi i 


S 


| S rot G* dA M| G° dr 
$) Sá C 


En cada caso la integral de línea del lado derecho debe calcularse usando la orientación determinada por 
la superficie. Entonces, las dos integrales de flujo de F son la misma si las orientaciones son las mismas 
y son opuestas si las orientaciones son opuestas. 


Problemas para la sección 20.4 


l. ¿Puede utilizarse el teorema de Stokes para calcular la integral de línea f (2xi +2yj +22k) + dr. 
donde C es la línea recta del punto (1, 2, 3) al punto (4, 5, 6)? ¿Por qué sí o por qué no? 
En los problemas del 2 al 5 calcule la integral de línea dada usando el teorema de Stokes. 
2: fe F + dr, donde F = (z — 2y)i +(3x-4y)j + (z+ 3y)k y Ces el círculo x+ y= = 4, z = 1, orien- 
tado en sentido contrario al de las manecillas del reloj cuando se observa desde arriba. 
3: fi F + dr, donde F = (2x — y)i + (x +4yy y Ces un círculo de radio 10, con centro en el origen. 
a) En el plano xy, orientado en sentido de las manecillas del reloj cuando se observa desde cl eje 
positivo de las z. 
b) En cl plano yz, orientado en sentido de las manecillas del reloj cuando se observa desde el eje 
positivo de las x. 


10, 


l1. 


12. 


| 4. 
on la misma 
igura 20.29), 
5. 
6. 
7. 
8. 
9. 
10. 
ninada por 
las mismas 
E E a 
e 
2 k) * di 
: Í, orien- 
el origen 11 
sde el eje 
sde el eje 12. 
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¡A F «dr, con F = Fr l?, donde C es la trayectoria formada por segmentos de línea de (1, 0, 1) 
a (1, 0,0), a (0, O, 1) y de vuelta a (1, 0, 1). 

Encuentre la circulación del campo vectorial F = xzi + (x + y2)j + 'k alrededor del círculo x? + 
yi=1,z=2, orientado en sentido contrario al de las manecillas del reloj cuando se observa desde 
arriba. 

Calcule la integral de línea Le Yi + (z? +x) +2x12k) + dr donde C es el círculo de radio 
3 del plano xy, con centro en el origen, orientado en sentido contrario al de las manecillas del 
reloj cuando se observa desde el eje positivo de las z. Hágalo de dos maneras: 

a) Directamente b) Mediante el teorema de Stokes. 

Sea S la superficie dada por z = I =x? para O < x < 1 y -2 < y < 2, orientada hacia arriba. Verifique 
el teorema de Stokes para F = xyi +yzj + xzk. Dibuje la superficie $ y la curva C que la limita. 
Verifique el teorema de Stokes para F = yi +2j +xk y S el paraboloide z = 1 “(+ + v7), z2 0 
orientado hacia arriba. [Sugerencia: Utilice coordenadas polares.] 

Suponga que C es una curva cerrada del plano xy, orientada en sentido contrario al de las maneci- 
llas del reloj cuando se observa desde arriba. Demuestre que £ Je (yi + xj) + dres igual al área 
de la región R del plano xy encerrada por C. 

En las figuras 20.30 y 20.31 aparecen los campos vectoriales F y G. Cada campo vectorial carece 
de componente z y es independiente de z. Suponga que todos los ejes tienen las mismas escalas. 
a) ¿Qué puede decirse acerca de div F y div G en el origen? 

b) ¿Qué puede decir acerca de rot F y rot Genel origen? 


c) ¿Hay una superficie cerrada alrededor del origen, tal que F tiene un flujo diferente de cero a 
través de ella? 

d) Repita el inciso c para G. 

e) ¿Hay una curva cerrada alrededor del origen, tal que F tenga circulación diferente de cero 
alrededor de la misma? 


f Repita el inciso e para C. 


ADA AE SAO A 

SMN y ] A A K Sk IZ A 

FLA SA PA | VA 

Araroa ` [|r| J NS 

/ / isso e Ll. \ ARO 

PPT N EAN RS 
Figura 20.30 Sección transversal de F Figura 20.31 — Sección transversal de G 


Utilice el teorema de Stokes para demostrar que f, rot F + dA = Q para cualquier superficie $ que 
sea la superficie de frontera de una región sólida W. Utilice la definición geométrica de la diver- 
gencia para deducir que div rot F = 0. 


Demuestre que el teorema de Green es un caso especial del teorema de Stokes. 
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13. 


16. 


Un campo vectorial F está definido en todas partes excepto en el eje z, y rot F = 0 en todas partes 
donde F está definida. ¿Qué puede decirse a cerca de |, F + dr si C es un círculo de radio 1 del 
plano xy, y si el centro de C está en 

a) el origen b) el punto (2, 0) 

Evalúe So. (=zi + yj + xk) * dr, donde C es un círculo de radio 2 alrededor del eje y con 
orientación indicada en la figura 20.32. 


| Sea F =-2j + vk, sea C el círculo de radio a en el plano yz orientado en el sentido de las maneci- 


llas del reloj cuando se observa desde el eje positivo de las x, y sea S el disco en el plano yz 
encerrado por C, orientado en la dirección positiva de las x. Véase la figura 20.33. 

a) Evalúe directamente ¡A F udr. s 

b) Evalúe directamente ), rot F + dA. 

c) Las respuestas a los incisos a y b no son iguales. Explique por qué razón esto no contradice el 


teorema de Stokes. 
y r 
a R 
= l j \ 
fi y 


A 


Figura 20.32 Figura 20.33 Figura 20.34 


Sea F =(8y2 2 + (3-42. 

a) Demuestre que G = 4yz=1 + 3xj +xzk es un potencial vectorial para F. 

b) Evalúe f; F + dA donde $ es el hemisferio de radio 5 de la figura 20.34, orientado hacia arriba. 
[Sugerencia: Utilice el ejemplo 3 de la página 462 para simplificar el cálculo.] 

Sea F = -yi + xj + cos (xy) zk y sea S la superficie del hemisferio unitario inferior + + y? +z? = 

1,250, orientado con normal que apunta hacia afuera. Encuentre De rot F ‘dA. 

El agua de una tina de baño tiene campo vectorial de velocidad, cerca del drenaje, dado para x, y 

y z en cm por 

Y +xz p MEA AE l 

(2 + 1)? (24 DIS z+] 

a) El drenaje de la tina de baño es un disco en el plano xy con centro en el origen y radio de 1 
cm. Encuentre la rapidez con la que el agua sale de la tina (es decir, la rapidez a la que el 
agua circula por el disco.) Dé unidades para su respuesta. 


k cm/s. 


b) Encuentre la divergencia de F. 


c) Encuentre el flujo de agua a través del hemisferio de radio 1, centrado en el origen, que se 
encuentra bajo del plano xy y está orientado hacia abajo. 


d) Encuentre fe G - dr' donde C es el borde del drenaje, orientado en el sentido de las maneci- 
llas del reloj cuando se observa desde arriba, y donde 
Ha a t +y 


Gel I 
E de e 
21 22+1 2417 +1 


£ 


e) Calcule rot G: 


N Explique por qué sus respuestas a los incisos e y d son iguales. 
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20.5 LOS TRES TEOREÉMAS FUNDAMENTALES 


Hasta ahora hemos estudiado tres versiones en varias variables del teorema fundamental del cálculo. En 
esta sección examinaremos algunas consecuencias de estos teoremas. 


Teorema fundamental del cálculo para integrales de línea l grad f + dr =f (Q) - f(P). 
Teorema de Stokes Í, rot F + dA = | F-dr. 
J 


Teorema de la divergencia i div F + dV= f F +dA. 


Observe que, en cada caso, la región de integración de la derecha es la frontera de la región de la 
izquierda (excepto en el primer teorema, donde simplemente se evalúa f en los puntos de frontera); el 
integrando de la izquierda es una especie de derivada del integrando de la derecha; vea la figura 20.35. 


Frontera de la región 
Frontera de la curva C W es la superficie S 


consta de los puntos P y Q Frontera de la superficie 5 5 


Pa 7 


Figura 20.35 Regiones y sus fronteras para los tres teoremas fundamentales. 


El gradiente y el rotacional 


Suponga que F es un campo de gradiente suave, así que F= grad f para alguna función f. Por medio 
del teorema fundamental para integrales de línea, vimos en el capítulo 18 que 


| F-«dr=0 
c 
para cualquier curva cerrada C. Por lo tanto, para cualquier vector unitario 1 


F- dr 
G (6 

carc F= lím —— = lím O Â, 

Ara 0 Areade CC ^ca'o Arca 


donde el límite se toma sobre círculos C en un plano perpendicular a 7, y orientados según la regla de 
la mano derecha. De este modo, la densidad de circulación de F es cero en todas direcciones, así que 


rot F =0, es decir, 
rot grad f =0 


(Esta fórmula también puede verificarse recurriendo a la definición en coordenadas del rotacional. Véase 
el problema 15 de la página 456). 
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¿Es verdadero el recíproco?: ¿Cualquier campo vectorial cuyo rotacional sea cero es un campo gradien- 
te? Suponga que rot F = 0 y consideremos la integral de línea fe F + dA para una curva cerrada C 
contenida en el dominio de F. Si C es la frontera de una superficie orientada S que está totalmente en el 
dominio de rot F', entonces el teorema de Stokes establece que 


F-dr= 


. p 

rot F di =| Ò-dä=0. 
Ie J5 s 
Si supiéramos que e F-dA=0 para toda curva cerrada C, entonces F sería independiente de la 
trayectoria, y por lo tanto un campo gradiente. Entonces, necesitamos saber si toda curva cerrada del 
dominio de F es la frontera de una superficie orientada contenida en el dominio. Puede ser muy difí- 
cil determinar si una curva dada es la frontera de una superficie (suponga, por ejemplo, que la curva 
está anudada en una forma complicada.) No obstante esto, si la curva se puede contraer uniforme- 
mente hasta convertirse en un punto, permaneciendo todo el tiempo en el dominio de F, entonces es 
la frontera de una superficie, a saber, la superficie que recorre a medida que se contrae.* Por lo tanto, 
hemos demostrado la condición para un campo gradiente que postulamos en el capítulo 18. 


Prueba del rotacional para campos vectoriales en tres dimensiones 


Supongamos que F es un campo vectorial suave en tres dimensiones tal que 
+ El dominio de F tiene la propiedad de que toda curva cerrada en él contenida se puede 
contraer hasta convertirse en un punto de manera suave, permaneciendo siempre dentro 
del dominio. 
e rotF=0. 


Entonces F es independiente de la trayectoria, y por lo tanto es un campo gradiente. 


El ejemplo 6 de la página 390 muestra cómo aplicar la prueba del rotacional. 


El rotacional y la divergencia 


Ejemplo 1 


Solución 


En esta sección emplearemos los últimos dos teoremas fundamentales para obtener una condición 
para que un campo vectorial sea un campo rotacional, es decir, un campo de la forma F = rot G para 
alguna G. 


Suponga que F es un campo rotacional suave. Utilice el teorema de Stokes para demostrar que, para 
cualquier superficie S cerrada, contenida en el dominio de F 


E 


Suponga que F = rot G. Dibuje una curva cerrada C en la superficie de S, dividiendo así S en dos 
superficies S, y S, como se indica en la figura 20.36. Escoja la orientación para C correspondiente a 
Sx entonces la orientación de C correspondiente a S, es la opuesta. Por lo tanto, usando el teorema de 
Stokes, 


e 


cd -dd=| Gp rotG«dA =-| F-daA. 
S; JC S, 5, 


F -dA = 


Si 


La superficie puede intersecarse a sí misma, pero esto no importa para la prueba del teorema de Stokes que se da en la sección 
20.6 
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Así, para cualquier superficie S cerrada, tenemos 


F-dA=0. 


EFA E-dA + 
ES: S, P 


S, 


Orientación de C correspondiente a S, 


Orientación de C correspondiente a $, 


Figura 20.36 La superficie cerrada S dividida en dos superficies S} y $>. 


Por lo tanto, si F = rot G, usamos el resultado del ejemplo 1 para ver que 
I5F:dA 


nem 0 
div F= lm ——— = lím —_—=0 
Volumen +0 Volumen encerrado porS volumen 0 Volumen 


donde el límite se toma sobre esferas S que se contraen hasta convertirse en un punto. Por esto se 
llega a la conclusión que 


divrotG=0. 


(Esta fórmula también puede verificarse si se usan coordenadas. Véase el problema 16 de la página 456.) 
¿Todo aquel campo vectorial cuya divergencia sea cero es un campo rotacional? Resulta que 
tenemos el siguiente análogo de la prueba del rotacional, aunque no lo probaremos. 


Prueba de la divergencia para campos vectoriales en tres dimensiones 


Suponga que F es un campo vectorial suave en tres dimensiones tal que 


» El dominio de F tiene la propiedad de que toda superficie cerrada en él es la frontera de 


una región sólida contenida por completo en el dominio. 
* divF=0. 


Entonces F es un campo rotacional. 


, . MH] y 
Ejemplo 2 Considerar los campos vectoriales E = q 3 A yB => ( pa TY 
ril c 


a) Calcular div E y div B. 
b) ¿Satisfacen E y B la prueba de la divergencia? 
c) ¿Alguno de los dos es un campo rotacional? 
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Solución a) Elejemplo 3 de la página 434 muestra que div E=0.El siguiente cálculo demuestra que también 
div B =0: 


div B = 


2 E | 
A 


car A ara + 2 ©] 


E ESA 


C 


21 2xy  , -—2yx 
| (e? E yr (1? + yy 


\=0. 
) 


b) El dominio de E es el espacio tridimensional menos el origen, así que una región está contenida 
en el dominio si omite el origen. Por lo tanto, la superficie de una esfera con centro en el origen 
está contenida en el dominio de E, no así la esfera sólida de su interior. En consecuencia, E no 
satisface la prueba de la divergencia. 

El dominio de B es el espacio tridimensional menos el eje z, así que una región está contenida 
en el dominio si evita el eje z. Si S es una superficie que limita una región sólida W, entonces el eje 
z no puede atravesar W sin atravesar S también. En consecuencia, si S evita el eje z lo mismo ocurre 
con W. Por lo tanto, B sí satisface la prueba de la divergencia. 

c) En el ejemplo 3 de la página 443 calculamos el flujo de r /||r ||? a través de una esfera centrada en 
el origen, y encontramos que era 474, así que el flujo de E que atraviesa esta esfera es 4779. Por 
lo tanto, E no puede ser un campo rotacional porque, por el ejemplo 1, el flujo de un campo rota- 
cional a través de una Superficie cerrada es cero. 

Por otra parte, B satisface la prueba de la divergencia, así que debe ser un campo rotacional. 
De hecho, el problema 5 a continuación demuestra que 


B =rot = In (x2 + 12) k 


(4 
Y f 


Problemas para la sección 20.5 


De los campos vectoriales de los problemas 1 y 2, ¿cuál es un campo gradiente? 
1. F =yzi +(a2+2)j + @y + 2yz2)k 2. G=i +xj 


3. Sea B = bk, para alguna constante b. Demuestre que los siguientes son posibles potenciales 
vectoriales para B: 


a) A =—byi b) A =bxj c) A=4B X r. 
4. Encuentre un potencial vectorial para el campo vectorial constante B cuyo valor en todo punto 
esb. 
> —/ RI A . . Al 2 mad À j y 3 j 
5. Demuestre que A = — ln(x? + y%)k es un potencial vectorial para E 2 En) 
c CA: NFA 


6. ¿Hay un campo vectorial G tal que rot G= yi + xj? ¿Cómo se puede saber? 


Para cada campo vectorial de los problemas 7 y 8, determine si existe un potencial vectorial. Si es 
así, encuentre uno. 


7. F=2xi + (3y 2j +(x- 52)k 3. G= Xi +y? +z?k 


10. $ 


La cor 
expres 
hasta c 
parame 


tales q 
contra 


estra que también 


Ón está contenida 
antro en el origen 
nsecuencia, E no 
ón está contenida 
W, entonces el eje 
z lo mismo ocurre 
sfera centrada en 
sfera es 47g. Por 


e un campo rota- 


ampo rotacional, 
AAA 
SA ERA 
A 


les potenciales 


en todo punto 


ectorial. Si es 
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9. Una carga eléctrica q situada en el origen produce un campo vectorial E = gr /||r ||. 
a) ¿Esrot E= 0? 
b) ¿Sausface E la prueba del rotacional? 
c) ¿Es E un campo gradiente? 
10. Suponga que c es la velocidad de la luz. Un delgado alambre situado a lo largo del eje z, portador 
de una corriente /, produce un campo magnético 
> 2U f -yi+xj 
japa 
í tty 
a) ¿EsrotB =0? 
b) ¿Satisface B la prueba del rotacional? 
c) ¿Es B un campo gradiente? 


11. Para una constante p, considere el campo vectorial E = 


a) Encuentre rot £. ; 

b) Encuentre el dominio de E. : 

c) ¿Para qué valores de p satisface E la prueba del rotacional? Para estos valores de p, encuen- 
tre una función potencial para £. 


12. El campo magnético, B, debido a un dipolo magnético con momento p satisface div B = 0 y está 
dado por 


B=- a + Mal yr 
rr TAS 


r0 


a) ¿Satisface B la prueba de la divergencia? 
b) Demuestre que un potencial vectorial para B está dado por A = LEA 
re 
¡Sugerencia: Utilice el problema 17 de la página 456. Las identidades del ejemplo 3 de la pá- 
gina 452, el problema 19 de la página 148 y el problema 24 de la página 96 pudieran ser útiles] 
c) Su respuesta del inciso a, ¿contradice su respuesta del inciso b? Explique. 


13. Suponga que A es un potencial vectorial para B. 


a) Demuestre que A+ grad yes también un potencial vectorial para B, para cualquier función 
y con derivadas parciales continuas de segundo orden. (Los potenciales vectoriales A y A + 
grad y se llaman equivalentes de norma y la transformación, para cualquier y, de Aa A + 
grad y se llama transformación de norma.) : 

b) ¿Cuál es la divergencia de A + grad yw? ¿Cómo debe escogerse y para que A + grad y tenga 
divergencia cero? (Si div A = 0, se dice que el potencial vectorial magnético A está en norma 
de Coulomb.) 


La condición en la prueba del rotacional en tres dimensiones acerca de curvas que se contraen puede 
expresarse de manera más precisa como sigue: se dice que una curva C es contractible suavememen-te, 
hasta convertirse en un punto P, si hay una familia de curvas cerradas parametrizadas C„0<s< 1, con 
parametrizaciones 

r= r (t), ast<b, 


tales que C, es la curva original C y C, es el punto P. (Así, conforme s pasa de O a 1, la curva C, se 
contrac de C a P; imagine una animación, que en cl tiempo s muestra C..) Se necesita que r.(1) sea 
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una función suave de las dos variables s y t. Observe que, como las curvas C, son cerradas, debemos Por u 
tener r (a) = r (b) para cada s. Entonces la condición en la prueba del rotacional es que toda curva 
cerrada del dominio de F sea contractible suavemente hasta convertirse en un punto, en tal forma que 


C, esté en el dominio de F para toda s. Los problemas 14, 15 y 16 utilizan estas ideas. EN 
SL 


14. Sea C el círculo de radio 1 en el plano xy, con centro en el origen. Escriba una familia de curvas 
C, que contraiga C suavemente hasta el origen. 

15. Demuestre que cualquier curva C parametrizada suavemente en tres dimensiones puede con- 
traerse suavemente hasta convertirse en cualquier punto P. [Sugerencia: contraer a lo largo de Éste 
líneas rectas que unen la curva a P.] 


16. Si C es una curva cerrada que es contractible suavemente hasta convertirse en un punto P, Prue 
demuestre que C es la frontera de una superficie S que es parametrizada suavemente por un rectán- 
gulo (S puede intersecarse a sí misma). [Sugerencia: utilice las dos variables s y t para parame- 
trizar la superficie.] 
20.6 PRUEBAS DEL TEOREMA DE LA DIVERGENCIA Y EL TEOREMA DE STOKES 
A; 4, 
Cara 
izquierda 
Esta sección se dedica a la demostración del teorema de la divergencia y del teorema de Stokes usando y 
las definiciones en coordenadas cartesianas. s 
A, F 
Prueba del teorema de la divergencia 
l A ] T: Figura 20.37 
Para el teorema de la divergencia utilizamos el mismo procedimiento que empleamos para el teorema Vene 
de Green: primero probamos el teorema para regiones rectangulares, luego usamos la fórmula del 
cambio de variables para extenderlo a regiones parametrizadas por regiones rectangulares, y final- Supe 
mente pegamos tales regiones para formar regiones generales. 
Prueba para sólidos rectangulares con caras paralelas a los ejes Cons 
; y 
Considere un campo vectorial uniforme F definido en el sólido rectangular V:aSx<b, cSySd, e a , 
<z <f (véase Fig. 20.37). Primero se calcula el flujo de F a través de las dos caras de V perpendicu- a 
lares al eje x, A, y A ,, ambas orientadas hacia afuera: 
Á f td f d 
F*dA + FdA E] | F(a, y, z) dy dz + | F(b, y, z) dy dz 
vA 1 “A e Cc ve i ` 
Ms 
y | (F(b, y, 2) — F(a, y, 2)) dy dz. no 
des regit 
Por el teorema fundamental del cálculo, 
j JF. La ci 
F, (b, y, z)- F, (a, y, 2) = | gA 
a g. 
así que 
asiq 
' f d h P 
r , oF dF 
l P- dA + | Pda) | | = dxdydz= | = dV. 
A, A, erc ið Ox dV Ox 


erradas, debemos 
>s que toda curva 
, en tal forma que 
as. 


familia de curvas 


ones puede con- 
raer a lo largo de 


: en un punto P, 


nte por un rectán- 
y t para parame- 


DE STOKES 


łe Stokes usando 


5 para el teorema 
s la fórmula del 
gulares, y final- 


=b,cS<ySd, e 
le V perpendicu- 


ly dz 
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Por un argumento similar, podemos demostrar que 


don >. > f ƏF Al : OF 
A Podio! Y y l al Hed | —dV. 
A, A, v dy 3 A, ZA, vV az 


Al sumar éstas, obtenemos 


| F ll [E A aE) div F dV. 
y = y Lan ar e ls 1V r av. 


Éste es el teorema de la divergencia para la región V. 


Prueba para regiones parametrizadas por sólidos rectangulares 


A, Posterior 


y 

| Aj Ww S, A 
E 5 -— Cara de 

derecha % derecha Izquierda 
dl Cara 

e. izquierda t t 

5 e 
A, Fondo Se Fonda a Fonda 


Figura 20.38 Un sólido rectangular W del espacio stu y el 


Figura 20.37 Sólido rectangular 
correspondiente sólido curvo V del espacio xyz. 


V en el espacio xyz. 
Suponga ahora que tenemos un cambio suave de coordenadas 
x= x(s, t u), y = y (s, tu), z=z(s, t u). 


Considere un sólido curvo V en el espacio xyz correspondiente a un sólido rectangular W en el espacio 
stu. Vea la figura 20.38. Se supone que el cambio de coordenadas es biunívoco en el interior de W, y 
que su determinante jacobiano es positivo en W. Probaremos el teorema de la divergencia para V 
usando el teorema de la divergencia para W. 

Sea A la frontera de V. Para probar el teorema de la divergencia para V, debemos demostrar que 


laz div F - dV 


Primero expresamos el flujo a través de A como una integral de flujo sobre S, que es la frontera de la 
región rectangular W en el espacio stu. En notación vectorial, el cambio de coordenadas es 


r=r(s,t u) =x(s, t, uji +y (s, 6 u)j +2, £ uk. 
La cara A, de V está parametrizada por 
r =r (a, tu) c<St<d, esusf, 


así que en esta cara. 
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De hecho, para que dA apunte hacia afuera, debemos escoger el signo negativo (el problema 3 de la 
página 476 muestra cómo se deduce esto del hecho de que el determinante jacobiano sea positivo). 
Entonces, si $, es la cara s = a de W, 


? ; 
F- dÄ =-|_ F-I-x 0 dt du. 
JA, dS ot ot 
El elemento de área para S, que apunta hacia afuera es dS =-— i dt du. Por lo tanto, si escogemos un 
campo vectorial G en el espacio stu cuya componente en la dirección s es 
ms D. dr : dr 
=P da 1 > ALO 
i dt du 


tenemos l 
F-dA=| G ‘dS. 
A; dul 
De manera similar, si definimos las componentes t y u de G por 


Crake S de x ge y G= F. Or x Qr 
E € 


entonces 


| Pa- CA. da 
4 S, 


(Véase el problema 4.) Al sumar las integrales para todas las caras, encontramos que 


F-dA= Í, G d5 


Como ya se probó el teorema de la divergencia para la región rectangular W, se tiene 


; 
| G+*dS=| divGdW, 


«le 


donde 
PIOA JG: miO 
diy G = L+ = + 
> ds dt du 
Los problemas 5 y 6 de la página 476 demuestran que 
a 0G, A oG, ¿ oG, s 0 (x, N z) ( or, JE, OF, 
3 ds Ot du > d (s, f u) ox dy , dz 


Por lo tanto, por la fórmula del cambio de variables para tres variables de la página 277, 


OF, JE, 
y y Fdv= =+ 3) dx dy dz 
vi dy oz i 
dF. OF, ` P 
2 à ) 9 (x, y, 2) ds dt du 
Ll \ d (5$, 6 1w) 


TS w Jy t Dz 
(3 9G, 496 G» y 
ds ðt 


y 
e 2) ds dt du 
e div G dW. 

En resumen, hemos demostrado que 


ZA G-dS 
a 


YA 


Por e 
son $: 


la reg 


Unió 


Al igi 
más £ 
se for 

L 
de su 
inclus 
sobre 
grales 
Enton 


Pero t 


Por lo 
En co 


regior 


Ejemplo 1 Sea V 


Solución 


tirica d 
que he 


Se cor 
cas, Y 


o (el problema 3 de la 
cobiano sea positivo). 


nto, si escogemos un 


jue 


tiene 


277, 
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| div F.av=) div G + dW. 

y u 

Por el teorema de la divergencia para sólidos rectangulares, los lados derechos de estas ecuaciones 
son iguales, así que los lados izquierdos también lo son. Esto prucba el teorema de la divergencia para 


la región curva V, 


Cara común 


Figura 20. 39 Región V formada al unir V, y V,. 


Unión de regiones 


Al igual que en la prueba del teorema de Green, se probó el teorema de la divergencia para regiones 
más generales al unir pequeñas regiones a lo largo de caras comunes. Suponga que la región sólida V 
se forma al pegar los sólidos V, y V, a lo largo de una cara común, como en la figura 20.39, 

La superficie A que limita a V se forma al unir las superficies A, y A, que limitan a V, y V. luego 
de suprimir la cara común. La integral de flujo hacia afuera de un campo vectorial F a través de A, 
incluye la integral sobre la cara común, y la integral del flujo de /" que pasa por A, incluye la integral 
sobre la misma cara, pero esta vez orientada en la dirección opuesta. Así, cuando sumamos las inte- 
grales, las contribuciones de la cara común se cancelan, y obtenemos la integral de flujo a través de A. 
Entonces tenemos 


| ZA Kaia | F- dA. 
JA Á 4 


1 


Pero también se tiene 
ò 


| div cava] div F * dV + |£ di ke dV: 


Por lo tanto, el teorema de la divergencia para V se deduce del teorema de la divergencia para V, y V,. 
En consecuencia, hemos probado el teorema de la divergencia para cualquier región formada al unir 
regiones que pueden ser parametrizadas suavemente por sólidos rectangulares. 


Ejemplo 1 Sea V una pelota esférica de radio 2, centrada en el origen, a la que se le ha quitado una pelota concén- 


Solución 


trica de radio 1. Usando coordenadas esféricas, demostrar que la prueba del teorema de la divergencia 
que hemos dado se aplica a V. 


Se corta V en dos hemisferios W huecos como se muestra en la figura 20.40. En coordenadas esféri- 
cas, W.es el rectángulo 1<p<2, 0<4$< m, 0S OST. Cada cara de este rectángulo se convierte en 
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parte de la frontera de W. Las caras p= 1 y p = 2 se convierten en las superficies hemisféricas interior 
y exterior que son parte de la frontera de W; las caras 0 = 0 y 0= 7, en las dos mitades de la parte plana 
de la frontera de W. Las caras 6=0 y (4 = Tse convierten en segmentos de recta a lo largo del eje z. 
Podemos formar V al unir dos regiones sólidas como W a lo largo de las superficies planas donde 0 = 


constante. 


0O =n 
Figure 
iC 
térmi 
K 
8 
En el 
Figura 20.40 El hemisferio hueco W y la región rectangular correspondiente del espacio p0p. 
Por kc 
Prueba del teorema de Stokes 
Considere una superficie orientada A, limitada por la curva B. Deseamos probar el teorema de Stokes: T 
P a he 
y TOt F + dA = e Pod? 
Suponemos que A tiene una parametrización suave ř = ř (s, t), de modo que A corresponde a una 
región R del plano st, y B corresponde a la frontera C de R. Véase la figura 10.41. Probamos el Por el 
teorema de Stokes para la superficie A y un campo vectorial F expresando las integrales de ambos los la 
lados del teorema en términos de s y t, y usando el teorema de Green en el plano st. 
Primero, se convierte la integral de línea fẹ F + dr. en una integral de línea alrededor de C: Problemas pai 
| ZA PE de y PE dr, ¡ls 
“B c egs 2y ot tı 
Por esto, si definimos un campo vectorial bidimensional G = (G,, G,) del plano st por Si 
2. E 
ms i d 
» dr + gr 
G =F E EL 3 
a. ds y G, F dt , Cc 
entonces 0 
| i 
F *dr =| _G'ds a 
JE 


usando s` para denotar el vector de posición de un punto del plano st. 


hemisféricas interior 
des de la parte plana 
a lo largo del eje z. 
es planas donde O = 


dacio pOp. 


zorema de Stokes: 


orresponde a una 
41. Probamos el 
zgrales de ambos 


ador de C: 


Problemas para la sección 20.6 
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CO 


Figura 20.41 Una región R del plano st y la correspondiente superficie A del espacio xyz; 
la curva C corresponde a la frontera de B. 


5 X 


¿Qué hay de la integral de flujo IA rot F + dÄ que figura en el otro lado del teorema de Stokes? En 
términos de la parametrización, 


rot F+ dA = rot PA x M dsi, 
JR ds dt 
En el problema 7 de la página 477 demostramos que 
di ar_ 0G, 06, 


ds æ 0s ðt 


Por lo tanto, 


(9G, IG, 


i 


P ¡ER J ) ds dt. 


| rot F + dA = 
Ya hemos visto que 


l | G + ds 
B ( 


J 


Por el teorema de Green, los lados derechos de las últimas dos ecuaciones son iguales. En consecuencia, 
los lados izquierdos también lo son, que es lo que teníamos que demostrar para el teorema de Stokes. 


1. Sea W un cilindro sólido circular a lo largo del eje z, al que se le ha quitado un cilindro concén- 
trico más pequeño. Parametrice W mediante un sólido rectangular del espacio r6z, donde r, 0 y z 
son coordenadas cilíndricas. 


2. En esta sección probamos el teorema de la divergencia usando la definición en coordenadas de la 
divergencia. Ahora utilizamos el teorema de la divergencia para demostrar que la definición cn 
coordenadas es la misma que la definición geométrica. Suponga que F es suave en una vecindad de 
(Xo Yo» Zo), y sea Up la esfera de radio R con centro (Xy, Yo; Zo). Sea My el valor mínimo de div F en 
Up y sea My el valor máximo. 

a) Sea Sp la esfera que limita a Ug. Demuestre que 
F- dA 
dS; 
MS SM. 
Volumen de Up 
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b) Explique por qué puede llegarse a la conclusión 


F-dA 
p Ye 


lím = div F (Xp Yo Zo} 


R>9 Volumen de U, 


c) Explique por qué el enunciado del inciso b sigue siendo verdadero si se sustituye Up por un 
cubo de lado R, centrado en (29, Yo» Zo) 


Los problemas del 3 al 6 completan los detalles de la prueba del teorema de la divergencia. 


6. 


. La figura 20.38 de la página 471 muestra la región sólida V del espacio xyz parametrizada por un 


sólido rectangular W del espacio stu usando el cambio de coordenadas 


r=F(s, 10, ass<b, cstsd esusf 
dr [ or. dr E 
Suponga que —+ | = X — | es positivo. 
ds Not u 
Ñ / 
DET. 
a) Sea 4, la cara de V correspondiente a la cara s = a de W. Demuestre que 0 SI no es cero, apun- 
` 053 
ta hacia dentro de W. 
dr dr E 5 
b) Demuestre que — X xX ES es una normal en A, que apunta hacia afuera. 
t u 


c) Encuentre una normal en A,, que es la cara de V donde s = b, que apunte hacia afucra. 
Demuestre que para las otras cinco caras del sólido V de la prueba del teorema de la divergencia 
(véase pág. 450): 


Í Pathe ¡=2,3,4,5,6. 


Suponga que F es un campo vectorial y que a, b y e son vectores. En este problema demostramos 
la fórmula: 


grad (F=bxd):a+grad(F +c X d) b + grad(F *aXb)a=(d*b X c)divE, 


a) Si interpreta la divergencia como densidad de flujo, explique por qué la fórmula tiene 
sentido. [Sugerencia: Considere el Mujo de salida de un pequeño paralelepípedo con aristas 
paralelas a a, b, c] 

b) Diga cuántos términos hay en la expansión del lado izquierdo de la fórmula en coordenadas 
cartesianas, sin desarrollar la expansión. 

c) Escriba todos los términos del lado izquierdo que contengan AF /dx. Demuestre que estos 
términos suman d px ¿A 

dx 

d) Escriba todos los términos que contengan dF/dv. Demuestre que la suma de éstos es cero. 

c) Explique cómo quedan las expresiones en donde intervienen las otras siete derivadas 
parciales, así como la manera en que esto demuestra que la fórmula se cumple. 


Sea F un campo vectorial suave en tres dimensiones, y sea 
x=x(S, £, U), y=y(5, 10), Z= 218, £ u) 


un cambio suave de variables, que escribiremos en forma vectorial como 


r=r(st0u0)=x(s t, wi EVÚS, £ U) +25, Bak. 


-a 


asutuye Up por un 


"Trgencia. 


ametrizada por un 


1 nO es cero, apun- 


cia afuera. 


de la divergencia 


¿ma demostramos 


c)div F. 
la fórmula tiene 
ípedo con aristas 


1en coordenadas 


mestre que estos 


: ESTOS es cero. 
siete derivadas 
le. 
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Defina un campo vectorial G = (Gi, G,, G3) del espacio stu por 


G =F: 2 x 9E G,=F:2£ x dí G = Hp. dE FÈ 
ot Ju A du Os Os ot 


a) Demuestre que 
9G, IG, IG, _ƏF Ər Ə _ƏF,ƏFf dF ƏF dr, or 


- + -z == A == +? + —* uu A 
ds dt du ðs di du J du ðs ðu ðs dl 


b) Searg =r (Sp tp Up), y sea 


Utilice la regla de la cadena para demostrar que 
9G, aG, dG, ) 


+ + ¿=grad(F-*bXc¿)rd+grad(F-cXxa):b+grad(F-á4Xxb)-c. 
ds dt du | 


c) Utilice el problema 5 para demostrar que 
oG, A 9G, $ 9G, _ |9% y2) ( dF, Z oF, r OF, ) 
ds ot du a(s, t, u) |\ dx dy Oz 


7. Este problema completa la prueba del teorema de Stokes. Sea F un campo vectorial suave en 


tres dimensiones, y sea S una superficie parametrizada por r= r(s, t). Sea ro = r (So fọ) un 
punto fijo en S. Definimos un campo vectorial en el espacio st como en la página 474: 
Tey PG Gi=F- 9r 

ds Ot 


APA. e A. 
a) Seaa= a (ro) b = ira (r ¿). Demuestre que 
ds ot 


9G, .. 0G>, O O 
y o) y Co) = grad (F > d) + b— grad(F + b)+ d. 


b) Utilice el problema 27 de la página 458 para demostrar que 


dr 3 Ə  ƏG, 2G, 


a 
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. Utilice la definición geométrica de divergencia para encontrar div v en el origen, donde v =-2r. 


Compruebe que se obtenga el mismo resultado usando la definición en coordenadas cartesianas. 


. ¿Puede evaluarse la integral de flujo del problema 12 de la página 427 mediante del teorema de 


la divergencia? ¿Por qué sí o por qué no? 


. Si Ves un volumen rodeado por una superficie cerrada S, demuestre que e ¡E r'dA=V 
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4. Utilice el problema 3 para calcular el volumen de una esfera de radio R, dado que su área super- 


6. 


ficial es 471R?. 


. Utilice el problema 3 para calcular el volumen de un cono de radio de la base b y altura A. 


[Sugcrencia: Coloque el cono con la punta hacia abajo y el eje a lo largo del eje positivo de las z.] 


a) Encuentre el flujo del campo vectorial F =2xi — 3yj + 5zk a través de caja con cuatro de 
sus esquinas en los puntos (a, b, c), (a + w, b, c), (a, b + w, c), (a, b, c + w) y aristas de longi- 
tud w. Véase la figura 20.42. 


b) Utilice la definición geométrica y el inciso a para encontrar div F en el punto (a, b, c). 


c) Encuentre div F usando derivadas parciales. 


S, Posterior 


S, Posterior 
la, b, c+ w) 


fa, b.c) 


\fa +w b,c) € 
N $. Fondo 


Xx 


Figura 20.42 


Suponga que F=(3x + Di + 4xj + (5x + DA. Utilice el método del problema 6 para encontrar 
div F en el punto (a, b, c) por dos métodos diferentes. 


Calcule la integral de flujo hu Ci + 2yj + 3k ) © dA, donde S es la superficie rectangular de 
2 X 2 X 2 con centro en el origen, orientada hacia afuera. Haga esto en dos formas: 


a) Directamente b) Por medio del teorema de la divergencia 


¿Son falsos o verdaderos los enunciados de los problemas del 9 al 16? Suponga que F y G son 
campos vectoriales suaves en tres dimensiones. Explique su respuesta. 


9. 


rot F es un campo vectorial. 10. grad(fg) = (grad f) (grad g) 


. div(F + G) = div F + div G 12. grad(F + G) = F(div G) + (div F)G 
. rot(fG)= (grad f) X G + f(rot G) 
. div F es un escalar cuyo valor puede variar de punto a punto. 


ASi fer ‘dA =12 y S es un disco plano de área 47, entonces div F= 3/7. 


< Si F cs el que se muestra en la figura 20.43, rot F -¿>0. 


20 


21. 


1e su area super- 
y altura /. 
sitivo de las z.] 


ja con cuatro de 
aristas de longi- 


to (a, b, c). 


) para encontrar 


rectangular de 
1as: 


que F y G son 


17. 


19. 


20. 


21. 
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z ed / Y a con 


aE a a 
PEE E. Ta E 
O A E iia 
a EA 
Sey Q 
> e — - +. m —_ ọ ~- 
» - A CES 


ETAN a a 


ENE o 


Figura 20.43 Figura 20.44 


La figura 20.44 muestra la parte de un campo vectorial E que está en el plano xv. Suponga que cl 
campo vectorial es independiente de z, de modo que cualquier sección transversal horizontal es 
semejante. ¿Qué se puede decir acerca de div E en los puntos marcados P y Q, si se supone que 
está definida? 


. Suponga que F = r /[|r |P. Encuentre [¿F - dA donde S es el elipsoide 1? + 2x? + 32? = 6. Dé 


razones para su cálculo. 


Un campo vectorial central es aquel de la forma F = f(r)r donde f es cualquier función de 
r= l|r ||. Demuestre que cualquier campo vectorial central es irrotacional. 


Según la ley de Coulomb, el campo electrostático E en el punto r debido a una carga q en el 
origen está dado por 


E) =q} 

rip 

a) Calcule div E. 

b) Sea 5, la esfera de radio a con centro en el origen y orientada hacia afuera. Demuestre que 
el flujo de £ a través de S, es 474. 

c) ¿Podría haberse utilizado cl teorema de la divergencia en el inciso b? Explique por qué sí o 
por qué no. 

d) Sea $ una superficie arbitraria, cerrada, orientada hacia alucra, que rodea al origen. 
Demuestre que el flujo de E a través de S es otra vez 47g. [Sugerencia: Aplique cl teorema 
de la divergencia a la región sólida que está entre una pequeña esfera $, y la superficie S.] 


Según la ley de Coulomb, el campo eléctrico E en el punto r debido a una carga q colocada en 
el punto rọ está dado por 


Suponga que S es una superficie cerrada, orientada hacia afuera, y que r no está en S. Utilice el 
problema 20 para demostrar que 


| E | 4mq si q está dentro de S, 


si q está fuera de S. 
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22. 


N 
t 


24. 


25. 


En el punto con vector de posición r, el campo eléctrico E de un dipolo eléctrico ideal con 

momento p ubicado en el origen está dado por 

(F=p)F p 
ET TE 
*H 


E (r)=3 


a) ¿Cuál es div E? 

b) Suponga que S es una superficie suave, cerrada, orientada hacia afuera, que rodea al origen. 
Calcule el flujo de E a través de S. ¿Se puede usar el teorema de la divergencia directamente 
para calcular el flujo? Explique por qué sí o por qué no. [Sugerencia: Primero calcule el flujo 
del campo dipolar E a través de una esfera S,,, orientada hacia afuera, con centro en el origen 
y radio a. Luego aplique el teorema de la divergencia a la región W que está entre $ y una 
pequeña esfera S] 


. Debido a reparaciones, el tránsito en una carretera se frena en forma lineal de 55 mph a 15 mph 


sobre un tramo de 2000 pies, luego avanza a 15 mph en un trayecto de 5000 pies, y después ace- 
lera linealmente hasta 55 mph en los siguientes 1000 pies, después de los cuales prosigue a 
velocidad constante de 55 millas por hora. 


a) Dibuje un campo vectorial de velocidad para el flujo de tránsito. 

b) Escriba una fórmula para encontrar el campo vectorial de velocidad v (millas/hora) como 
función de la distancia a x pies del punto inicial de reducción de velocidad. (Tome la direc- 
ción de movimiento como į y considere separadamente las diversas secciones del camino.) 

c) Calcule div v en x= 1000, 5000, 7500, 10 000. Cerciórese de incluir las unidades apropia-das. 


El campo de velocidad v del problema 23 no da una descripción completa del flujo de tránsito, 
porque no considera la distancia entre vehículos. Sea p la densidad (automóviles/milla) de tráfico 
en la carretera, donde se supone que p depende sólo de x. 


a) Por su experiencia en carretera, disponga en orden ascendente: p(0), p(1000), p(S000). 

b) ¿Cuáles son las unidades e interpretación del campo vectorial py ? 

c) ¿Es de esperarse que pv sea constante? ¿Por qué? ¿Qué significa esto para div (pv )? 

d) Determine p(x) sí p(0) = 75 automóviles/milla y pv es constante. 

c) Si la carretera tiene dos carriles, encuentre el número aproximado de pies entre automóviles 
consecutivos en x= 0, 1000 y 5000. 


a) Un río atraviesa el plano xy en la dirección positiva de las x y rodea una piedra circular de 
radio 1 con centro en el origen. La velocidad de las aguas del río se puede modelar usando la 
función potencial ġ = x + (x/(x? + y2)). Calcule el campo vectorial de velocidad v= grad 4, 

b) Demuestre que div v =0. 

c) Demuestre que el flujo de v es tangente al círculo x? + y? = 1. Esto significa que el agua no 
cruza el círculo. Por lo tanto, el agua del exterior debe fluir alrededor del círculo. 

d) Dibuje en la computadora el campo vectorial v en la región fuera del círculo unitario. 


. Evalúe 


F =(grad h) +v Xr 
donde 


l , i > 
PAY z) = 7 (ax + day" + cz + (a) + 01) xz + (bz + 07) yz) 


v= L e by) i + (acj + (bak) 


N) 
— 
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Explique por qué todo campo vectorial lineal puede escribirse en la forma (grad ġ) + y XP 
Los problemas 27 y 28 utilizan el hecho de que el campo eléctrico, E, está relacionado con la 
densidad de carga, p(x, y, z), en unidades de carga/volumen, por la ecuación 
div E = ATP 
Además, hay un potencial eléctrico, fp, cuyo gradiente da el campo eléctrico: 
E= -grad ġ. 


Calcule y describa verbalmente el campo eléctrico y la distribución de carga correspondiente a 
la función potencial definida así: 


Pty 2 para x? +y? +z? S L 


ø= 2 7 , > 
Pap I para E sx + y+2? 
4 402+ ye z3) 12 4 


Un campo vectorial que podría posiblemente representar un campo eléctrico está dado por 
E = 10xyi + (Sx?- Sy?) 


a) Calcule la integral de línea de E del origen al punto (a, b), a lo largo de la trayectoria que 
corre en línea recta del origen al punto (a, 0), y luego en línea recta de (a, 0) al punto (a, b). 

b) Calcule la integral de línea de £ entre los mismos puntos del inciso a pero vía el punto (0, b). 

c) ¿Por qué las respuestas de los incisos a y b sugieren que E podría ser en efecto un campo eléc- 
trico? 

d) Encuentre el potencial eléctrico, ¢, y calcule grad ¢ para confirmar que E = - grad d. 


Las relaciones entre el campo eléctrico, E, el campo magnético, B, la densidad de carga, p, y la 
densidad de corriente, J, en un punto en el espacio están descritas por las ecuaciones 


div E =4xp, 
Heel DEN 4x 
c ot ( 


donde c es una constante (la velocidad de la luz). 


a) Mediante los resultados del problema 16 de la página 456, demuestre que 


e idvf=0. 
dt 
b) ¿Qué indica la ecuación del inciso a acerca de la carga y la densidad de corriente? Explique 
en términos intuitivos por qué es esto razonable. 
c) ¿Por qué considera que la ecuación del inciso a se llama ecuación de conservación de la carga? 
Un campo vectorial es una fuente puntual en el origen, en tres dimensiones, si apunta siempre 
hacia afuera del origen, su magnitud depende sólo de la distancia al origen y su divergencia es cero 
excepto en el origen. (Tal campo vectorial podría utilizarse para modelar el flujo de fotones que 
sale de una estrella, o el flujo de neutrinos que sale de una supernova.) 


a) Demuestre que v = K(x? + y? +22) 92xi + yj + zk) es una fuente puntual en el origen si 
K>0. 5 
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31. 


32. 


b) Determine la magnitud [|v || de la fuente del inciso a como función de la distancia desde su 
centro. 

c) Calcule el flujo de v a través de una esfera de radio r con centro en el origen. 

d) Calcule el flujo de v a través de una superficie cerrada que no contiene el origen. 


Una propiedad básica del campo magnético B es que rot B =0 en una región donde no hay co- 
rriente. Considere el campo magnético alrededor de un alambre delgado y largo, portador de una 
corriente constante. La magnitud del campo magnético depende sólo de la distancia desde el 
alambre, y su dirección es siempre tangente al círculo alrededor del alambre recorrido en una 
dirección relacionada con la dirección de la corriente por la regla de la mano derecha. Utilice el 
teorema de Stokes para deducir que la magnitud del campo magnético es proporcional al 
recíproco de la distancia desde el alambre. [Sugerencia: Considere un anillo alrededor del alam- 
bre Su frontera tiene dos secciones: un círculo interior y uno exterior.) 


La velocidad de un vórtice que ocurre de manera natural (tornado, tromba, remolino) es una 
función decreciente de la distancia desde su centro, así que el modelo de velocidad angular 
constante del problema 18 de la página 456 es inadecuado. Un vórtice libre que circula alrededor 
del eje z tiene campo vectorial v = K(x? + yyl(-yi + xj ) donde K es una constante. 


a) Dibuje el campo vectorial con K = 1 y el campo vectorial con K=-1. 

b) Determine la velocidad ||v || del vórtice como función de la distancia desde su centro. 

e) Calcule div v. 

d) Demuestre que rot v = 0. 

e) Calcule la circulación de v en sentido contrario al giro de las manecillas del reloj alrededor 
del círculo de radio R en el origen. 

f) Los cálculos de los incisos d y e demuestran que el rotacional de v es O, pero tiene circu- 
lación diferente de cero alrededor de la curva cerrada del inciso e. Explique por qué esto no 
contradice el teorema de Stokes. 
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A REPASO DE LINEALIDAD LOCAL PARA UNA VARIABLE 


PP ————————————_  ————— 


Si hacemos un acercamiento a la gráfica de una función suave de una variable, v= f (x), alrededor del 
punto x = a, la gráfica se asemejará cada vez más a una línea recta y de esta manera llegará a no distin- 
guirse de su recta tangente en ese punto (véase Fig. A. 1.) 


Magnificación f(x) 


La pendiente es 
= aproximadamente 
-— f'(a) Valor real f(x) 


Aproximación 


Tangente 


ii f'(a) (x-a) 


i A A fla) | fía) 
1 
a j 
Figura A.1 Acercamiento en una parte de una función de Figura A.2  Linealización local por la 
una variable hasta que la gráfica esté casi recta. aproximación de la recta tangente. 


La pendiente de la recta tangente es la derivada f'(a), y la recta pasa por el punto (a, f (a)), de modo 
que su ecuación es 


y =f (a) + f(aXx—a). 


(Véase la figura A.2.) Ahora aproximamos los valores de f por los valores de y de la recta tangente, obte- 
niendo el siguiente resultado. 


Aproximación de la recta tangente para valores de x cerca de a 


f(x) = fla) + Saa a) 


Estamos considerando a como fija, de modo que f (a) y f'(a) son constantes y la expresión del lado 
derecho es lineal en x. El hecho de que f sea aproximadamente una función lineal de x cerca de a se 
expresa diciendo que f es localmente lineal cerca de x = a. 


Ejemplo 1 Encontrar la linealización local en x = 2 de la función u de una variable, dado que u (2) = 135 y 
u'(2)= 16. 
Solución Como u (2) = 135 y u'(2)= 16, la aproximación de la recta tangente a u (x) en x = 12 cs 


u(x) = u(2) + u’ (2X{x — 2) = 135 + 16(x — 2) para x cerca de 2. 
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B MÁXIMOS Y MÍNIMOS DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE 


Si f es una función de una varjable y x es un punto en su dominio, decimos que 


e pes un punto crítico de f si f'(p)=00 f'(p) no está definida 

e f tiene un máximo local en un punto crítico, xy, si f(x) < f(x,) para toda x cerca de y 
e f tiene un mínimo local en un punto crítico, xy, si f (x) 2 f(xọ) para toda x cerca de xy 
e ftiene un máximo global en x si f(x) < f(x,) para toda x 


ə ftiene un mínimo global si f(x) 2 f(x) para toda x 


Los extremos globales (es decir, máximos y mínimos globales) sólo pueden presentarse en extremos 
locales o en los puntos extremos de un intervalo (véase Fig. B.3.) Para encontrar extremos locales, 
primero hay que encontrar los puntos críticos. Para encontrar extremos globales, se evalúa la función en 
los puntos críticos y en los puntos extremos del intervalo (si están incluidos). 


4 -— Máximo global 
Máximo local «— Máximo j 
global 3 
DAT 
7 Y Mín y il ' i “— Mínimo global 
ocg ' 
Minimo local k 

! Min. global: x X 0 i 
a h) 12 | ) 3 


Figura B.5 Extremo de fíx)=x” 
restringido a l Sx <2. 


Figura B.3 Extremo local y global 
sobre un intervalo cerrado a < x S b. 


Figura B.4 Extremo de 
F(x) = xi sobre la recta real. 


Las funciones no tienen necesariamente extremos locales o globales; esto depende de la función y 
del dominio en estudio. Por ejemplo f(x) = x? tiene un mínimo local en x = 0, y su mínimo local tam- 
bién es el mínimo global, pero no tiene máximos locales o globales (véase Fig. B.4.). Por otra parte, si 
observamos la misma función en el dominio 1 < x < 2 entonces f tiene un mínimo global en x= | y un 
máximo global en x = 2 (véase Fig. B.5). 


Para encontrar los puntos críticos, resolvemos la ecuación 
f'=0 (o f’ no definida). 


Para determinar si un punto crítico es un máximo local, mínimo local, o ninguno de los dos, utili- 
zamos la prueba de la segunda derivada: 


e Sif'(p)=0y f"(p)< 0, entonces f tiene un máximo local en p. 


e Sif'(p)=0 y f'(p) >0, entonces f tiene un mínimo local en p. 
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C DETERMINANTES 


Presentamos el determinante de una matriz o arreglo de números. Cada arreglo de números de 2 x 2 tiene 
otro número asociado, llamado determinante, que está dado por 


a; a, 
= a,b, - ab}. 
b, b, yz 2-1 


Por ejemplo 


25 


= - —4)=8. 
5 2 (6) - 5H4)=8 


Cada arreglo de números de 3 x 3 también tiene un número asociado, que se llama también determinante, 
y está definido en términos de determinantes de 2 x 2 así: 


Observe que el determinante del arreglo de 2 x 2 multiplicado por a, es el determinante del arreglo 
encontrado al eliminar el renglón y columna que contenga a,. Igualmente, observe el signo negativo del 
segundo término. Un ejemplo está dado por 


2 1-3 E 
0 3- =al -1s seals 0|=205+0 1 (0 (4) + (3) (0 — 12) = 62. 
40 5 


Suponga que los vectores a y b tienen componentes a= aji + aj + ak y b= bii + b,j + bk. 
Recuerde que el producto cruz a x b está dado por la expresión 


axb= (a,b, — ayb, ji + (ayb, — abyj + (a,b, a,b )k. 
Observe que si desarrollamos el siguiente determinante, obtenemos el producto cruz: 
ij k 


a, a, ay | i (a,b, - ab,) - j (a,b; ayb) + k (ab-ab) =d X b. 
b, b, b, 


Los determinantes son una forma útil de calcular el producto cruz. 


D REPASO 
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D REPASO DE INTEGRACIÓN DE UNA VARIABLE 


Definición de la integral de una variable 


La integral de una variable 


h 
fœ) dx 
se define como el límite de sumas de Riemann, que pueden efectuarse de la siguiente manera: dividimos 
el intervalo a < x < b en n subdivisiones iguales, cada una de ancho Ax. Entonces, Ax = (b — a\/n. 
Suponga que Xp, X;, Xz --- , X, SON los puntos finales de las subdivisiones, como en las figuras D.6 
y D.7. Hacemos dos sumas especiales de Riemann: 


Suma por la izquierda = f(x)Ax + f(x )Ax +... + f(x, ¡JAx 


Suma por la derecha = f(x )Ax + f(x,JAx +... + f(x,JAx. 


Para definir la integral definida, tomamos el límite de esas sumas conforme n se va al infinito. 


La integral definida de f de a a b, escrita 


| 00) dx, 


es el límite de las sumas por la izquierda o por la derecha con n subdivisiones, a medida que n se 
hace arbitrariamente grande. En otras palabras, 


Pb Ra ` 
| fx) dx = lím (suma por la izquierda) = lím pa fx) Ax) 


i=0 


a 


h m 
l f(x)dx = lím (suma por la derecha) = lím [$ Fx) Ax) 


Cada una de estas sumas se llama suma de Riemann, f se llama integrando y a y b se llaman 
límites de integración. 


Area = f(Xo)Ax 


Area = f(x JAr 


f(x) 


A=xX0 Xi Xx Xn=b A=xX0 XI X2 Xn =b 


Figura D.6 Suma por la izquierda. Figura D.7 Suma por la derecha. 
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d 
Fx) fix) 
Y J 
A=Xy Ar Xn =b asru Xi W w=h 
Figura D.8 Una suma inferior. Figura D.9 Una suma superior. 


Se obtienen otras sumas de Riemann si se evalúa la función en otros puntos en cada subintervalo, 
no sólo los extremos de la izquierda y la derecha. Gráficamente, esto significa que la gráfica de la fun- 
ción puede cortar ła parte superior de cada rectángulo en cualquier punto, no sólo en los extremos. La 
figura D.8 muestra los rectángulos que están enteramente bajo la curva, resultando un cálculo defectivo 
para la integral que se llama suma inferior. La figura D.9 muestra una suma superior para la misma inte- 
gral. 


Interpretaciones de la integral definida 
Como área 


Si f(x) es positiva puede interpretarse cada término f(xJAx, F(x¡JAx, ... en una suma de Riemann por 
la izquierda o la derecha como el área de un rectángulo. Conforme el ancho de Ax se aproxima a cero, 
los rectángulos se ajustan más exactamente a la curva de la gráfica, y la suma de sus áreas se acerca cada 
vez más al árca bajo la curva, sombreada en la figura D.10. Entonces, se llega a la conclusión de que 


Sifi)20ya<b: 


e b 

Area bajo la gráfica de ; 

J ~ Dr Soodx. 
entre a y b “ 


» o) 
Area = fx) dx 7 


fo 


Area bajo la curva = 
Arca del rectángulo, 
cuya altura es el 
valor promedio 
de f. 


$ 
Valor 
promedio 
de f 
S 
t a h 
u b to (b-a) -7 
Figura D.10 j La integral definida Figura D.11 Área y valor promedio. 
b 
«JCoOdx. 


Com 


La in 


S 
(b-c 


Cuar 


Si fo 
enton: 
regió1 
por el 


Si 


El teorema fi 


Supor 
defini 


Enton 


E 
trarse | 
de inte 


gg 


untervalo, 
de la fun- 
remos. La 
defectivo 
isma inte- 


mann por 
1a a cero, 
erca cada 


de que 


lio 


Apéndice D 489 


Como valor promedio 


La integral definida puede emplearse para calcular el valor promedio de una función: 


Valor promedio l p: 
FO) dx. 


de fentreayb ` p-a 


Si f(x) > 0, puede considerarse el valor promedio de f como la altura del rectángulo con base 
(b — a), y área igual al área bajo la gráfica de f para a < x < b (véase Fig. D.11.) 


Cuando f(x) representa una densidad 


Si f(x) representa una densidad, por ejemplo la densidad poblacional o la densidad de una sustancia. 
entonces puede calcularse la masa total o población total mediante una integral definida. Dividimos la 
región en pequeñas secciones y encontramos la población o masa de cada una al multiplicar la densidad 
por el tamaño de esa sección. Si tomamos un límite, obtenemos 


Si f(x) representa la densidad de una sustancia a Jo largo del intervalo a $ x <$ h, la 


Masa total = l Soda. 


El teorema fundamental del cálculo 


Suponga que f = F'. Como F'(t ) es la rapidez de cambio de F(t ) con respecto a z, y como la integral 
definida de una rapidez de cambio de alguna cantidad es el cambio total en esa cantidad, encontramos que 


b tb 
| -Fddt= | (Rapidez de cambio de F (1))dt = Cambio en F(t) entre a y b = F(b ) - Fa). 


Entonces tenemos 


Teorema fundamental del cálculo 


Si f = F', entonces 


h 
f(t) dt = F(b) — F(a). 


El teorema fundamental puede emplearse para evaluar integrales definidas cuando puede encon- 
trarse una antiderivada, o integral indefinida, para el integrando. El apéndice E contiene un breve tabla 
de integrales indefinidas. 
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Problemas para la sección D 


En los problemas del 1 al 20, encuentre una antiderivada para cada una de las funciones dadas. 


L | (2+2r+- Lar 2. | Li dt 3. | MEL a 
4. | sentdt A cos 2t dt 6. | t dx 
© +l 
T pr tan 0 d0 Va e” 9, | te +! di 
Y 
t 
10, a 11. | == 12. sen? 6 cos O dO 
I l+ +2 © l+ a ` 
E ana 3 (In x)? 
13. | sen 58 cos? 50 dO 14, sen? z cos? z dz 15. o dx 
16. | cos 8 vI + sen O de 17. | xe“ dx 18. | Pedi 
y J 
19. | xlnxdx 20. | l do 
4 Y cos“0 
En los problemas del 21 al 25, encuentre la integral definida por dos métodos (teorema fundamental y 
numéricamente). 
"3 | 10 
2 l x+ DW de 22. | de 23. |. ze=dz 
Orit] s0 
" ni4 r 
24. | sen? OcosO0d0 25. | dx 
y -mMaA 1 Vx 


26. La gráfica dy/dt contra t es la de la figura D.12. Suponga que el área de cada una de las tres regiones 
sombreadas es 2. Dado que y = 0 cuando £ = 0, dibuje la gráfica de y contra f, indicando todas las 
características especiales que la gráfica pudiera tener (alturas, máximos y mínimos, puntos de infle- 
xión, etc.). Ponga especial atención a la relación entre las gráficas. Anote t}, £,, ...., f¿ En el eje! | 


Rapidez de flujo 
(millones de 
galones/día) 
dv/dt 
Flujo de salida 
t Flujo de entrada 
Enero (1993) Abril Juho Octubre Enero (1994) 
Figura D.12 Figura D.13 


! De Calculus: The Analysis of Functions, por Peter D. Taylor, Wall & Emerson, Inc.,Toronto, 1992. 
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28. 


29. 
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La presa Quabbin, ubicada en la parte occidental de Massachusetts, suministra la mayor parte del 
agua para la ciudad de Boston. La gráfica de la figura D.13 representa la entrada y salida de agua 
de esta presa durante 1993, 

a) Dibuje una posible gráfica de la cantidad de agua de la presa como función del tiempo. 

b) ¿Cuándo, durante 1993, era máxima la cantidad de agua de la presa? ¿y mínima? Señale estos 
puntos en la gráfica que dibujó en el inciso a. 

c) ¿Cuándo disminuía con mayor rapidez la cantidad de agua? Señale este tiempo en la figura 
D.13 y en la gráfica que dibujó en el inciso a. 

d) Para julio de 1994, la cantidad de agua de la presa cra casi la misma que en enero de 1993, 
Dibuje gráficas razonables para determinar el flujo de entrada y de salida de la presa para la 
primera mitad de 1994. Explique su gráfica 

La rapidez con la que se consume el petróleo en el mundo aumenta continuamente. Suponga que 

esta rapidez (en miles de millones de barriles por año) está dada por la función r= f (1), donde f se 

mide en años y t=0 es el inicio de 1990. 

a) Escriba una integral definida que represente la cantidad total de petróleo consumido entre el 
inicio de 1990 y el de 1995, 

b) Suponga que r = 32e00% Mediante una suma por la izquierda con cinco subdivisiones, halle un 
valor aproximado de la cantidad total de petróleo consumido entre el inicio de 1990 y el de 
1995. 

c) Interprete cada uno de los términos de la suma del inciso b en términos del consumo de pc- 
tróleo. 

Una barra mide 2 metros de longitud. A una distancia de metros de su extremo izquierdo, la den- 

sidad de la barra está dada por 

p(x) =2 + 6x g/m. 


a) Escriba una suma de Riemann que aproxime la masa total de la barra. 

b) Encuentre la masa exacta por conversión de la suma en una integral. 

La densidad de automóviles (en automóviles por milla) en un tramo de 20 millas de la autopista de 
Pennsylvania puede aproximarse por 


p(x) = 300 (2 + sen (4 y x +0.15). 


donde x es la distancia en millas desde la caseta de cobro de Breezewood. 


a) Dibuje una gráfica de esta función para 0 < x < 20. 

b) Escriba una suma que aproxime el número total de automóviles en este tramo de 20 millas. 

c) Encuentre el número total de automóviles en el tramo de 20 millas. 

Circle City, una metrópoli típica, está densamente poblada cerca de su centro, y su población se redu- 

ce gradualmente hacia los límites de la ciudad. De hecho, su densidad de población es 10 000683 — 1) 

habitantes/(milla cuadrada) a una distancia de r millas del centro. 

a) Si se supone que la densidad de población en los límites de la ciudad es cero, encuentre el radio 
de la ciudad. 

b) ¿Cuál es la población total de la ciudad? 

La densidad del petróleo de un derrame circular en la superficie del océano, a una distancia de r met- 

ros del centro de la mancha, está dada por p (r) = 50/(1 + r) kg/m-. 

a) St la capa se extiende de r=0 a r = 10 000 m, encuentre una suma de Riemann que aproxime 
la masa total de petróleo de la capa. ; 

b) Encuentre el valor exacto de la masa del petróleo de la mancha por conversión de la suma en 
una integral. 

c) ¿A qué distancia r está contenida la mitad del petróleo de la mancha? 
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33. 


H 
N 


38. 


Un modelo exponencial para encontrar la densidad de la atmósfera de la Tierra indica que la si la 
temperatura de la atmósfera fuera constante, entonces la densidad de la atmósfera como función de 
la altura, h (en metros), sobre la superficie del planeta estaría dada por 


ph) = 1.28e0 000124 k g/m?. 


a) Escriba (pero no evalúe) una suma que aproxime la masa de la porción de la atmósfera de h = 
0 a h = 100 m (es decir, los primeros 100 metros sobre el nivel del mar). Suponga que el radio 
de la Tierra es de 6370 km. 

b) Encuentre la respuesta exacta convirtiendo la suma del inciso a en una integral. 


Circula agua en un tubo cilíndrico de | pulgada de radio. Debido a que el agua es viscosa y se 
adhiere al tubo, el caudal medio varía con la distancia desde el centro. La velocidad del agua a una 
distancia de r pulgadas del centro es 10(1 — +?) pulgadas por segundo. ¿Cuál es la velocidad (en pul- 
gadas cúbicas por segundo) a la que el agua circula por el tubo? 


. El reflector que hay tras el faro de un automóvil está hecho en forma de la parábola x = (4/9)w-, con 


una sección circular, como se muestra en la figura D.14. 
a) Encuentre una suma de Riemann que aproxime el volumen contenido por este faro. 
b) Encuentre exactamente el volumen. 


Figura D.14 Figura D.15 


Gire la curva en forma de campana y = ¢ * de la figura D.15 alrededor del eje y, de manera que 
forme un sólido de revolución en forma de montaña. Por rebanadas horizontales, encuentre cl vo- 
lumen de esta montaña. 


. La circunferencia del tronco de cierto árbol a diferentes alturas sobre el suelo está dada en la tabla 


siguiente. 


Altura (pics) 


Circunferencia (pies) 


Suponga que todas las secciones transversales horizontales del tronco son círculos. Estime el volu- 
men del tronco del árbol usando la regla del trapezoide. 


La mayoría de los estados esperan que pronto se agote el espacio para tiraderos de basura. En Nueva 
York, los desechos sólidos se compactan en pilas en forma de pirámide con base cuadrada (la más 
grande de estas pilas está en Staten Island). Una pequeña comunidad tiene una pila cuya longitud 
de base es de 100 yardas. A una yarda de altura sobre la base, la longitud del lado paralelo a la base 
es de 99 yardas; la pila puede formarse hasta una altura vertical de 20 yardas (la parte superior de 
la pirámide nunca se alcanza). Si diariamente llegan 65 yardas cúbicas de basura a la pila, ¿cuánto 
tiempo pasará para que ésta se complete? 
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E TABLA DE INTEGRALES 


Breve tabla de integrales indefinidas 


l. Funciones básicas 


la pa +l +C, ná-l 5. A 
2. tn 6. [|cosxdx=senx+C 
3. lo dx = qe +C sli ¡CEPA [cos x| + C 
4, cede xInx-x+C, x>0 


Il. Productos de e*, cos x y sen x 


e* sen(bx) dx = a Na seníbx) — b cos(bx)] + C 
à a + b? 
9. | ett cos(bx) dx = l 
& +b? 


e? [a cos(bx) + seníbx)] + C 


10. 


sen(ax) sen(bx) dx = p [a cos(ax) sen(bx) ~ b sen(ax) cos (b0]+C, urb 
pa 


a [b costax) seníbx) — a sentax) cosíbx))+C€, a+b 


12. 


| 
A 
11. cosí(ax) cos(bx) dx = EJE 


sentax) cosíbx) dx = 5 5 [b sen(ax) sen(bx) + a cos(ax) costbx)] +C, a+b 
J “ay” 


Ill. Producto del pollnomio p(x) con In x, e¥, cos x, sen x 


13. |x” In xdx=— "+! jiga l y +C, né-l, x>0 
(n + 1) 
14. | poe dx= + paxes —- ga PU) ee dx 
r a ad 
= L pwen zaar p'e + LA pre... 
a a~ a? 
(+=+-=...) (los signos se alternan) 
| 
15. | pœ) sen ax dx =- Aa p(x) cos ax + 5 fzo cos ax dx 
5 ( 
=- > p(x) cos ax + Lo sen ax + Ll PX) COS (X=: 
ar ( 
(++--++...) (los signos se alternan en pares después del primer término) 
16. į p(x) cos ax dx = tpo sen ax — -i p'O sen ax dx 


| | ] 
= — p(x) sen ax + — p'(x) cos ax — — p"(x) sen ax —: 
a a* a 


++ +=...) (los signos se alternan en pares) 
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IV. Potencias enteras de sen x y cos x F REPASC 


| n—l 
17. | sen”y dx = = — sen” lw ecos w + 


j n n 


| sena dy, n positiva 


( | ] f Cor 
8- , E 
18. | costx dx = — cos” -lw sena + | cos" axd, n positiva tom 
n MELT i E 
COS X m-?2 e . 
19. Í dx= 9 | dx, ml, m positiva Uni 
d, sen” x m-l ose ly m-t 4 sen"? y tia 
| COS x)— 1 
20, (PEE |a C mer 
Y seny 2 (cosx) + l 
1 l sen x m-2 l me otri „r 
21. | dx = — + dx, ml, m positiva Distribució 
, cos”! x m—1 cosmo! y m=1l 4 cos- iN 
l | (sen x) + 1 
22 dx = — ln | ~ +C 
Cost 2 (sen x) — 1 TABLA I 


edades en 


23, sen” y cos” x dx: Si mes non, sea w = cos x. Sin es non, sea w = sen x. Sim y n son pares y pos- 


Grupo 
itivos, convierta todo a sen x o todo en cos x (usando sen” y + cos? x = 1), y utilice IV-17 o 1V-18. El 
Sim y n son pares y una de ellas es negativa, convierta a la función que aparezca en el denominador 
y utilice IV-19 o 1V-21. El caso en el que m y n son pares y negativas se omite. 0- 

20- 
nu. . 40- 
V. Cuadrático en el denominador 60 
| | Xx Más de 
24, | 5 -dx=— arctan >+ C,a #0 
xo + ar a a 
z x ' X 
25. bx RL AE a C, axb 
ox as 2 a a 
| l las 
26. ¡ts Inlx—al-Inlx-b)+C, axb 
Y (x+a) (x—b) a-b Ga | | D un / 
+d | barr 
27, | “EYES dy — |(ac + d) In |x- a|- (be +d ln|xx-b|| +C, a#b. 
¿+ (x +a) (xb) a-b | In] lal 216] ] Sup 
Par 
debi 


VI. Integrandos con va? + x?, Va? — x?, Vx? -a?,a > 0 
Ejemplo 1 En 


28. 


V $ 
== dix = aresen — + C b 
Vat =x A ) 


29. j dx= In w +y +a? + C, ls 
Vit a? 5 
30 ze O Pp | l y ) G ERS 
30. [Va ta d= hay e Ha | a dx] + 
. DA Va? + y? j b) 
+ z. ý AN 
313 [e al dx= s (hiva a e| 3 k> dx) +C 
4 24 Va ? / 


1- du 


ares y pos- 
[7 o TV-18, 
nominador 


Apéndice F 495 


F REPASO DE FUNCIONES DE DENSIDAD Y PROBABILIDAD 


Comprender la distribución de varias cantidades en la población puede ser importante para quienes 
toman decisiones. Por ejemplo, la distribución del ingreso proporciona información útil acerca de la 
estructura económica de una sociedad. En esta sección veremos la distribución de edades en Estados 
Unidos. A fin de asignar fondos para la educación, salud pública y seguridad social, el gobierno necesi- 
ta saber cuántas personas hay cn cada grupo de edad. Veremos cómo se representa esta información 
mediante una función de densidad. 


Distribución de edades en Estados Unidos 


% de población 


TABLA F.1 Distribución de por año de edad 


edades en Estados Unidos en 1990. 


15% 
Grupo de Porcentaje de 

edad población total L 

0-20 30% 
20-40 31% 0.5% 
40-60 24% 

edil 
60-80 14% 20 3) 60 KO 100 
Más de 80 


Figura FI6 Cómo se distribuyeron las edades en 
Estados Unidos en 1990. 


Suponga que tenemos la información de la tabla F. 1, que muestra cómo estaban distribuidas en 1990 
las edades de la población de Estados Unidos. Para representar gráficamente esta información utilizamos 
un histograma, colocando una barra vertical sobre cada grupo de edad, de manera que el área de cada 
barra representa el porcentaje de ese grupo de cdad. El área total de todos los rectángulos es 100% = 1. 
Supongamos que no hay personas de más de 100 años, así que el último grupo de edades es de 80 a 100. 
Para el grupo de 0 a 20, la base del rectángulo cs 20 y deseamos que el área sea 30%. así que la altura 
debe ser 30%/20 = 1.5%. Observe que el eje vertical se mide en porcentaje/año (véase Fig. E.16.) 


Ejemplo 1 En 1990, ¿qué porcentaje de la población de Estados Unidos tenía 


Solución 


a) entre 20 y 60 años? 
b) menos de 10 años? 
c) entre 75 y 80 o entre 80 y 85 años? 


a) Sumamos los porcentajes, así que 31% + 24% = 55%. 

b) Para encontrar el porcentaje con menos de 10 años podríamos suponer, por ejemplo, que la 
población estaba distribuida de manera uniforme en el grupo de O a 20. (Esto significa que 
suponemos que nacieron niños a una tasa más bien constante en los últimos 20 años, lo que es pro- 
bablemente razonable.) Si hacemos esta suposición, entonces podemos decir que la población 
menor de 10 años era casi la mitad de la del grupo de 0 a 20, es decir, 15%. Observe que se obtiene 
el mismo resultado si calculamos el área del rectángulo de O a 10 (véase Fig. F.17.) 

c) Para encontrar la población entre 75 y 80 años, como 14% de estadounidenses en 1990 estaba en el 
grupo de 60 a 80, podría aplicarse el mismo razonamiento y decir que 1/4(14%) = 3.5% de la 
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% de población 
por año de edad 


0.5% 


10 20 40 60 758085 100 


Figura F.17 Edades en Estados Unidos en 1990 varios subgrupos (para el ejemplo 1). 


población estaba en este grupo de edad. Este resultado está representado como un área en la figura 
F.17. La suposición de que la población estaba distribuida de manera uniforme no vale para este 
caso; ciertamente había más personas entre 60 y 65 años que entre 75 y 80. Por lo tanto, la esti- 
mación de 3.5% seguramente es demasiado alta. 

Si usáramos otra vez la suposición (falsa) de que las edades de cada grupo estaban distribuidas 
de manera uniforme, encontraríamos que el porcentaje entre 80 y 85 era 1/4(1%) = 0.25% (véase 
Fig. F.17.) Esta estimación también es incorrecta, porque había sin duda más personas en el grupo 
de 80 a 85 que, por ejemplo en el grupo de 95 a 100, y por eso la estimación de 0.25% sería dema- 
siado baja. Además, aun cuando el porcentaje entre 80 y 85 fuera en verdad menor que el de 75 a 
80 años, la diferencia entre 0.25% y 3.5% (un factor de 14) es desproporcionada. Cabe esperar que 
la transición de un grupo de edad al siguiente sea más uniforme y más gradual. 


Corrección del histograma 


Podrían obtenerse mejores estimaciones si hubiera grupos de edad más pequeños (cada grupo de la figu- 
ra F.16 es de 20 años, que es muy grande) o si el histograma fuera más liso. Suponga que tenemos los 
datos más detallados de la tabla F.2, que llevan al nuevo histograma de la figura F.18. 

A medida que obtengamos información más detallada, la silueta superior del histograma se hace 
más lisa, pero el área de cualquiera de las barras todavía representa el porcentaje de la población de ese 
grupo de edades. Imagine, en el límite, sustituir la silueta superior del histograma por una curva suave 
de manera tal que el área bajo la curva sobre un grupo de edades es la misma que el área del rectángulo 
correspondiente. El área total bajo toda la curva es otra vez 100% = 1 (véase Fig. F.18.) 


La función de densidad de edades 


Si res la edad en años, se define p(t), la función de densidad de edades, como una función que “alisa” 
el histograma de edades. Esta función tiene la propiedad de que 


Á rea baj b 
Fracción de población  _ | n o Z | (dt 
entre edades a y b TH REAA Rn S Joppa 
entre a y b 


Si a y b son las edades mínima y máxima posibles (por ejemplo a = 0 y b = 100), de modo que las edades 
de toda la población se encuentren entre a y b, entonces 


b 100 
l pdt = y pítdt= 1. 


TABLA F 
Unidos en 


Grupo í 
edad 


0-10 
10-2 
20-3( 
30-4 
40-51 
50-61 
60-71 
70-8 
80-9 
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TABLA F.2 Edades en Estados 
Unidos en 1990 (más detalladas) 


Areas sombreadas iguales, 
de modo que el área bajo la curva = 


a % de població área del rectángul 
Grupo de Porcentaje de Ca ia A — 10 
edad población total ] 
cor IS Z s 
0-10 15% 1.5% SY 
10-20 15% 
20-30 16% 10% FP 115% 16% 
15% 

30-40 15% 
40-50 13% 0.5% 
50-60 11% 
60-70 9% edad 
70-80 5% 10. 20 30 40 50 60 70 80 90 
80-90 1% A ; i . 

Á Figura F18  Alisamiento del histograma de edades. 

¿Qué indica la función de densidad p de edades? Observe que no hemos hablado acerca del sig- 


nificado de p(t) en sí, sino sólo de la integral E p(Odt. Veamos esto con un poco de más detalle. 
Supongamos, por ejemplo, que p(10) = 0.015 = 1.5% por año. Esto no indica que 1.5% de la población 
tiene precisamente 10 años de edad (donde 10 años quiere decir exactamente 10, no 10 1/2, no 10 1/4, 
ni 10.1), pero p(10) = 0.015 indica que para algún pequeño intervalo Af alrededor de 10, la fracción de 
la población con edades en este intervalo es aproximadamente p(10) Ar = 0.015 Af. Observe también 
que las unidades de p(t) son % por año, así que p(t) debe multiplicarse por años para obtener un por- 
centaje de la población. 


La función de densidad 


Para generalizar la idea de la distribución de edades, veamos una función de densidad general. 
Supongamos que nos interesa la forma en que cierta característica, x, está distribuida en una población. 
Por ejemplo, x podría ser la estatura, edad, o potencia en watts, y la población podrían ser personas. o 
cualquier conjunto de objetos como por ejemplo bombillas cléctricas. Entonces definimos una función 
de densidad general con las siguientes propiedades: 


La función, p(x), es una función de densidad si 


Fracción de población Área bajo 
para la que x está la gráfica de p 


pdx. 
entre a y b entre a y b i 


| px)dx=1 y  p(x)20 para toda x. 


La función de densidad debe ser no negativa si su integral siempre da una fracción de la población. 
También, la fracción de la población con x entre —>o € es es 1, porque toda la población tiene la carac- 
terística x entre — y co, La función p(t) empleada para alisar el histograma de edades satisface esta 
definición de una función de densidad, No asignamos un significado al valor de p(x) solo, sino que más 
bien interpretamos p(x) Ax como la fracción de la población con la característica en un corto intervalo 
de longitud Ax alrededor de x. 
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Ejemplo 2 La gráfica de la figura F.19 muestra la distribución del número de años de educación completados por 
adultos en una población. ¿Qué indica la gráfica? 


% de población 
por año de educación 


pit) 
A t (años de educación) 
8 12 16 fa 
Probabilid. 
Figura F.19 Distribución de años de educación. 
Su 
mc 
Solución El hecho que la mayor parte del área bajo la gráfica de la función de densidad está concentrada en dos bil 
jorobas, centradas en 8 y 12 años, indica que la mayoría de la población pertenece a uno de dos grupos, la 
los que egresan de la escuela después de terminar aproximadamente 8 años, y los que terminan 12 años. pal 
Hay un erupo más pequeño de personas que terminan alrededor de 16 años de estudios. pal 
Con frecuencia, la función de densidad se aproxima mediante fórmulas, como en el siguiente ejemplo. 
f 
| 
Ejemplo 3 Encontrar fórmulas razonables que representen la función de densidad para la distribución de edades en 
Estados Unidos, suponiendo que la función es constante en 1.5% hasta la edad de 40 y luego cac lincal- La median 
mente. 
Co 
Solución Necesitamos construir una función lineal con pendiente descendente desde la edad de 40, de manera | me 
ii 00 a à 
tal que p(40) = 1.5% por año = 0.015 y que h Y y(0dt = 1. Suponga que b es como en la figura F.20. | 
Puesto que La 


40 100 
A pdt + la plOdt= 40 (0.015) + al (0.015b= 1, 


’ 100 
| A pdt = 


' 
tenemos 


Aus. b = 0.4, dando b = 53.3. 


Entonces la pendiente de la recta es —0.015/53.3 = -0.00028, así que para 40 <1< 40 + 53.3 = 93,3, 


p(t) — 0.015 =-0.00028(1 — 40), | 
p(1) = 0.0262 — 0.00028+. | 


Ejemplo 4 En 


Según esta forma de suavizar los datos, no hay nadic mayor de 93.3 años. 


tados por 


da en dos 
S grupos, 
112 años. 


sjemplo. 


dades en 
ae lineal- 


>` manera 
ura F.20. 


93.3, 
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% de población p(t) = 0.015 aquí 
por año de edad y 


1.5% 


iS de 


t (edad) 


bh ———=>1100 


Figura F20 Función de densidad por edades. 


Probabilidad 


Suponga que escogemos al azar una persona de entre la población de Estados Unidos, y nos pregunta- 
mos cuál es la probabilidad de que la persona tenga entre 60 y 65 años de edad, por ejemplo. La proba- 
bilidad, o posibilidad, de que la persona se encuentre en cierto grupo de edades es igual a la fracción de 
la población de ese grupo de edades. Considere la función de densidad p(/ definida en la página 496 
para describir la distribución de edades en Estados Unidos. Podemos emplear la función de densidad 
para calcular probabilidades como sigue: 


Probabilidad de que 
una persona tenga 
edad entre a y b 


Fracción de la población 


con edad entre a y b 


La mediana y la media 


Con frecuencia es útil dar un valor “promedio” para una distribución. Dos medidas de uso común son la 
mediana y la media. 


La mediana 


Una mediana es un valor 7 tal que la mitad de la población tiene valores de x menores que (0 
igual a) T, y la mitad restante, valores de x mayores que (o iguales a) T. Entonces, una mediana 
T satisface 


T 
j pdx = 0.5, 


donde p es la función de densidad. En otras palabras, la mitad del área bajo la gráfica de p está a 
la izquierda de T. 


Ejemplo 4 Encontrar la edad mediana en Estados Unidos en 1990, usando la función de densidad de edad dada por 


0.015 para0<rt<40 


p(t) = 
0.0262 — 0.000281 para 40 < t $ 93.3. 


Solución Deseamos encontrar el valor de T tal que 
T T 
| plodt = 4 pt dt = 0.5. 
y = J 


Como p(t) = 1.5% hasta la edad de 40, tenemos 


a AN Tr IO ta 
Mediana = T = = 33 años. 
1.5% 
(Véase Fig. F21). w 
Zo de población 
por año de edad Mediana 


1.5% 
50% Now 
E AE 


33 


Figura F21 Mediana de la distribución de edades. 


pc Área= p(1At 


ro ori As 


Figura F22 El área sombreada es el porcentaje de población con edad entre 1 y 1 + At 


La media 


Otro valor promedio que se emplea comúnmente es la media. Para encontrar la media de N números se 
suman los números y se divide la suma entre N. Por ejemplo, la media de los números Ł, 2, 7 y 10 es 
(1 +2+7+ 10)/4 = 5. La edad media de toda la población en Estados Unidos está, por lo tanto, defini- 
da como 
Y edades de todas las personas en Estados Unidos 
Número total de personas en Estados Unidos 


Calcular directamente la suma de todas las edades sería una tarea abrumadora; se aproximará la 
suma mediante una integral. La idea es “cortar en rebanadas” el eje de la edad y considerar las personas 
cuya edad esté entre £ y t + At. ¿Cuántas son? 

El porcentaje de la población entre t y t + At es el área bajo la gráfica de p entre estos puntos, que 
se aproxima bien por el área del rectángulo, p(t )At (véase Fig. F.22.) 

Si el número total de personas de la población es N, entonces 


Número de personas con edad 


= (DAI. 
entre t y t + At PDA 
La edad de todas estas personas es aproximadamente t: 
Suma de edades d ; 
uma de edades de personas = Ip(1) MN. 


entre la edad de t y t + AT 


P 


P 
sc 


fu 


Ejemplo 5 El 


Solución Li 


m 


an 


At 


meros se 
7 y 10es 
o, defini- 


cimará la 
personas 


ntos, que 
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Por lo tanto, al sumar y factorizar N resulta 


/ y 
Suma de las edades de todas las personas = (Ema) N. 


En el límite, a medida que Aż se reduce a 0, la suma se convierte en una integral, así que como aproxi- 
mación, 
y 


100 
Suma de las edades de todas las personas = (| 5 ptr) N. 


Por lo tanto, con N igual al número total de personas en Estados Unidos v suponiendo que ninguna per- 
sona tenga más de 100 años, 


Media de edad = 


100 
Suma de edades de todas las personas en Estados Unidos 
N = tpítdt. 


Puede presentarse el mismo argumento para cualquier función de densidad p(x)*. 


Si una cantidad tiene función de densidad p(x), 


Valor medio de la cantidad = ] xpGodx 


Se puede demostrar que la media es el punto del eje horizontal donde la región bajo la gráfica de la 
función de densidad, si estuviera hecha de cartón, quedaría en equilibrio. 


Ejemplo 5 Encontrar la edad media de la población en Estados Unidos; use la función de densidad del ejemplo 4. 


Solución Las fórmulas aproximadas para p son 


0.015 para0<1S40 
0.0262 — 0.00028:1 para 40 < t < 93.3. 
Mediante estas fórmulas calculamos 


p(t) = 


£ 100 40 f 93.3 
Edad media = | à tp(t) dt = f t(0.015) dt + | z 1(0.0262 — 0.000281) dr 
y 4l 
, [40 y 133 A 933 
=00152+| +002602 | -0.00028 E] =35 años. 
2 lo 2 |40 2 |40 


La media se muestra en la figura F.23: 


% de población 
por año de edad 


pít) 


Media: = punto de equilibrio 
Figura F23 Media de la distribución por edades. 


* Siempre y cuando todas las integrales impropias en cuestión converjan. 
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Distribuciones normales Solución» q 
¿Cuánta lluvia espera que caiga en su ciudad este año? Si una persona vive en Anchorage, Alaska, la 
respuesta sería algo cercana a las 15 pulgadas (incluyendo la nieve). Por supuesto, no hay que esperar 
que caigan exactamente 15 pulgadas de nieve; algunos años habrá más de 15 pulgadas, otros menos, pero 
en casí todos los años la cantidad de lluvia estará cerca de las 15 pulgadas, y sólo por excepción estará 
muy por encima o por debajo de las 15 pulgadas. ¿Qué aspecto tiene la función de densidad para la Iu- 
via? Para contestar esta pregunta observemos los datos de precipitación pluvial acumulados a lo largo de 
muchos años. Esta información describe una curva en forma de campana, con un pico o máximo en 15 t 
pulgadas, y pendientes hacia abajo aproximadamente simétricas a cada lado. Éste es un ejemplo de una 
distribución normal. 
Las distribuciones normales se emplean con frecuencia para hacer modelos de fenómenos reales, 
desde calificaciones en un examen hasta el número de pasajeros de una aerolínea en determinado vuelo. 
Una distribución normal se caracteriza por su media, u, y su desviación estándar, O. La media indica 
dónde están concentrados los datos: la ubicación del pico central. La desviación estándar indica qué tan 
apretadamente están concentrados los datos alrededor de la media. Un valor pequeño de ø nos dice que 
los datos están cerca de la media; una O grande, que están muy dispersos. La fórmula para una distribu- 
ción normal es como sigue. 


Una distribución normal tiene una función de densidad de la forma 


pS A 1/00") 
ovV2x E 


donde 4 es la media de la distribución y øg es la desviación estándar, con © > 0. £ 


p(x) = 


El factor de 1/(o Y 27) frente a la función está ahí para hacer que el área bajo su gráfica sea igual a 1. 
Que el factor V27 aparezca es uno de los descubrimientos realmente notables de las matemáticas. 
Para hacer un modelo de la cantidad de Huvia en Anchorage, empleamos una distribución normal 


con u = 15. La desviación estándar puede calcularse a partir de los datos; se tomará como 1 (véase Fig. 
F24). 


15, 75) 


5 


f 2 
MA) = -= 15 NR 
pa) = a EC 


13 15 17 Problema: 
Figura F.24 Distribución normal con 4=15y0=1. 


En el siguiente ejemplo verificaremos que, para una distribución normal, cierto porcentaje de los 
datos están siempre dentro de cierto número de desviaciones estándar a partir de la media. 


Ejemplo 6 Para la cantidad de lluvia en Anchorage, utilizar la distribución normal con la función de densidad 


l -(x-15}°/2 
x) = —— E E, 
po) Tk 


para calcular la fracción de los años con cantidad de luvia entre 


a) 14 y 16 pulgadas b) 13 y 17 pulgadas c) 12 y 18 pulgadas. 


e, Alaska, la 
' que esperar 
menos, pero 
əpción estará 
d para la llu- 
a lo largo de 
áximo en 15 
mplo de una 


renos reales, 
inado vuelo. 
nedia indica 
dica qué tan 
nos dice que 
Ina distribu- 


ea igual a 1. 
tatemáticas. 
:1ión normal 
(véase Fig. 


taje de los 


sidad 


Solución 


a) La fracción de los años con precipitación anual entre 14 y 16 pulgadas es f 
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14 ME 


ly — 152 


Como no hay antiderivada clemental para e 
Su valor es de alrededor de 0.68. 


, encontramos numéricamente la integral. 


E e : 16 
Fracción de años con lluvia | l 


—— e ISR dy = 0.68. 
entre 14 y 16 pulgadas i ai 


14 21 


b) Al evaluar otra vez numéricamente la integral, obtenemos 


17 
Fracción de años con lluvia >, s 
‘ ; = ec MIST dx = 0.95. 
i 


entre 13 y 17 pulgadas 


c) En forma análoga, 


m 5 : 18 
Fracción de años con lluvia | | 


„it-157/2 x = (0.997. 
entre 12 y 18 pulgadas ¿204 3 


Como 0.95 está tan cerca de 1, esperamos que siempre la precipitación esté entre 13 y 17 pulgadas 
por año. 


Observe que, en el ejemplo anterior, la desviación estándar es de 1 pulgada, así que la lluvia entre 


14 y 16 pulgadas al año está dentro de una desviación estándar de la media. De igual manera, la Huvia 
entre 13 y 17 pulgadas está dentro de 2 desviaciones estándar de la media, y la lluvia entre 12 y 18 pul- 
gadas está dentro de 3 desviaciones estándar de la media. Las fracciones de las observaciones dentro de 
una, dos y tres desviaciones estándar de la media calculadas en el ejemplo anterior se cumplen para 
cualquier distribución normal. 


Reglas prácticas para cualquier distribución normal 


e Alrededor del 68% de las observaciones están dentro de una desviación estándar de la media. 
e Alrededor del 95% de las observaciones están dentro de dos desviaciones estándar de la media. 


e Más del 99% de las observaciones están dentro de tres desviaciones estándar de la media. 


Problemas para la sección F 


En los problemas 1, 2 y 3, dibuje gráficas de una función de densidad que pueda representar la distribu- 
ción de ingreso en una población con las características dadas. 


Y NN 


Una clase media numerosa. 

Clases media y superior pequeñas y muchos pobres. 

Clase media pequeña, muchos pobres y muchos ricos. 

Un gran número de personas toman un examen estandarizado y obtienen calificaciones descritas 
por la función de densidad p graficada en la figura F.25. ¿Implica la función de densidad que la 
mayoría de las personas obtuvo una calificación cercana a 50? Explique por qué sí o por qué no. 


% de estudiantes por % de la OS de la Tierra 
calificaciones de examen por milla de elevación 


ER E Ñú ificación , 
10 20 30 40 so 60 70 €e! examen ET EAT: 


elevación (millas) 


Figura F25 Función de densidad Figura F.26 
de calificaciones de examen. 


5. La figura F.26 muestra la distribución de elevación, en millas, en toda la superficie terrestre. Una 
elevación positiva denota tierra sobre el nivel del mar; una negativa, muestra tierra bajo el mar (es 
decir, el lecho oceánico). 


a) Describa verbalmente la elevación de la mayor parte de la superficie terrestre. 
b) Aproximadamente, ¿qué fracción de la superficie está bajo el nivel del mar? 


6. Considere un péndulo que oscila en un ángulo pequeño. La coordenada x del peso se mueve entre - 
a y a, como se muestra en la figura F.27. 


a) Dibuje la función de densidad para la ubicación de la coor- 
denada x del peso del péndulo (es decir, desprecie el 
movimiento hacia arriba y abajo). Para hacer esto, imagine 
una cámara que toma fotografías del péndulo en instantes al 


| E 
t 
A 


azar. ¿En dónde es más probable que se encuentre el peso? O Fan 
¿Y menos probable? [Sugerencia: Considere la velocidad del Ta E 
péndulo en puntos diferentes de su trayectoria. ¿Es más pro- 


bable que la cámara tome una fotografía del peso en un punto YI — Gi 

de su trayectoria donde se mueva rápidamente, o donde se -a 0 a 
ante? 1 

mueva lentamente?] Figura F. 27 


b) Ahora dibuje la función 


-4< X<; 


f(0)= y nva 
| 0 |x| > a. 


¿Cómo se compara esta gráfica con la dibujada en el inciso a? 
c) Si se supone que la función dada en el inciso b es la función de densidad para el péndulo, ¿qué 
valor esperamos para la siguiente integral? 


d 


l 


— dx 
J-a mya? — x? 


Compruebe esto mediante el cálculo de la integral. 


d) ¿Parece razonable, físicamente hablando, que f(x) “estalle” en a y —a? Explique su respuesta. 


ón (millas) 


estre, Una 
el mar (es 


ve entre - 


ulo, ¿qué 


>spuesta. 
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7. Se piensa que las calificaciones de cociente de inteligencia (IQ) están normalmente distribuidas con 


una midia de 100 y desviación estándar de 15. 


a) Escriba una fórmula para encontrar la distribución de densidad de calificaciones de IQ. 
b) Estime la fracción de la población con IQ entre 115 y 120. 


Demuestre que el área bajo la gráfica de la función de densidad de la distribución normal 


(r-15)/2 


| 
Mx) =- eE 
v2T 
cs I. Esta función no tiene antidcrivada elemental, por lo que debe hacerse numéricamente. En la 
solución debe dejarse en claro cuáles límites de integración se usaron. 


a) Con calculadora o computadora, dibuje gráficas de la función de densidad de la distribución 
normal 


l 3 1 
p(x) =- DERN a-u) 
ov2x 
i) Para u fija (por ejemplo u = 5) y ø variable (por ejemplo o= 1, 2, 3). 
ii) Para u variable (por ejemplo U = 4, 5, 6) y ø fija (por ejemplo o = 1) 


b) Explique cómo es que las gráficas confirman que ¿es la media de la distribución y que g mues- 
tra qué tan cercanamente está concentrada la información alrededor de la media. 


Sea v la velocidad, en metros/segundo, de una molécula de oxígeno, y sea p (1) la función de den- 
sidad de la distribución de velocidad de moléculas de oxígeno a la temperatura ambiente. Maxwell 
demostró que 


PQ) E ateo RKT, 
donde k = 1.4 x 107? es la constante de Boltzmann, 7 la temperatura en Kelvins (a temperatura 
ambiente, T = 293), y m = 5 x 107% la masa de la molécula de oxígeno en kilogramos. 


a) Encuentre el valor de a. 

b) Estime la velocidad mediana y la media. Encuentre el máximo de p(v). 

c) ¿Cómo cambian sus respuestas del inciso b para la media y el máximo de p»), a medida que T 
cambia? 
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G REPASO DE COORDENADAS POLARES 


Ejemplo 1 


Solución 


Las coordenadas polares son otra manera de describir puntos en un plano xy. Las coordenadas x y y 
pueden considerarse como instrucciones de cómo llegar al punto. Para llegar al punto (1, 2) se avanza | 
unidad horizontalmente y 2 unidades verticalmente. Las coordenadas polares pueden considerarse en la 
misma forma. Hay una coordenada r, que indica cuánto avanzar a lo largo de la línea que se extiende 
desde el origen hasta el punto, y una coordenada 6, que es un ángulo, y nos indica el ángulo que hace la 
línea con el eje positivo de las x (véase Fig. G.28.) 


rcos0 55 


Figura G.28 Coordenadas polares. 


Dar las coordenadas polares de los puntos (1, 0), (0, 1), E1, 0) y (1, 1). 


Para llegar al punto (1, 0) avanzamos 1 unidad a lo largo del eje horizontal, de modo que su coordena- 
da res 1 y su coordenada 0 es 0, porque avanzamos a lo largo del eje x. 

El punto (0, 1) está también a una unidad del origen, por lo que partimos igual que antes, avanzan- 
do I unidad a lo largo de la línea. Luego recorremos el círculo de radio 1 en un arco de 77 /2 para llegar 
al punto (0, 1). Por lo tanto, r= 1 y 0= 7/2. 

El punto (1, 0) también tiene coordenada r igual a 1, pero esta vez tenemos que recorrer la mitad 
del círculo para llegar ahí, de modo que su coordenada 0 es 7. 

El punto (1, 1) está a una distancia de y2 del origen, y la recta del origen al punto hace un ángulo 
de 7/4 con la línea horizontal. Por lo tanto, tiene coordenada r igual a v2 y coordenada 0 igual a 77 /4. 
Véase la figura G.29. 


Figura G.29 Cuatro puntos que muestran las 
coordenadas cartesianas y polares. 


Ejemplo 2 | 


Solución  . 


Problema. 
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Conversión entre coordenada polares y cartesianas 


AA MA 

Suponga que un punto tiene coordenadas cartesianas (x, y). Véase la figura G.28. La distancia r al punto 
das x y y desde el origen es la longitud de la hipotenusa, que es yx? + y? por el teorema de Pitágoras. El ángulo 
avan z 1 8 con la mitad positiva del eje x satisface tan 0 = y/x. 


arse en la Por otra parte, si tenemos r y 6, entonces por trigonometría podemos ver que x = r cos O y y= r sen 6. 
: extiende 


te hace la Relación entre coordenadas polares y cartesianas 


x=rcos O r= vil y? 


y =rsen 0 tan O= y/x. 


Ejemplo 2 Dar las coordenadas cartesianas de los puntos con coordenadas polares (2, 371: /2) y (2, 1). 


Solución Ambos puntos tienen coordenada r igual a 2, de modo que están a 2 unidades del origen. El primero tiene 
coordenada 0 igual a 37/2, que es 3/4 de una revolución completa, de modo que está a 3/4 alrededor del 
círculo de radio 2, en (0, —2). 
El segundo punto tiene coordenada O igual a 1. De las fórmulas anteriores vemos que 


x=2c081=1.0806 y y=2 sen I= 1.6830 


ordena- 
wanzan- .. 
NE a Problemas para la sección G 
ra llegar 
la mitad 
Para los problemas del 1 al 7, dé coordenadas cartesianas para los puntos con las siguientes coordenadas 
i ángulo polares (z 6). Los ángulos se miden en radianes. 
la r/. 
i 1 1,0) 2. (0,1) 3. (2,7) 4. (V2, 57/4) 
5. (5,-7/6) 6. (3, 7/2) 7. (1,1) 


Para los problemas del 8 al 15, dé coordenadas polares para los puntos con las siguientes coordenadas 
cartesianas. Seleccione 0 < 0 < 27. 


$ (1,0) 9. (0,2) 10. (1,1) He (=L, 1) 
12. (=, 3) 13. (0.2, 0.2) 14. (3,4) 15. (3,1) 


16. Todo punto del plano se puede representar por un par de coordenadas polares, pero, ¿las coorde- 
nadas polares (1, 0) estarán determinadas de manera única por las coordenadas cartesianas (x, y)? 
Dicho de otra manera, para cada par de coordenadas cartesianas, ¿hay un par y sólo uno de coorde- 
nadas polares para ese punto?, ¿por qué sí?, ¿por qué no? 


| 


Sección 11. 
1 a) 80-90 
b) 60-72 
c) 60-10 
11 a) Decre 
b) Crecie 
15 Media lon 
locidad or 


Sección 11. 

1 B, B, B 

3 (1, -1, - 
abajo. 

9 Cilindro d 
eje x 

11 Q 

13 (1.5, 0.5,- 

15 (4,2,7) 

19 (x-1P+ 

+ (2: 


Sección 11. 
1. a) Decre 
b) Aume 


3 a) Tazón 
b) Crece 
c) Plato 
d) Tazón 
e) Plato 

Sal 
b) V 
o IV 
d) H 
e) M 

9 b) xcrec: 


Sección 11. 
ll a A 
b) B 
c) A 
23 a) (ID 
b) 0 
c) (V) 


RESPUESTAS A PROBLEMAS 
Sección 11.1 d M Repaso del capítulo 11 
1 a) 80-90° F Y 1 Recta vertical que pasa por 
b) 60-722 F 27 a) (ID (Œ) (2,1,0) 
c) 60-100° F b 00D) 


11 a) Decreciente 
b) Creciente 

15 Media longitud de onda de la ve- 
locidad original = 2 asiento/seg. 


Sección 11.2 
1 B, B, B 


3 (1, =1, -3); Frente, izquierda, 
abajo. 


9 Cilindro de radio 2 a lo largo del 
eje x 
10 
13 (1.5, 0.5, —5) 
15 (4,2,7) 
19 (x- 1) +(y-2) 
+ (2-39 =25 
Sección 11.3 


1. a) Decrece 
b) Aumenta 


¡as 


a) Tazón 
b) Crece 
c) Plato 
d) Tazón 
e) Plato 
S a) I 
b V 
c) IV 
d) II 
e) M 


9 b) x creciente 


Sección 11.4 
lla) A 
b) B 
c) A 
23 a) (ID 
b) (1 
c) (V) 


c) (1D (G) 

29 æ+ P> 1: creciente 
œ+ B= 1: constante 
æ+ B< 1: decreciente 

Sección 11.5 

1 Az=0.4; 

3 fæ, y)=2-}- x-4 y 
5 2=4+3x+ y 

7 No 

9 f(x y) =2x-0.5y + 1 

11 — 1.0 

13 f(x, y)=3-2x+3y 

19 a) no 
b) no 
c) no 
e) 0.5 de GPA 

Sección 11.6 


3 a) 1 
b I 


1 Esferas 

9 9x- $y + dz + 

1 32h — 3y +32 — 4 

13 Hiperboloide de dos hojas 
15 Paraboloide elíptico 

17 Elipsoide 

19 Esfera 


Sección 11.7 
3 b) Sí 

50 

70 

9 1 

13 2/01 = o/c. 
15 No 


509 


(1/5) + 0/3) + (2/2) = I 
No podría ser cierto 
«udría ser cierto 
Cierto 

B3x—Sy+l=c 

2 +y =k 

8 y) = 3x + y 


Sección 12.1 
I p=2% 


27 


29 


q =-u 

r=u+w 

5 2 2w 5 l 

t= U-—W 

JT 

— 15i +25) + 20k 
/65 

¿+ 3j 

—4.5i + 8j +0.5k 
Jil 

5.6 

¡+ aj 

Si. 

31 +4j 
á=b=¿=3k 
d= 2i +3k 
e=. 

f =-2i 

Jil =v 6 

Iv]="5 E 
(a) GS + (4/5) 
(b) 6í + 8j 


Sección 12.2 


l 
3 


Escalar 


Vectorial 
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5 a) 50 


b) -507 y 

c) 25/2i -25 /2j , 

d) 25/2í +25 /2j 

180i +727 

P 

Hacia el centro 

(79.00, 79.33, 89.00, 68.33, 89.33) 
48.3" al este del norte 

744 km/h 

548.6 km/h 


Sección 12.3 


1 


O NNa uw 


1 


— 


13 
15 
17 
19 
21 
25 


-38 

14 

238 

1.91 radianes (109.5°) 

u Ly parat=2 0-1. 
Ningún valor de t hace u paralela 
av. 

30 +47 -k 

(múltiplos de) 

-x+2y+z= | 

2x- 3y+7z=19 
3x+y+z=-l 
d=id+(pi+ Aj) 
38.7" 

Bantus 


Sección 12.4 


1 


3 
5 
7 


13 


15 


-i 
i +j +k 

-2i +2" 

áxb=-2 5-7) -13k 
a-(aXxb)=0 
b-(axb)=0 

Máx: 6 

Mín: 0 

x+y+z=1 

a 15 

b) y=1 

4x + 26y + 14z=0 

b) cLa y lel = lal 

c) ab, +ab, 


Repaso del Capítulo 12 —— 


3 
5 


— 


21 
25 


27 
33 


qe 2v5 > 
p=- =33 


4, V, VU, U -V 
a) t=1 
b) ningún valor de £ 
c) cualquier valor de £ 
-2k 
-j 
2 
ni =4í +6k 
a) (21/5, 0, 0) 
b) (0, 21,0) y (0, 0, 3) 
(por ejemplo) 
c) n=5i -j +7k 
(por ejemplo) 
d) 217 + 3k 
(por ejemplo) 
AN +“ 37 12 
=} /2—* 3f 12 
Vectorial 
a) 30 -2k 
200 + 157 - Sk 
127 + 30] + 3k 
b) 307 +5 
20 + 167 -3k 
127 + 317 + 5k 
38.7” al sur del este. 
9x- 16y + 122=5 
0.23 


5 + 
5 L 


Sección 13.1 


l 


3 


5 


7 


f.(3,2)=2 

f,3,2)=-1 

c) Positivo 

d) Negativo 

a) Ambos negativos 

b) Ambos positivos 

a) dP/dt: dólares/mes 
Tasa de cambio en pagos 
oportunos 
negativos 

b) oP/or: 
dólares/punto porcentual. 
Tasa de cambio en pagos con 
tasa de interés positivo. 


a) Negativo 


b) Positivo 
11 f, (5,20) = 1 
13 a) 2.5, 0.02 


b) 3.33, 0.02 
c) 3.33, 0.02 


15 -1 


Sección 13.2 
1-1 
3 2xy + 10x%y 
5 y 
7 a2 sx) 
9 21lxy — 96xty? + 5x 
1 (a+ b)⁄2 
13 2B/u, 
15 2mv/r 
17 Gmr, 
19 22r/T* 
21 €,E 
23 ccos (ct — 5x) 
25 (15atbcx” — 1) / (ay) 
27 [x2y(34 + 10) 34 (84 — 27) + 
50/20 -3A + 5)” 
29 rxy 2 rx yw — 13 "y 
31 2, =7 + yo" 
z= 2X In2 + æ Inx 


33 13.6 


35 a) 3.3,2.5 
b) 4.1,2.1 
c) 4,2 

37 a) Pre" 
b) en 


39 h(2, 5) = 0.38 ft/asientos 
hQ, 5) = 0.76 fUsegundos 


Sección 13.3 
l 2=6+3x+y 
3 z2=-4+2x+4y 
5 z2=9+6(x-3)+ 9-1) 
7 P(r, L) = 80 + 2.5(r — 8) + 
0.02(L — 4000), P(r, L) = 
120 + 3.33(r — 8) + 0.02) 


(L — 6000), 
3.33(r — 13 
11 df = y cosí 
+ x cosí((xy 
13 de = (2u + 
15 df =dx+« 
17 dP = 2.395 
19 dF == dx 4 
f01.04, 1.9 
21 a) Aumer 
b) Aumer 
c) 55 joul 
23 les 1%; g. 


Sección 13.: 


1 a 1.01 
b) 0.98 
1 
2.12 
x>2 
a) Negati 
b) Negati 
11 Vz=2 cos 
—% COS 
13 Vz=0i + 
15 Vz=2xc0 
+ 2y cos(x? 
17 2mi +2nj 


_ (2144) 
19 Qsys) 


O JU uy 


5) 
Sal + 
23 50í +967 
25 (UD + (1 
27 a) 2/13 

b) 11417 

c) 1+3) 
29 a) -/2 2 
b) /3+1 


31 4.4 
33 (3/5-2/ 

+ (4/2 - 
35 y=2x-7 
37 P 


peo ye A 


¡tos 
los 


(L — 6000), P(x, L) = 160 + 
3.33(r — 13) + 0.02(L — 7000). 


11 df = y cos(xy) dx 


+ x cos((xy) dy 
13 de = Qu + v) du + u dv 
15 df = dx + dy 


17 dP = 2.395 dK + 0.008 dL 
19 dF =3 dx + 2dy 

$(1.04, 1.98) = 2.973 
21 a) Aumenta 


b) Aumenta 
c) 55 joules 


23 les 1%; g es 2% 


Sección 13.4 
l a) 1.01 
b) 0.98 
3 1 
5-212 
7 x>2 
9 a) Negativo 
b) Negativo 
11 Vz=2 cos (£)í 
=$ cos (E)j , 
13 Vi=ei +e(1+x+y) 
15 Vz=2x cos(x? + Yi 
+ 2y cos(x? + y?)j 
17 2mi + 2nj 
19 EA (21-2)>} 


Qsy5) so” 
Sa |: 1 je 
21 - (3) A ( 2 ar 


23 50 + 965 
25 (1/2) + (1127 
27 a) 21/13 
b) 1/4/17 
c) +4] 
29 a) - 427 
b) /3+1/2 
31 4.4 
33 (0/5-2/D% 
+(4/2-3/3)j 
35 y=2x-7 
37 P 


39 a) P,Q 


Sección 13.5 


c) lgrad f| 
fr = ||grad f|| cos 8 


1 10/3 
3 22+3x+2y=17 
5 X +3y+7z=-9 
i +3j +7k 
7 a) 6.337 + 0.767 
b) -34.69 
9 b) Valley 
ll a) x=y=0yz%0. 
b) y=0;2x-y+2z=3 
e E, 
Fi- a 
13 2x-y-2=4 
Sección 13.6 
1 Æ = e" sen(f) (2 cos t— sen ù) z 
3 (E =2)/ (+4) 


5 
7 


2e? (1 +21) 


E = (er cosu == 
lu 


v cos(u)e* sv) sen v 

~ (~u sen(v)e> es u 

+ en)y sen u 

E = (e cosu q 

y (cos(u)esnv) y cos y 

+ (=u sen (v)e” os“ 

+ eu) cos u 

de 

de e/u 

Se In u 

LE = ue- (1 +u? + v?) 

2 = 2ye- (1 ~ 12 — y?) 

za F ln u 

Du — va COS ( y ) 

DS _ Inu nu 

J T y COS (s=) 

Qn a 

a= eo e al E ET 
n òw de 

O A O 


(3) T (w), +), 


E dz dz 
a) 37 =cos O 5, +sen 0H 
== (cos 0, E — 
dz 
sen 0 -5 
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des da ge acasa d: 
b) -55 sen 0 -2 q c98 2 


dy 


Sección 13.7 


l 


3 


19 


fa= 2, Le =2 
f,=2, f,=2 
fa=0 

fa = e= Fa 
fa = xe 


fa = sen (2 + y) 4X 
+2 cos (x? + y) 
fa =~ (sen (2 + y?) 4xy 
= So 
fa =en (x? + y) 4y? 
+2 cos (x + y?) 


fa = sen ($) G) 

fa = sen (H) EN G) 
+ (cos (Ð) E) = fa 

fa = sen (5) G 
+ (cos ($) E 

Z,=0 

a) Positivo 

b) Cero 

c) Positivo 

d) Cero 

e) Cero 

a) Negativo 

b) Cero 

c) Neguuvo 

d) Cero 

e) Cero 

a) Cero 

b) Negativo 

c) Cero 

d) Negativo 

e) Cero 


a) Negativo 
b) Negativo 
c) Cero 

d) Cero 

e) Cero 

a) Negativo 
b) Postivo 
c) Positivo 
d) Positivo 
e) Negativo 
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Sección 13.8 
l a) u(4, 1) = 56.05*C 
u(8, 1) = 70.05°C 
b) u(6, 2) = 62.1°C 
3 c= Dæ + b?) 
13 a= -b 
15 a u(0,ġ=0 
u(1,1)=0 
b) a= -b =- (mk? 
para cualquier entero k 
17 A=al(b+e)a>0 


Sección 13.9 


1 Qx, y) = 1-22 -y 


3 Ql, y) =>3+-y/2 

5 Lx, y)=2e+ex-1)+ 

3e(y —1) 

Q(x, y) = 2e + e(x—1) + 

3el(y-D+ex-D00-p+ 

2e(y - 1) 

Lx, y) =/2+ ¿(x-1)+ 

z= 

Ox y) =/2+ 7 -1+ 

A0-D+3% (-1?- 

27 4-D0-D+ 

mm 0-0 

9 L(x, y) =3+ $ œw- 1)+ 
70-1) 
Qx y)=4 t4 @-l)+ 
30-1)-4@-1}+ 
4@-1)Q-1)+ 
y0-1F 

11 Lx y) =%+ Ha 1)- 
0-1) 
Qx, y =3+3(1- 1D)- 
+0 -D-7¿0- D*+ 
70-1} 


— 


17 a) La y=1, 
|E œ, y| < 0.047 


b) Qx, y) = 1 + (12)? - 


(1/2)y’, 
|E Œ, y) < 0.0047 


19 a) L(x, y)=0 


lE,(x, y| < 0.14 
b) Ox y) = + y? 
IE Œ, y)|S 0.036 


Sección 13.10 


l. 


Repaso del capítulo 13 


l 


23 


b) No 
c) No 
d) No 
e) Existe, no continuo 
b) Sí 
c) Sí 
d) No 
e) Existe, no continuo 
b) Sí 
d) No 
) No 
c) No 
e) No 
a) No 


ddr == Qt? 


A — 1y 


Ozldy = — 108 + x— y) 
flop = (Ug)ers 

df/dq = (pip) 
az/dðx = 4x — Ty + Sy? 
az/ðy = —3x' y? + 10xy 
ðw/ds = In (s + +5 


i (s+ 

dw/dt = ere 

84/5 

Falso 

Verdadero 

Falso 

a) f,0,2)=2.78 
f.Q, 2) = 4.01 

b) f£,(Q, 2) = 2.773 
fQ,2)=4 

a) Negativo, positivo, arriba si 


es positivo, abajo si es nega- 
tivo 

b) a<t<2x 

c) O<x<3mM2y0<t<m2o 
bien 37/2 < t < 57/2. 

a) dg/dm = G/r 
de/dr = -2Gm/ P 


29 
31 
33 
35 


41 
43 


Beld 5 
f; B, 1) =-1.64 
4i- iD 
a) -14,2,5 
b) 2.055 ; 
c) 14.221 en dirección de -14i 
+25). 
d) fix, y) = f(2, 3) 
= 7.56. 
e) Por ejemplo, 
v=2.5i + 14j, 
f -0.32 
a) 2 =3+x 


Du lam 
wj  =4-x 


de ld, 


b) du 


lisi = 51-31? 

x-y 

b) etyre 

c) Hacia afuera, exponencial- 
mente decreciente 


Sección 14.1 


1 


uu 


Fa] 


No] 


11 
13 
15 
17 


Sección 14.2 ————————————— 


1 


A:no 

B: sí, máx. 

C: sí, silla de montar 

Puntos de silla: (1, —1), El, 1) 

máx. local (-1, —1) 

mín. local (1, 1). 

(1, 1) y El, 1), ambos son pun- 
tos de silla. 

Puntos críticos: (0, 0), (+7, 0), 
(+27, 0), (+31, 0),--- 

Mínimos locales: (0, 0), 

(2211, 0), (+47, 0),--- 

Puntos de silla: (+x, 0), 

(+37, 0), (57x, 0), = 

Máx. local: (1, 5) 

Mínimo local 

Máximo local 


a) (l, 3)es un mínimo 


Mississippi: 

87 — 88 (máx), 83 — 87 (mín) 
Alabama: 

88 — 89 (máx), 83 — 87 (mín) 


Pennsylvani 
89 - 90 | 

New York: 
81-84 ( 

California: 
100- 1( 

85 -87 

Arizona: 

102 — 1( 
85-87 
Massachuse 

81 - 84 

3 Ninguno 

5 Mín=0en 
(no en fron 
Máx = 2 er 
El, =1) y ( 
(en fronter: 

7 Máx=0er 
(no en fron 
Mín = 2 € 
E 1) y C 

9 q,=300, q 
11 h=25%,t 
I5 l=w=h-= 
17 y=2/3 -1 
19 a) 255.21 
c) 3206 


21 b) 0.257: 


Sección 14. 
1 Mín=-/Y 
3 Mín=3,1 
5 Mín=/2 
7 Mín=-/ 
9 Máx: 0,n 
11 Máx: He 
13 Máx: 2, 
15 Máx: f (- 

Mín: fE- 

17 Máx: 1 

Mín: —1. 


19 q, = 50 u 
q, = 150 


ón de -14i 


ponencial- 


), El, 1) 


i son pun- 


E S 0), 


», 


Pennsylvania: 
89 — 90 (máx), 70 (mín) 
New York: 
81 — 84 (máx), 74 —76 (mín) 
California: 
100 — 101 (máx), 
85 — 87 (mín) 
Arizona: 
102 — 107 (máx), 
85 — 87 (mín) 
Massachusetts: 
81 — 84 (máx), 70 (mín) 
Ninguno 
5 Mín =0 en (0, 0) 
(no en frontera) 
Máx = 2 en (1, 1), (1, —1), 
(1,1) y El, 1) 
(en frontera) 
7 Máx = 0 en (0, 0) 
(no en frontera) 
Mín = 2 en (1, —-1), El, -1) 
El, D y (1, 1) Cen frontera) 
9 q,=300, q, = 225. 
11 h=25%, t=25"C 
15 l=w=h=45cm 
17 y =2/3 — x/2 
19 a) 255.2 millones 
c) 320.6 millones 


21 b) 0.2575 


Sección 14.3 
Mín =-Y2 , máx =v 2 


U 


1 

3 Mín =4, no máx 

5 Mín =/2 , máx 2 

7 Mín =-/35, máx = /35 
9 Máx: 0, no mín. 

11 Máx: 2, mín: - >. 

13 Máx: L, mín: - L£. 

15 Máx: (2,2) =245 


17 Máx: 1 
Mín: —1. 

19 q, = 50 unidades 
q, = 150 unidades 


21 b) S= 1000 -— 10/ 
23 r=J2 

h=2/2 
25 A lo largo de la línea x = 2y 
27 cœ) D=10,N=20 

V = 9, 779 
d) A= 14.67 
e) $68, aumento 


Repaso del capítulo 14 —— 


1 Máximo local: (7/3, 7/3) 
3 ( 2,- ID) punto de silla 
7 Máximos: El, 1) y (1, —1) 
Mínimos: (0, 0) 
9 p,=110, p,=115. 
K=20 
L=30 
C = $7,000 
13 a) Reducir K en 1/2 unidad, 
aumentar L en 1 unidad. 
2 (1, v ? 
15 A=- (14 
semanas? 
17 d= 5.37 m, w = 6.21 m, 
0 = 1/3 radianes 
19 b) -— grad d 
21 a) al(v, cos0,) + b/(v, cos0,) 
23 d= 0.9148. 


Sección 15.1 


Suma inferior: 0.34 
Suma superior: 0.62 


pu” 
n 


nev 


— 


3 Suma superior: 46.63 
Suma inferior: 8 
Promedio = 27.3 
5 Positivo 
7 40/3 
9 f w(x, y) dx dy = 2700 pies 
cúbicos, donde R es la región 
Osx<s60 
O<S<y<s8 
11 a) Alrededor de 148 tornados 
b) Alrededor de 56 tornados 
c) Alrededor de 2 tornados 
13 a) Positivo 
b) Positivo 
c) Positivo 
d) Cero 


RESPUESTAS A PROBLEMAS 513 


e) Cero 
f) Cero 
g) Negativo 
h) Cero 
i) Negativo 
j) Cero 
k) Cero 
1) Positivo 
m) Positivo 
n) Positivo 
o) Cero 
p) Cero 


Sección 15.2 
1 24(9/3-4/2-1)= 
2.38176 
3 32/9 
al? 
5 | | , dy dx 
laa 
oh) fdxdy 
412 
7 | NR 


9 (et- 1) (e?—e) 


11 =-2.68 
13 14 
15 = 
172 (3/3-2 42) 
ls | V25 -5 
19 LS 05-2) ax dy 


4 |4- vn 

21 l bë (4 — 2x —y) dx dy 
23 Volumen = 6 
25 1/10 
27 301 — cos 1) = 0.23 
Sección 15.3 

12 

3 a+b+2c 


7 Límites sin sentido 


9 Límites sin sentido. 

13 E 

15 PIS VE dy de de 

17 m= 1/36g; X,Y,Z) = 
(1/4, 1/8, 1/12) 


19 m (P + c3)/3 
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Sección I54=———— 9a Fl pauordad B *=-}y=t Velocida 
e wë 2 r 
1 0.7854 RE Í 15 x=-2 cos f, y = 2 sen t, (31 - 3) 
3 0.7966 oa Re OStS2T fà pini 
54 EN 1, p(n 0) r drd0 17 x=5cost, y=7 sen t, e 
T sE 0<1t<2n ll v=-38 
3 ES Sección 15.8 =——————— 19 a) Derecha de (2, 4) os ji £ 
3 pP sen ø b) (-1,-3) a (2, 4) 113 v=3i + 
Sección 15.5 5435 c) t< -2/3 15 D=/42 
waja 79 2la) a=b=0,k=50-5 17 D=24. 
l la | frdrdð : nS b) a=0,b=5,k=50-5 Ditag 
pa [vi epaso capitu — = 2E E 3 
3 V iO rarde > AO a 1-7), 
De 1 9200 millas cúbicas 200 o — Y 200 21a) v 
e En 7 85/12 23 x=2 cost, y=0,z= 2 sen t Vel 
e ES] 
| 9 10(e-2) 25 1=2+3,y=3-4 BJ, AR 
ie i 11 —4 cos 4 + 2 sen 4 2= +t. c) Al 
19 ao aa 27 x=1,y=0,2=1. 23 a) No 
ry : 52 v ” x , = 
al % S h F 80: 0) r dr dO 13 E a 29 x=1+2t,y=2 + 4t, A se 
1 21 +4 MA 
iy ~ = 5 -t 
c) Alrededor de 39,000 O káro f05y)dydr+ ; 2k 
m PPE EG yi alsi d) Fs 
Sección 15.6 ——————— ba 33 a) Líneas rectas 10 
1 20073 si b) No +€ 
3 25m E = © c) (1,2,3) 25 F =2 
t rja = - 
s L Ei a- ráraod: is Sección 16.2 cia 
aa i — n 27 a): 
vd k |; ô- p? sen ø dp dø de 25 270Gm (r,— r, — [Rie W+ l a) ATPa parametrizan la 1) E 
31 fS f 
9 f l ? ô- dz dy dx y a ga 3x-2 IO: 
loa 27 40 /2, 54 /2 b) Pendiente = 3, 0 c) E 
13 a) Positivo Sección 16.1 ——————— intersección y= -2 sC 
b) Cero l La partícula avanza en líneas 3 b) =i=10j -7k - yl 
15 257/6 rectas de (0, 1) a (1, 0) a (0, —1) E) Pl y 
17 277 a (-1, 0) y regresa a (0, 1). (3 p 1007 —7tk. 29a) C 
19 3//2 3 La partícula avanza en líneas 5 a) Espiral y 4 b) E 
snai rectas de (-1, 1) a (l, Da b) v(2)= 2,241 T 0.08; , co) Sí, 
A , El, —1) a (1, —1) y regresa A (4) = 2.381 z 3.37], ge 
25 3/ =%a?; I=2 4 a(=1, 1). Y (6) = 2.63i 5:48] O, d) La 
Sección 15.7 ———————— 5 Sentido de las manecillas del JO od E OOTI fin 
; =>) reloj para toda £ V (4) =2.37 -3.3717, 31 -01+4 
la) 20/27 OS MIET y (6) = 2.6377 + 5.482. ; 
nE de H A A 7 v=-21sen(e) + 2t cos (Bj, Sección 1 1 
3a) k=8 A Velocidad = 2J, 1 Un disc 
b) 1/3 Sentido contrario al de las La partícula se detiene cuando del plan 
100 1 £ i 1. 
5 le e pd manecillas del reloj: 1 > 0. 20. 3 Uncilin 
T Fa y= paa 9 o contamos al de las 9 == (Q1- Di + (Gr a 3 del eje 2 
x manecillas del reloj: £ > 0. +2B-12K, 5 Un conc 


zan la 


No” 


87, 
37), 
18). 
0.0775, 
717, 
A82j. 


S(O, 


cuando 


Velocidad = ((21 — 2} + 
(3-3 + A26 - 128))2, 
La partícula se detiene cuando 
t= 1. 

11 v=-3 sentí +4cos 1j, 
d = -3 cos ti— 4 sen tj 

13 Y=3+j-k, d4=0 

15 D=/42 

17 D = 24.6 

190x=5+3(1-Dy=4+ 
1-D,z2=3 +2(t-7). 

21 a) vQ)=-4í +5j, 

Velocidad = /41 

b) Alrededor de t= 1.5 
c) Alrededor de t = 3 


23 a) No 
b) t=5 
c)  v(S) = 0.9597 + 0.284 + 
2k 


d) F =0.284í — 0.959) + 
10X + (t — 5)(0.9597 
+ 0.2841 + 2k). 
25 r(1)=22.1ti +66 41] 
+ (442.71 — 4.9k 
27 a) x0)=5senf y(t) = 
5 cos t, z(t) = 8 
b) vV=-5),d=-Si 
c) xy (1 =y,(1) =0, 
2 (1) = 8, 
x(0) =z, (0) =0, 
y (0) = -5, x,(0) = 5, 
y/(0) =0, z,(0) = 3 
2213 CE 
b) EC. 
c)” Sí, cuando el haz es tan- 
gencial a la costa. 
í d) La velocidad no está de- 
finida en las esquinas. 
31 -Qr+ 48 /(1+ +4) 


Sección 16.3 


1 Un disco horizontal de radio 5 


del plano z¿=7. 
3 Un cilindro de radio 5 alrededor 
del eje z, 0 <z <7 


5 Un cono de altura y radio 5. 


9 


11 
13 


Cilindro, sección transversal 
elíptica. 

x=acos 9, y = a sen 0, 

2=2Z 
x=4,y=vw2=2u+v-=1 

No 


15 Círculo horizontal 


17 


19 


23 


25 


27 


29 


31 


33 


35 


x= 5 sen ġ cos 0 

y=5 sen ọ sen O 

z=5 cos 

x=a+dsen cosh, y=b+d 

sen ø sen 0, z =c + d cos 4 para 

0O<Sg<rTy0S0S2r. 

Si 0< rr, entonces (0 + 7, 7/4) 

Si 02 x, entonces (0 — 7, 7/4) 

X= U COS V, y =u sen y, 
=upara0s<v<27 


a) x=rcos0, 


OSrSa, 
y = rsen 0, 
0<0<2x 
7 = 

b). x=- sen 9, 
0SzSh, 
y=- sen 0, 
030<27x, 
2=7 


x= ((4)+ 1) cos O, 
y = ((5%Y + 1) sen 0, 


z2=2, 

0S09S2r, 

0<z<10. 

a) z= (x?/2) + (y?/2) 
Osx+y<s2 
0Sx-y<2 

a) 2+yY+2=l, 
xy220. 


a) O= ty tzak +a 
cos tu +a sen tv 

a) x= (cos (3f +3) cos 0 
y = (cos ($1) + 3) sen O 
z=t 0S0S?2r, 
0<1<48 

b) 4567 pulg? 
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Sección 16.4 


l 


anr 


— 


13 


15 


Círculo: 
&-2}+0-2}=1 
Parábola: 

y=(x—2¥, 1 <x<3 


Implícito 


*-2x+y=0,y<0, 
Explícito: 
y=-/-xX + 2x, 


Paramétrico: 

x=} +cost,y=sentż, 

con TS1tS 27 

x+2y=0 

a) 2=1.054217 

b) m(x, y 2=0+6x — 
TOQ- D)-4G-1), 
f,(0.01, 0.98) = 1.05 

c) Ofóx a (0, 1) es 3/2, 
df./dy a (0, 1) es — 7/4 

a) Gráfica tangente al plano 

b) 2=7-(Q/5) (x- 3) - 
(4/5) Y -5) 

a) S= Infalt) +In 
b-alnp,- (1 a) ln p, 


Sección 16.5 


l 
5 


250,000 estadios, o 46 000 km. 


No siempre cerrado 


Repaso del Capítulo 16 —— 


l 
3 
5 


x=ty=5 
x=4+4senty=4-4c08s1! 
x=2-ty=-1+372= 
4+1 

xk=1+29p= 11-323 
l +51 

x=3cC08f 

y=5 

z=-3 sent 


a =C, =C, 
=C, (AV)=C, 
b) C,:0.5 costi -0.5 sen tj, 
C, : -2 cos (4 )i 
-2 sen (+) 
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13 


29 


31 


a) En la dirección dada por el 
vector: i == 

b) Direcciones dadas por 
vectores unitarios: 


Y! * 77) 
id 
c) -4 
Línea de ecuación: 
x=1+2t 
y=2+31 
z2=3 + 4t 


Distancia más corta: 4/74/29 
La ecuación de la curva es 
x=1-2yY,-1Sysl. 
a (2,3,0) 
b 2 
c) No; no en línea 
a) x=(VcosA):t-15 

y =-161 + (V sen A) +6 
c) A=522 


3a) (4y=06D 


b œ= 

(t + cos t, l — sen £) 
x=2-2s-2t, 
y=3-3s-0.5t, 


z=-1.6 + 3.65 + 1.6t 

a) a= 0.0893, b = 4.48 
b) a= 0.427, b = 8.26 
c) a=1.43,b=21.4 


a) extendido 
b) extendido 
c) comprimido 
d) seac<0 


Sección 17.1 


l 


13 
15 


a) IV 

b MHM 

c) I 

d N 

Y == 1 

V==xil -yj =-F 
V= -yi + xj 

F (x, y) = xi 

(por ejemplo) 


17 F (x, y)= VETE Sección 18.2 
(por ejemplo) 1 116.28 
Sección 17.2 3 82/3 
l y= constante 5 ee 
3 y=- Żx+c 7 85.32 
9a) M 9 247 a 
b) I H CEGA DE); 
cy H 0St<2 
d) V C, : (t, -2t - 1P), 
e) VI -1S1<2 
D IV C, : (t, sen t}, 
Repaso del Capítulo 17 Fera 
epaso le pulg — ma meN ? 
1D @ sí b) 7/6 So 
(11) no 
(iii) sí Sección 18.3 
ES 3 Sí 
5 a) Cyt 5 No 
a A E ES 3 7 9/2 
c) a + a 9 75 Un 77 + 1) 
hero a la) e 
CE DA O E: b 
D eE E x 2 
peu sue o 
A MaA 
e) muj+maj+ ll 19 a) m2 
, más kiá tz b No 
f£) Z 
R A 21 a) Aumenta 
Sección 18.1 2 
L Positivo Sección 18.4 
3 Positivo 3 f, y) =y + 2y +K 


sl as Ear 


<| F -d 
7 Positivo 
90 
11 0 
13 16 
15 32 
19 €. €; 
21 a) Varios valores 


b) Varios valores 


23 a) Varios valores 
b) Varios valores 


27 —-GMm:1/8000 


li 
13 
15 


K = constante 


No 


Sí, f=xy+xy+ C 

Sí, f = In Alxyz] donde A es una 
constante positiva. 

b) =x 

zab 

3/2 


Sección 18.5 


l 


x=-] +rcos 0, 
y=2+rsen 0, 
2SrS3,0<0<2x 


SS, 


y = tgls) - 
assSb, 
Repaso del 
l a) Neg 
b) Cil 
Ca 
Cy) 
c) Neg 
32 
5 12 
7 Falso 
9 Verdader: 
11 58 
15a) O= 
K= 
Cc) P< 
207 
r2. 
2Kn 
17 b) Círc 
c) No 
Sección 19 
l a) Posi 
b) Neg 
c) Cer 
d) Cert 
e) Cert 
3 a) Cer 
b) Cer 
c) Cer 
d) Neg 
e) Cer 
5a) 5 
b) 4 
c) 11 
d 9 
Ta) Cer 
b) Cer 
9 Cero 
11 87 
13 Cero 
15 a) Cer 
b) Cer 


O pj A | 


l 


¿Ss una 


y= tg(s)+ 1 (1 -ñ f(s), 
assSsb,0Sts1l 


Repaso del Capítulo 18 ——- 
l a) Negativo 

b) C; Positivo 

C,, C,: Cero 

C,: Negativo 
c) Negativo 
2 
12 
Falso 
Verdadero 
-58 
15 a) œ = 3000 rad/hr 

K=3. 107 m + rad/hr 
c) r<l00 m, circulación es 


— O N Ur 0 


2onr 
r 2 100 m, circulación es 
2KT 
17 b) Círculos 
c) No 


Sección 19.1 


l a) Positivo 
b) Negativo 


c) Cero 
d) Cero 
e) Cero 

3 a) Cero 
b) Cero 
c) Cero 
d) Negativo 
e) Cero 

Sa) 5 
b) 4 
c) 1 
d) 9 

7 a) Cero 
b) Cero 

9 Cero 

11 ST 

13 Cero 

15 a) Cero 
b) Cero 


17 b) 44h 
21 a) Velocidad máxima 
b) 0 
c) man 
Sección 19.2 
16 
3 m2 
5 7⁄3 
7 msen25 
9 1296p 
11 —817/4 
13 127 
15 6257/2 
E Ad 
lím,.. l: E:dA = 
4rnq s - 
(ii) lim, E- dA = 
47q 
lím, Edd = 
0 
19 117/2 
Sección 19.3 
1 43 
7 195 
5 -1K"128 


7 2melæ + b?) 


Repaso Capítulo 19 ———— 


54 
TAS 
9 12 
11 -8(1 + e7) 
13 247 
15 (7/6) — 1/3 
19b 0 

c) Ihinlb/a/27 
Sección 20.1 
50 
70 
9 lF -ri 
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15 b- (a Xr) 


17 a) Positivo 


b) Cero 
c) Negativo 
19003 0 
2l a)  Flujo=c' 
b) 1 
c) 1 
23 a) 2n 
b 2 
c) 2 
25a) 0 


b) No definido 


Sección 20.2 
1 24 
3 Cero 
5| F-dA=8 
923 0 
b) 4x7 
11 (Ed 
= |, div F dv= 0 
I5 a) 30 watts/íkm' 


b) &= 10 watts/km' 
d) 6847°C 


Sección 20.3 
l 4yk 
30 
S 4xi — 5yj +2k 
7 (Qxiyz + 6x0" — ami 
+ (3 S Teve + y) 
+(yz-z)k 
9 rot (FO + Ej + Fdz =0 
ll a) Rotacional cero 
b) Rotacional + 0 
e) Rotacional + 0 


19 (6), (d, (f) 

MEA AE 

23 Vø + (F - Vø) 

25 F =(-H2- 29 
+Qx-D + (y+ wk 
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Sección 20.4 7 div F=3 21 (1/142) (107 - 271) 
1 No 9 Verdadero 23 —1le"+ 1 
3 a) -—2007 11 Verdadero 25 2e(e — 1) = 9.34, HA 
b) 0 13 Verdadero 27 b) Máxima en julio de 
Sn 15 Falso 1993 
13 a ae se puede decir nada 17 div E (P) <0, div E (9)2 O. ed en enero de E ia 
23 b) vœ = (55 —x/50)í mph A E ovimieni 
15 a) -27a Si 0 < x < 2000 c) Aum. más rápido en mayo A óvimiént 
b) 2ra v (x)= 15i mph de 1993. T vector de ] 
c) Orientaciones no Si 2000 < x < 7000 Dism. más rápido en oct. compon 
relacionadas væ@=(15 de 1993. definici 
17 27 + (x — 7000/25) mph 29 a) YPCr)Ar becas 
e Si 7000 < x < 8000 b) 16 gramos Nos 
Sección 20.5 NOE ts lineal, 161 
L Sí a AA 31 a) 3 millas Aproximaciól 
> 
Ez si x e 8000 b) 282, 743 error acote 
( E + Syz)i Ñ sl ; n Si 33a) E, 4n, + hY Aproximació 
F s 1v y = i acotación 
+ (2xy + x2)k. div Y (7500) = 1/25 M a A Área 
9a) Sí div y (10,000) = 0 y A de paralel: 
b) Sí mph/pies 35a) 2, GM vector de, 
c) Sí 25 a) v=(1 + via? 74 b) 187 de para 
ai u eyy i Aa Aristóteles, 3 
lla) rotE=0 +29 37 2267.32 pies cúbicos Búsqueda de 
b) Espacio tridimensional Pre Ls 
menos un punto Apéndice D Apéndice F do 
sip>0 1 (1B)é + + In (e + C, 5 b) Alrededor de 4 camine 
Espacio tridimensional si C una constante. Pi E laz variable, ; 
P <0. 3 In |q -4/1 - 2/8 + C, a) p= 15/27 Campo 
c) oA la prueba para C una constante. b) 6.7% de la población de fuerza, 
toda p. eléctrico, 
-PSDA 5 (1/2) sen 2t + C, C una constante Apéndice G lacra 
A(r)=In rsip=2. 7 -In [cos A + C, C una constante 1 (1,0) gravitacic 
15 r=(1 =s) (0 +sf, 9 (1/2)e° + 1 + C, C una constante. ; magnétic 
t 3 (2,0) vectorial 
astsb 11 (1/2) tan! 2z + C, Cuna constante. 5 ifia ) PE 
oT 
Sección 20.6 a 7 (cos 1, sen 1) aeai 
ante. 
5 b) 54 cons 9 (2,12) depend 
15 (1/3) Un x} + C, Cuna constante e l indepen 
Repaso del Capítulo 20 —— 17 xer- e + C, C una constante 11 (42, 37/4) aa 
—— j s 13 (0.28, 77/4) definición 
l] divv=-6 19 (112)? In x- (1/0 + C, Cuna 7 0e definición 
S mb?h/3 constante. 15 (3.16, 2.82) circulació 
Campo vect 
central, 3 
conserva 
curva inte 
definició 
divergen 


0 0 mm  Q0=>+414H MM 


de 


en mayo 


en oct. 
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Aceleración, 73, 300-305 
movimiento circular de la, 300 
movimiento lineal de la, 298 
vector de la, 299 

componentes del, 299 
definición límite del, 298 

Aproximación 
cuadrática, 181-84 
lineal, 161-168 

Aproximación cuadrática 192 
error acotado para la, 194 

Aproximación lineal 
acotación de error para la, 

Área 
de paralelogramo, 415 
vector de, 417 

de paralelogramo, 414 

Aristóteles, 325 

Búsqueda de gradiente, 193 

Calentamiento mundial 142 

Cambio de 
parámetro, 489 
variable, 275-278, 491 

Campo 
de fuerza, 322 
eléctrico, 423 

diagrama del, 314 
gravitacional, 324, 456 
magnético, 372, 402, 452 
vectorial central, 375 

conservador, 374-77 

de solenoide, 389 

dependiente de trayectoria, 354 

independiente de trayectoria, 358 
circulación y el, 356 
definición del, 356 
definición del, 358 
circulación y el, 362 

Campo vectorial, 338-345 
central, 346 
conservador, 339-342 
curva integral del, 337 
definición del, 315 
divergencia del, 390-395 


gradiente, 318, 350 
independiente de trayectoria, 432 
irrotacional 383 
línea de flujo del, 417 
línea de movimiento del, 321-327 
definición de la, 323 
movimiento del, 323 
propiedades del, 370 
rotacional del, 403-409 
sin divergencia, 392 
sin rotacional, 408 
solenoidal, 415 
Catálogo de superficies, 50 
Cilindro 
parabólico, 308 
parametrización del, 306 
Cilindro parabólico, 21 
Circulación, 361 
campo dependiente de trayectoria 
y, 361 
densidad de, 382 
superficie de, alrededor de, 467 
Cociente de diferencia 
derivada parcial y el, 111 
Coeficiente de correlación, 198 
Componentes de vector, 75 
Conjunto 
función de costo, 214 
función de densidad, 267 
dependencia y la, 270 
independencia y la, 272 
Cono, parametrización del, 319 
Conservación de energía, 374-377 
Constante gravitacional, 310 
gravitacional universal, 198 
Ccasumo de carne, 3 
Continuidad, 83 
Coordenada 
plano, 12 
eje, 10 
Coordenadas 
cartesianas, en tres dimensiones, 10 
cilíndricas, 254 
de espacio-tiempo, 77 


esféricas, 
polares, 506 
Coordenadas cartesianas 
conversión a 
cilíndricas, 258 
esféricas, 261 
polares, 506 
tridimensionales, 10 
Coordenadas cilíndricas, 258-260 
conversión a cartesianas de las, 258 
elemento de volumen en las, 259 
integración en, 259 
volumen y, 259 
Coordenadas esféricas, 302 
conversión a cartesianas de las, 249 
elemento de volumen de las, 250 
integración en las, 250 
parametrización de una esfera de 
las, 300 
Coordenadas espacio-tiempo, 80 
Coordenadas polares, 439 
cilíndricas, 380 
conversión a cartestanas de las, 386 
elemento de área de las, 248 
esféricas. 228 
integración en las, 231-34 
Copérnico, 325 
Corriente del golfo 314, 322 
Coseno de dirección 168 
Cuadrática 
aproximación, 161-64 
función, 179 
discriminante de la, 180 
gráfica de la, 193 
prueba de segunda derivada, y, 
179 ù 
Cuarto calentado, 109 
Cuerda de guitarra, en vibración, 111 
Curva 
ajuste de, 197 
cerrada, 311 
integral, 356 
lisa, por partes, 367 
longitud de, 301 


520 


nivel de, 27 
gráfica, y, 30 
orientada, 356 
parametrización, 312-316 
parámetro de, 317 
representación 
explícita, 317 
implícita, 317 
paramctrica, 317 
Curva lisa por partes, 333 
De la mano derecha 
regla, 92 
suma, 439 
Densidad, 227 
función de dos variables, 238 
integral definida y la, 227, 234 
Derivada 
direccional, 134-140 
parcial, 102-110 
parcial de orden más alto, 148 
parcial de segundo orden, 148-149 
ordinaria, 151 
Derivada direccional, 141-145 
cálculo de la, 139 
definición de la, 136 
ejemplos de la, 136 
y derivadas parciales, 148 
y vector gradiente, 148 
Derivada parcial de orden superior, 
152 
Derivada parcial de segundo orden, 
148 
interpretación de la, 150 
Derivada parcial, 102-110 
calcular 
algebraicamente la, 110 
gráficamente la, 104 
cociente de diferencia y la, 
de segundo orden, 147 
definición de la, 103-104 
diagrama de contorno y la, 104 
gráfica y la, 103 
interpretación de la, 149 
notación alternativa de la, 104 
orden superior de la, 147 
rapidez de cambio y la, 102-103 
y derivadas direccionales, 
y diferenciabilidad, 124 
Desviación estándar, 496 
de distribución normal, 497 
Determinante, 486 
área y, 487 


producto cruz, 488 
volumen y, 488 
Diagrama de contorno, 24-32 
de Cobb-Douglas, 31 
de densidad y, 232 
de punto crítico, 
máximo local, 184 
mínimo local, 188 
punto silla, 32, 188 
derivada parcial de, y, 111 
fórmula algebraica del, 27-28 
función lineal de, 233 
lectura de, 2 
tabla de, y, 32 
Diagramas de árbol, 434 
Diferenciabilidad, 
y derivadas parciales, 116 
Diferencial, 119 
cálculo de la, 119 
linealidad local y la, 135 
notación de la, 136 
Dipolo, 200 
Discriminante, 192, 193 
Distribución de Boltzmann, 505 
Distribución normal, 502 
y la desviación estándar, 502 
Divergencia, 430-435 
coordenadas cartesianas de la, 431, 
463 
definición de la, 430 
libre, 431 
notación alternativa para la, 437 
rotacional y, 453 
Divergencia de campo vectorial 430- 
435 
prueba para campo rotacional de la, 
436 
Ecuación de calor, 154 
de difusión, 167 
del gas ideal, 129 
estado, 497 
onda, 157 
Ecuación diferencial, parcial, 166-171 
condiciones en la frontera de la, 
169 
ecuación de difusión de la, 167 
ecuación de calor de la, 
en una dimensión, 171 
representación de la, 170 
viajera, 170 
Ejes 
coordenados, 10 


por la derecha, 12 
Ejes por la derecha, 250 
Energía 
conservación de la, 189 
potencial, 192 
Eratóstenes, 324 
Esfera 
ecuación para la, 14 
parametrización de la, 301 
Expansión de Taylor 
de primer grado, 178, 179 
de segundo grado, 182, 183 
Extremo global 
cómo hallar el, 178 
definición del, 174 
región cerrada acotada del, 183 
Extremo, 
en, 193 
global, 191 
local, 193 
región cerrada acotada, 191 
Extremo Jocal 
búsqueda de gradiente del, 195 
cómo hallar, cl, 195 
definición del, 180 
Factor viento-frío, 8 
Figura de Lissajous, 265 
Flujos 
circulante, 368 
con circulación cero, 362 
de fluido, 316 
de calor, 152 
densidad de, 308 
en superficie, 361 
Flujo positivo, 370 
Fórmula de distancia 14 
en dos dimensiones, 13 
en tres dimensiones, 14 
Frontera 
condición de, 165 
de región, 201 
de región sólida, 201 
de superficie, 201 
punto de, 201 
Fuerza 
gravitacional, 78 
vector de, 78 
Función 
armónica, 342 
Cobb-Douglas, 31-33 
compuesta, 149 
continua, 148 


en un 
costo Co! 
cuadráti 
gráfic 
de dos y 
fórmu 
diagrí 
gráfic 
de su 
de Lagr 
de tres ' 
diagr 
supel 
supe 
tabla 
densid: 
de di 
de u 
diferen 
de d 
| de u 
diferer 
| discon 
límite 
lineal, 
lisa, 1. 
notaci 
para f 
poten: 
secció 
Función 
Función 
conju 
del 
ind 
distri 
| de dc 
de ur 
prop! 
pr 
Función 
' de gi 
de L 
de L 
Funciór 
| de C 
fórn 
j Función 
| Dou 
¡ diag 
| fórn 
| reto 


183 


195 


=e O e ar. aeai 


en un punto, 152 
costo conjunto, 214 
cuadrática, 209 
gráfica de, 16-18 
de dos variables, 2 
fórmula algebraica, 3 
diagrama de contorno de, 22 
gráfica de, 11-17 
de superficie, 52 
de Lagrange, 210 
de tres variables, 49, 51 
diagrama de contorno de, 24 
superficie a nivel de, 51 
superficie, 52 
tabla de, 48 
densidad de la, 451 
de dos variables, 260 
de una variable, 458 
diferenciabilidad 130 
de dos variables, 133 
de una variable, 132 
diferencial de la, 129 
discontinua, 131 
límite de, 18, 41-46 
lineal, 36 
lisa, 150 
notación, 2 


para fijar una variable, 4-7, 16, 49 


potencial, 344 
sección transversal de, 16-18 
Función compuesta, 168 
Función de densidad, 495, 496 
conjunta, 267 
dependencia y, 270 
independencia y, 271 
distribución normal de la, 272 
de dos variables, 251, 252 
de una variable, 480, 482 
propiedades de la, 490 
probabilidad y la, 268 
Función de entropía, 
de gasto, 156 
de Lagrange 214 
de Laplace 165 
Función de producción 
de Cobb-Douglass, 30-31 
fórmula general de la, 30 
Función de producción de Cobb- 
Douglas, 31-32 
diagrama de contorno de la, 34 
fórmula para la, 32 
retornos a escala de la, 44 


Función homogénea, 167 
Función lineal, 18, 40-44 
de dos variables, 39 
diagrama de contorno de la, 42 
ecuación para la, 40 
tabla de la, 41 
vista numérica de la, 41 
Funciones armónicas, 445 
Galileo, 324 
Gradiente 189 
y rotacional, 191 
Grado 
función homogénea del, 245 
Gráfica 
área bajo la, 380 
de función de dos variables, 40 
de tres espacios en la, 11 
derivada parcial y la, 110 
plana, 42 
simetría circular, de la, 383 
Hélice, 280 
Hiperboloide 
de dos hojas, 185 
de una hoja, 183 
Histograma, 389 
Índice de discapacidad, 
Inercia, momento de, 269 
Instantánea 
rapidez de cambio, 108 
velocidad, 277 
Integración 
coordenadas cartesianas de, 230 
coordenadas estéricas de, 256 
coordenadas polares de, 247, 255 
coordinadas cilíndricas de, 237, 
380 
de una variable, 379 
iterada, 380 
límites de, 380 
orden de, 235, 240 
región no rectangular, 232 
región rectangular de, 221 
tablas de, 382 
técnicas de, 382 
Integral 
tablas de, 387 
Integral de flujo, 401-428 
definición de la, 402 
en Superficie, 413 
orientación y, 402 
teorema de divergencia y la, 438 
ver” rde área y la, 403 
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Integral de línea, 332-339 


cálculo de la, 337 

circulación de la, 337 
conversión a una variable de la, 
343 

definición de la, 342 

integral de la, 343 
interpretación de la, 335 
notación para la, 337 
propiedades de la, 338 
significado de la, 337 

teorema fundamental de, 338 
teorema fundamental del cálculo, 
340 

vector gradiente y la, 341 


Integral definida, doble, 226-235 


cambio de variables, 235 
coordenadas polares de la, 253-256 
definición de la, 227 
interpretación de la 
área de, 226 
función densidad de la, 232 
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CÁLCULO DE VARIAS VARIABLES 
McCallum 


Gleason 
Hughes-Hallett, et. al. 


Cálculo de varias variables es la segunda parte del curso de 
cálculo concebido por el “grupo de Harvard”, que encabeza la 
profesora Deborah Hughes-Hallett, y cuyo texto Cálculo, publi- 
cado por esta misma editorial, ha venido ganando cada vez más 
adeptos gracias a la claridad y la novedad de su enfoque, que fa- 
cilita al estudiante asimilar esta difícil y sin embargo indispensable 
rama de las matemáticas. 
En este texto se abordan las nociones y herramientas necesarias 
para manejar las funciones de varias variables. Se ha preferido estu- 
diar en detalle y a profundidad los conceptos centrales del cálculo de 
varias variables, antes que cubrir una gran cantidad de material. Al 
igual que en el Cálculo, se recurre simultáneamente al álgebra, a la re- 
presentación numérica, a la interpretación gráfica y a la traducción de 
las ideas al lenguaje común para estudiar desde cuatro perspectivas di- 
ferentes el comportamiento de las funciones. Además, Cálculo de varias 
variables desarrolla los conceptos partiendo de numerosos ejemplos ex- 
traídos de las más diversas áreas de aplicación del cálculo. El estudiante 
cultiva así su intuición matemática y obtiene una visión más práctica y a 
la vez más amplia de la importancia y la utilidad del cálculo como herra- 
mienta de modelaje y cuantificación, dentro de cualquier área de desem- 


peño profesional. 


